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О НОВОМ МЕТОДЕ В ТЕОРИИ СВЕРХПРОВОДИМОСТИ, II1 

В. Толмачев, С. Ь\ Тябликов 

В адиабатическом приближении устанавливается f эквивалентность гамильтониана 
Бардина гамильтониану Фрелиха и вычисляется методом канонического преобразования 
энергии основного состояния и элементарных возбуждений. 

В работе I Боголюбов показал, что свойством сверхпроводимости 
обладает модель электронного газа, в которой пренебрегается взаимодей-
ствием электронов друг с другом, но учитывается их взаимодействие с 
фононным полем. Эти результаты были установлены при использовании 
для описания системы гамильтониана Фрелиха [*]: 

Н = Н * + Нш1 + Н ρίΓ, (1) 

#el « Σ ( Е (k) - λ) a t « ΑΛ, αϊ ЯрИ - 2 (</) ЬиЧ)и\ (2) 
(fc, σ) (</) 

.Fifnt = s ahta bk-.it* + αί,σ an'.a bn'~h)> (3) 
* 2 V (h, h't σ) 

где £ (A) — энергия электрона; Λω (g) — энергия фонола; к, q — волновые 
вектора; а — спиновая переменная (σ = + х / 2 ) ; V — объем системы; g — 
константа связи; λ — химический потенциал. Операторы порождения 
и уничтожения электронов (а+, а) и фононов 6) удовлетворяют обыч-
ным перестановочным соотношениям, а λ определяется из условия 

h, α 

где Ν — заданное число электронов. 
Результаты Бардина [3] получены при использовании вместо гамильто-

ниана (3) некоторого эквивалентного гамильтониана электрон-электрон-
ного взаимодействия при не совсем ясных предпосылках о выгодности 
образования электронных пар на поверхности ферми-сферы. Мы покажем 
ниже эквивалентность гамильтонианов систем Бардина и Фрелиха и уста-
новим свойство сверхпроводимости для полученного таким образом га-
мильтониана Бардина. Для вычислений мы используем метод Боголюбова [*]» 

Характерной чертой электронно-фоноиного взаимодействия (3) является 
то, что оно эффективно только в весьма тонком слое у поверхности 
Ферми и быстро ослабляется с удалением от нее. Поэтому существенный 
вклад во все эффекты будут давать электронные переходы у'поверхности 
Ферми. В этом случае энергия электронных переходов может рассматри-
ваться как малая по сравнению с энергией фононов Ш и мы имеем ти-
пичную адиабатическую связь, когда частоты одной подсистемы (электро-
нов) считаются малыми по сравнению с частотами другой подсистемы 
(фононов). Замечая далее, что Н ы « ] / Ιω , будем считать Нш первого 
порядка малости, а Не] — второго порядка малости. Для удобства про-
межуточных вычислений введем в соответствия с этим малый параметр ε, 

I П 
1 Как I цитируется первая работа этой серии р | . 
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который в окончательных результатах положим равным единице. В этих 
предположениях гамильтониан системы (1) можно записать в виде:. . ' 

Я - у Я р ь + вЯы + Яы. (4) 

Воспользуемся далее операторной формой теории возмущений [4 |. 
Обозначим для этого через Ρ проекционный оператор2, проектирующий 
собственные функции С оператора Η на подпространство-собственных 
функций оператора Я рь, а через С0 обозначим собственные функций из 
этого подпространства (С0 — PC) . При этом задача нахождения собствен-
ных функций и собственных значений уравнения 

(Н — Е)С = 0' (5) 

сводится к решению уравнения с некоторым «деформированным» операто-
ром. С точностью до членов ε2 включительно, которой мы ниже и огра-
ничимся, это уравнение имеет вид: 

(Б - £о) C0^P{eH[at + е*Яс1 - ε2 (#mt - РНШР) (Н0 - Е0у* X 
X(Hlai~PHiniP)}PC0} ' (6) 

г д е — собственное значение оператора Hvh. 
Мы рассмотрим случай фононного вакуума и положим в соответствии 

с этим £ 0 = 0. Заметим далее, что Р Н & Р ^ Н ы Р , так как Ны не дей-
ствует на фононные переменные, и что РНц&Р = 0, так как Hint линеен 
по операторам Ь и Ь+. Таким образом, третий член в фигурной скобке 
в (6) принимает вид 

РНЫ (Яо-ЕоГ1 2# ° f l t " {7) 

( ки bu hi, hi, o„ oj\ 
fc,-fti-fc!-ft>+0 } 

В этом выражении отличны от нуля, как легко видеть только члены 
с а, Φ а, Перенося операторы порождения влево, а уничтожения - вправо 
и присоединяя выделяющуюся при этом квадратичную по а а форму 
к оператору кинетической энергии, запишем уравнение (6) в следующем 
виде: 

ECq — (Но + Hit) Со, (8) 
где 

я 0 = (*) <° >s <*) • - Е w - W Σ 1 - : λ ; 
(ft, σ) <"ι) 

(9) 

я Ь — # Σ , ( 1 0 ) 

/ ftt» &8ι fcl» 
hj-fti-h', — h„+o 

потенциалу. в „п п п я„Я Р Т с соответствую-
В форме (Ю) член взаимодействуя Ь г т т Г К у п е р . " и щим выражением, использовавшимся в работе Ьардиш μ 

' «ΨΦ • Л ^ й ' о в о и *о 
электронных переходов малой по .равнению v 

^"опёратор Ρ 0пределен с , е д у = ^ ^ 
функция, оператора tfph, круглые скооки и 
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справедливо только для переходов в шаровом слое около поверхности 
Ферми. Ширина этого слоя -будет, очевидно, порядка некоторой эффектив-
ной частоты Ъо>. Использование первоначального гамильтониана Фрелиха 
#Fnt (3) ведет, как это показано Боголюбовым в I, к аналогичному вы-
воду. 

Примеиеиие теории возмущений к оператору (8)— (10) приводит к ло-
гарифмическим расходимостям при удалении от поверхности Ферми» 
Причина появления их лежит в том, что при выводе уравнения (8) в 
адиабатическом приближении энергия электронных переходов считалась 
малой по сравнению с энергией фононов. Однако последнее справедливо 
только около поверхности Ферми для некоторого шарового слоя толщины 
порядка «эффективной энергии фонона» ίω. 

В более точном варианте работы Боголюбова [Ц видно, что основной 
вклад во все величины дают именно эффекты, происходящие в этом слое. 

В соответствии с этими соображениями мы введем в уравнение (8)—(10) 
параметр обрезания и будем рассматривать уравнение в шаровом слое 

где к? — фермиевский волновый вектор, определяемый из условия 
£ (k) = 0. Ввиду логарифмической особенности величины должны быть 
мало чувствительны к выбору параметра обрезания Δ. 

Заметим, что соответствующее уравнение в работе Бардина, Купера 
и Шриффера понимается именно в таком смысле. 

Произведем над операторами α£ σ , aht σ каноническое преобразование!1]: 

ah%
 lfa = Uhab> 1 + ht 0* аК -Ча = Hfc«k. о — Vh<X>-k, 1 ί 

at mb = 11 + VitX-K at -ч2 = uhat, о — Vh*-h, ъ 
f ' ' ti\ + vl = 1; (a^k = ah ; V-k « tfo), (12) 

где ос, α'1"-—новые ферми-оператрры; ии* £»/* — коэффициенты преобразова-
ния, которые будут определены ниже, 

В новых переменных гамильтониан уравнения (8) может быть записан 
в виде 

Я - З о + Яо + Ях + Я2 , ' (13) 
где 

(14) 
(k) 

я 0 « 2 е (*) ~ υ1) ( α έ α . ι + «ίο « м ) ; (15) 

Ηι — 2 Σ e (A) ( α £ ϋ, ο + <*-/!, ι): (16) 

2 1/ ϋ *ι *ι· 1 ο *t -*ι·ο -ft», ι 

ι + vn\u^kl oa/4 о > Λ* о - vklvhtcc±hu 0 a г -

— « Λ ^ Α , 1<х±п2,1 о*Нъ о)' (17) 

Будем далее рассматривать Н0 как оператор нулевого приближения, 
а Я а — как возмущение. 

В работе I было показано, что в ряду теории возмущений опасными 
будут члены, соответствующие порождению двух частиц; там же было 
показано, что это связано с наличием логарифмических особенностей на 
поверхности Ферми. 

Для гамильтониана (13) положение совершенно анологнчное. Для 
устранения трудностей с расходимостью в первом порядке по g'1 просум-
мируем все диаграммы, ведущие из вакуума к двухчастичным состояниям 
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и выберем функции uh, vk так, чтобы они скомпенсировали друг друга 
Одна такая диаграмма есть в гамильтониане Нх: * 

2 Σ ε (k) UhVk*t о 

и две — в гамильтониане # 2 : 

Ύ- 2 »α±** ι ~ 
/ fti, h2, kt, ftfl \ 

- xaJ f o8/llf « - • £ 2 ад, 2 ( 4 - t>J) a£ A 0. 
(fti)· <fe) 

Из равенства нулю коэффициентов при a£t 0 получаем систему 
уравнений для функций uk, vh\ 

2β (/г) uhvh » («J —t£) ^ ^ (18) 
(Αϊ) 

Отметим, прежде всего, что система (18) имеет тривиальное решение 
UkVk = 0 и соответственно; 

4 = 
0, μ ι ο , 

!' <is> 
1, |Л |<Ар , v 7 

о, μ | > £ Ρ . 

Это решение, как будет видно из дальнейшего, соответствует нормаль-
ному (не сверхпроводящему) состоянию системы. 

Для того чтобы найти нетривиальное решение, введем обозначение: 

С = (g*/V) З а д . 1 (20) 
} ι ·. 

Тогда, используя условие нормировки (12) для функций иьръ не-
трудно решить систему (18) относительно и\ и v\\ 

Подставляя найденное отсюда выражение для ukvk в (20), получаем 
уравнение для определения постоянной С: 

ι =(g*/W)2lC* + **(k)]->b (22) 
(ft) 

Переходя в (22) от суммы к интегралам и принимая во внимание, 
что область интегрирования по k лежит в интервале (fa — Δ, fa + Δ), 
можно получить для С следующее асимптотическое решение: 

t 

С = 2Х<Г1|Р; Ρ = 2 ^ | / ( 2 π ) 2 β ' ( ^ ) ; Δ = s' (A>F) Δ. (23) 

Вычислим теперь в первом по g2 приближении энергию элементарных 
возбуждений: 

Ω (k, 1) = ε (k) (ul - Vk) + 2uhvh -f 2 Uk>vbs 
(Hi) 
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или, используя формулы (20), (21) 
/ Ω ( Α ι γ ) - / ( ? + β2(Α)> (24) 

где постоянная С определяется выражением (23). 
Для нормального состояния, очевидно, 

Ω (β , γ ) = ε (А). (25) 

Из (24) видим, что в отличие от нормального состояния, энергия эле-
ментарных возбуждений отделена от основного уровня щелью 

ΔΩ - С. (26) 

Точно так же, как в I, можно рассмотреть токовое состояние, т. е. 
состояние с полным импульсом системы, отличным от нуля. При этом 
можно показать, что при достаточно малых скоростях а величина щели 
убывает пропорционально и. 

Переходя к вычислению поправки к энергии основного состояния, 
заметим, что вклад в нее даст единственный член. В результате получим 

Δδη = g = ' (27) 
(h) 

о у 

(для нормального состояния С = 0, Аз0 = 0). 
Покажем теперь, что сверхпроводящее состояние энергетически вы-, 

годнее нормального. Используя формулы (14), (27) и (21), получаем для 
разности низших энергетических уровней сверхпроводящего и нормального 
состояний: 

- 2 { l » ( * ) l 
___ (28) 

Отсюда, с той же степенью точности, что и асимптотическое решение 
для С, получаем окончательно 

U 2 /<)ΛΛ2 
iphnsr*·*· <29> 

Величину 
Ч I f V ЫгЧк\ Г У ЫкЧк\ 

\(2те)3 с1В И (2тг)2 ε7 (/eF) V \(2те)3 dB 

можно интерпретировать как относительную плотность электронных уров-
ней dn/dE. Тогда (29) перепишется следующим образом: 

1 л r ? „ d n , «dit я n m 

Отождествляя толщину слоя 2д с величиной ω из (14.1), мы получаем сов-
падение со всеми результатами Боголюбова I, полученными при исполь-
зовании гамильтониана Фрелиха. Если в (30) произвести замену обо-
значений: Δ — g " 2 - > V , dn/dE—N, то становится очевидным совпадение по-
лученных результатов и с результатами Бардина и др. Is]. Минимальная 
энергия, необходимая для разрушения пары, вычисленная в I4], равна, оче-

а Формула (24) была получена Бардиным, Купером и Шриффером, на что имеется 
указание в статье· Бернардеса [6]. 
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видно, удвоенной величине щели в спектре элементарных возбуждений 
(26). Этим самым устанавливается полное соответствие гамильтонианов 
фрелиха и Бардина и результатов, получаемых с их помощью. 

Следует отметить, что полученные нами формулы (26), (30) мало чувстви-
тельны к изменению формы принятого нами взаимодействия. Так, если в (10) 
вместо постоянной g2 входила бы величина g2 (kL—ftg), сконцентрированная 
около поверхности Ферми, то выражения (26), (30) сохранились с тем един-
ственным отличием, что вместо величины g2 входило бы среднее значение от 
g2 /г*), а вместо Δ — некоторая средняя 
ширина Δ φι—Ю- Напротив того, бозевская ' 
часть спектра можеть зависеть от детального 
вида функции g(kx— /г2). Мы предполагаем 
рассмотреть эту зависимость в одной из 
следующих работ. 

Приведенные выше результаты получены 
в первом порядке теории возмущений. Не- Рис* 
трудно убедиться, что компенсация диаграмм 
во втором порядке (£4) не меняет результатов. Действительно, в операторе 
возмущения Я.,(17) имеются члены, описывающие при действии на вакуум, 

порождение четырех частиц — л4+» по-
рождение одной частицы и уничтожение 
трех частиц — tfi+,3- и т. д. Во втором по-
рядке теории возмущений вклад в диаграм-
мы с двумя частицами на выходе дадут 
члены' вида 

(31)' 

которые графически изображены на 
рис. 1. . 

Мы потребуем теперь, чтобы они ком-
Рис. 2 пенсировались в сумме с диаграммами, 

получающимися из Нх и Я2 в первом 
порядке, изображенными на этом же рисунке. 

Заметим, что диаграммы вида, изображенного на рис. 2, компенсируются 
при этом автоматически в силу правила компенсации, 

Операторы #4+ и Ях+, 3 - имеют вид 

Я 4+ hi ks * на β» и 

Я, , . 3- - - 4- Σ ( W ^ ' * x 
V 

I hlt h, hy, h2 

I /tx— h[=*ht —fta 

Χ α_/ί2 x c l ^ ια / ί ι Q ^ Z j v fti ft. л» «« · 
/ ft» h, h'r ii2 \ 
\ hL-h[~kf

a-ПгФО j 

x « ί * « · ( 3 3 ) 

Так как второй член получается из первого заменой 0«±1, то оче-
видно, что он только удваивает эффект первого члена. 
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В результате получаем для ику vk следующую систему уравнений: 

2 J ( φ \ я VI { « - (%%) («У/л» ( < - < ) 
^ Ϊ / V , , - ρ . , β (Λ) + е (Ах) + β (Аа) + β (ΑΒ) / «1» β3« «β \ 

= ("ft-Oft) + 

dh) 

/ ην Ηζ, «8 \ ' 
Ua-hi+'ii^'v 

Ввиду того что добавочные члены четвертого порядка по g содержат про-
изведения uv с одним и тем же индексом, дающие экспоненциально малый 
вклад, то, как можно видеть, они не меняют асимптотики реп!еиий, найден-
ной" ранее. Заметим, кроме того, что учет членов четвертого порядка был сде-
лан для модельного'гамильтониана (10), который сам получен с точностью 
до членов порядка g2< Поэтому, если пытаться получить правильные по-
правки от членов порядка g4, необходимо предварительно улучшить модель-
ный гамильтониан (10), продолжив метод проектирования до членов чет-
вертого порядка. 

В заключение авторы пользуются случаем выразить признательность 
Η. И. Боголюбову, также Д. Н. Зубареву и 10. А. Церковиикову за обсу-
ждение работы. 

. Математический институт Поступила в редакцию 
Академии наук СССР 17 октября 1957 г. 
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CONCERNING A NEW METHOD ΪΝ THE THEORY OF SUPERCONDUCTIVITY. Π 

V. V. Tolmacheo, S. V. Ttjablikov 

In the adiabatic approximation equivalence of the Bardeen iiamiltonian and Frohlich 
Hamiltonian is established and the energies of the ground state and elementary excitations 
are calculated by the method of canonical transformations. 


