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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ СПЕКТР НЕИДЕАЛЬНОГО БОЗЕ-ГАЗА 

С. г . Беляев 

Для системы взаимодействующих бо.зе-частиц в приближении малой плотности найдена 
одночастичная функция Грина, при помощи которой определяются энергетР1ческие уровни 
системы вблизи основного состояния (спектр квазичастиц). 

1. Введение 

В предыдущей статье [Ч был развит метод функций Грина для бозе-си-
стемы многих частиц и получено выражение для одночастичной функции 
Грина через эффективные потенциалы парного взаимодействия между ча-
стицами и химический потенциал системы μ. Для определения Σ//ι и μ 
необходимы приблил^енные методы. В настоящей работе рассматривается 
«газовое» приближение, в котором малым параметром является плотность 
η (отношение объема, занятого частицами, ко всему объему). Взаимодей-
ствие между частицами предполагается центральным и короткодействую-
щим, но не обязательно слабым. Первые два приближения выражаются 
через амплитуды рассеяния f двухчастичной задачи. Но уже в следующем 
приближений (Υ пр)^) появляется необходимость учитывать трехча-
стичиые амплитуды, что практически исключает возможность дальнейших 
приближений. 

Из полученного выражения для функции Грина определяется энергети-
ческий спектр возбуждений (квазичастиц), а также энергия основного со-
стояния и распределение в нем частиц по импульсам. 

2» Оценка графиков, входящих в аффективные потенциалы 

Определение величин Σ̂ /̂  и μ, а также правила построения фейнманов-
ских графиков были сформулированы в работе (ниже обозначаемой I). 

Оценим различные графики, дающие вклад в Σ/^ и μ, пользуясь тео-
рией возмущений. При этом для фурье-компоненты потенциала U (р) = Up 
примем для простоты: U^^Uq для р < 1 / а и ί/ρ = О для р у ^ Х ] а , где 
а по порядку величины есть радиус частицы Ч 

Для определенности будем рассматривать Σ20, графики для Σ^ и 
μ по существу аналогичны. В первом приближении теории возмущений, 
как было найдено в (1,7), ==/Ζοί/ρ; μ = /2οί7ο. 

В оценку любого графика могут войти три параметра, фигурирующие 
в задаче: Uq И а, характеризующие взаимодействие, и /г̂  — плотность ча-
стиц конденсата. Из этих трех параметров можно образовать две безраз-
мерные комбинации: 

i ^ U J a ; (2.1) 

Величина ξ есть обычный параметр теоррш возмущений (в обычных еди-
ницах i - ^ m U а β —«газовый» параметр» 

1 ру q . . . будут употребляться как для обозначения длины 3-векторов, так и как 
символы ^векторов. Это не может вызвать недоразумений, так как в последнем смысле 
р, (7. . . употребляются лишь как аргументы в G(p), >J(p) и т. д. 
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Единственный не равный нулю график второго приближения изображен 
на рис. Ι ,α . Для него находим 

Μα ~ По 5 в' (q + μ) 9 + μ) U.U^^^d^q 

или, подставляя значение 

εο δ ^ + 0 

и интегрируя по получим 

(2.2) 

Ч да<1 

В последнем интеграле играют роль большие q ^ l / а , при которых 
'Ποί/ο^^ = ψ < : h так что 

(2.3) 

Рассмотрим теперь график третьего порядка 1 Для него получаем 

М,^ nil ^^ + ^^ ^ + ~ 

.Последний интеграл, .в отличие от предыдущего случая, сходится на верх-
нем пределе и в нем главную роль играет область' q ^ Y ^ ^ У ^ о ^ о » 'так 
что 

(2.4) 

Из (2.3) и (2,4) видно, что Λί^/Λία-^-δ'^'β· Это явилось следствием 
того факта, что Ма содержит интеграл от произведения двух <3̂ , фор-

мально расходящийся на верхнем 
пределе, тогда как в Мц интегри-
руются три G^ и интеграл сходится 
без обрезания. На графиках это 
отличие состоит в числе сплошных 
линий в замкнутой петле (образо-
ванной сплошными и пунктирными 
линиями). Полученный результат 
справедлив и в том случае, когда 
петли являются частью более слож-
ного графика. 

Таким образом, каждая петля с числом сплошных линий больше двух 
вносит малый параметр β, петли же с двумя сплошными линиями не содержат 
[1 В низшем приближении надо учесть поэтому графики с петлями только 
второго рода. Все такие графики принадлежат к «лестничному» типу 
(рис. 2). Назовем совокупность таких графиков — /Г(12; 34). Первое при-
•блнжение по β отличается, таким образом, от первого приближения теории 
возмущений заменой потенциала U (одна «перекладина» «лестницы») на Г 

-(совокупность всевозможных лестниц). Аналогичный результат мы получим 
и для высших приближений: суммирование всех графиков, отличающихся 
только числом «лестничных» петель, приводит к замене С/ на Г. Изображая 
Г прямоугольником, можно все графики строить сразу из прямоугольников 
и cπJioшиыx линий. Потенциал L/, таким образом, исключается из задачи. 
Роль эффективного потёнциаЛа^ играет Г. 
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Рис. 1 Рис, 2 
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з. Уравнение для эффективного потенциала Г ^ : 

Для совокупности членов, представленных графиками «лестничного» 
типа (рис. 2), можно, очевидно, нашсать интегральное уравнение 

Г (12;34) U[{1^2) δ (1—3) δ {2^4) + 

+ ( 1 - 5 ) GO ( 2 - 6 ) Γ (56; 34) d%d%. (ЗЛ) 

(Обозначения те же, что и в I). Перейдем в (ЗЛ) к импульсному пред-
ставлению, (Чтобы не усложнять формулы множителями 2π везде в 
дальнейшем полагаем 

фр {2π)'4ρ4ρ4ρ4ρ^; Ь (р) = δ (pi) δ {ρη δ {ρη δ (ρο), 

a для dp и δ (ρ) аналогичные выражения с множителем (2π)^). Полагая 

Г (ргр^ ΡζΡ4) δ iPi + Pa ~ рз ~ р4) = ξ ехр ίΡιΧχ — ip^X^ + W s + 

+ ip^x^} г (12; 34) (3.2) 

a затем вводя относительные и суммарные импульсы 

Pi + р2 = Р'\ Рз + Р4 ^ Р\ Рг — Ръ^ 2pS р^ — р^^ 2р, (3.3) 

получим для Г(р ' ; р; Ρ) = Γ(ριρί; р^р^) из (ЗЛ) ^ 

Г (р'; р; Р ) ί / (р' р) + ί 5 d^qU ( ρ ' - + χ 

χ GO (Ρ/2 ^ Г (g; ρ; Ρ). (3.4) 

Так как взаимодействие U незапаздьшающее, то U (1—2) = £/ (х^ — х^) χ 
и, следовательно, в Г (12; 34) точки 1,2 и 3,4 одновременны. 

В импульсном представлении этот факт означает, что Г (рхрг; РзР^) зависит 
только от одной комбинации четвертых компонент p j + pg — + p j Р^ 
и поэтому Г (р'; р; Р) не зависит от четвертых компонент первых двух 
аргументов (относительных импульсов). Это позволяет ^выполнить в (3,4) 
интегрирование по q^: 

5 d g ^ ' ( I Ρ + GO ( I ρ _ _ ^ (ро _ I ps _ q2 ^ (3^5) 

после чего (3.4) принимает вид 

+ ^^ = (3.6) 

Уравнение (3.6) нельзя решить в общем виде, но его решение можно 
выразить через амплитуду рассеяния двухчастичной задачи в пустоте. 
Если ввести величину χ (q) {kl — + Γ (q; ρ; Ρ), το для нее из (3.6) 
следует 

(ρ') (ρ'~Ч) χ (q) dq = С/ (ρ' - ρ). (3.7) 

Пусть Wic (ρΟ — нормированные функции, удовлетворяюш.ие уравненщо^ • · .. • •· . . V 

(3.8) 

Щ ^ Вопросы; связанные с Г, решались совместно с В. М. Галицким, работавшим одновре-
а^енно над аналогичными проблемами для фермй-системы. 
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тогда решение (3.7) может быть записано в виде 

откуда для Г (р'; р; Р) находим 

г (р'; р; Р) = (kl - ρ'η \ U { q - p ) dq. (3.9) 

Заметим теперь, что (3.8) является уравнением Шредингера в импульс-
ном представлении и, следовательно, Ψ^ (ρ) имеет смысл волновой функции 
задачи рассеяния в потенциале U, Амплитуда рассеяния f(p'p) связана 
с Ψ-функцией соотношением^ 

f (р ' р )« 5 е-'Р·· и (г) Ψρ (г) dr = ^ У (р' - q) Ψρ (q) dq, (3.10) 

или 
ψρ (ρ') = δ (ρ - Ρθ + f ( р Ш р ' - Ρ" + Щ. (3.11) 

Β первом равенстве (ЗЛО) Ψρ(Γ) — волновая функция в координатном 
представлении, имеющая на бесконечности вид плоской волны с импуль-
сом ρ и расходяш,ейся волны. Обычно под амплитудой понимают зна-
чение f (р'р) при ρ = ρ'. Мы будем рассматривать произвольные аргументы^ 
считая (3.10) определением амплитуды f(p'p) для всех значений р' и р. 

Из условий ортогональности Ψρ (ρ') по обоим аргументам для f (р'р) 
следует 

/ (Р'Р) - Г (р'р) - 5 dqf (p'q) Γ (РЧ) [^ГГ^ЯГТ! ^ р̂  - iaJ 

(3.12) 

В частном случае р' = ± р из (3.12) определяется мнимая часть ампли-
туды рассеяния вперед (назад). Используя очевидное . соотношение 
/ (— р' — р) == f (р'р), получаем из (3.12) 

Im f {± рр) - ~ ш ^ dqf (pq) Г (± Pq) δ (q' - p'h (3.13) 

(Для амплитуды рассеяния вперед (3.13) дает известную связь ее мнимой 
части с полным сечением σ: Imf(pp)== — ipa,) 

Подставляя (3.11) в (3.9) и используя (3.12), получим дляГ(р';р; Р) 
два эквивалентных выражения 

r ( p ' ; p ; P ) - / ( p ^ p ) + 5rfqf(p'q)r(pq) 

= r ( p p ' ) + 5dq f (p ' q ) r (pq ) 

+ kl — g^ + id ' 

i 

iS 

+ (ЗЛ4) 

(ЗЛ4) дает выражение эффективного потенциала Г (ρ'; ρ; Ρ) через ампли-
туды рассеяния двухчастичной задачи в пустоте. 

^ Величина /(р'р) отличается множителем от обычно определяемой амплитуды 
α (р'р), а именно: / = —4ка. 
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4. Функция Грина первого приближения 

Эффективные потенциалы Ejh определяются частными значениями Г, 
когда две из четырех участвующих в процессе частиц принадлежат кон-
денсату, т. е. имеют ρ == 0; = μ. Принимая также во внимание, что 
каждая конденсатная частица вносит дополнительный множитель ]/"«,„ 
.найдем 

Sao (Ρ + μ) = «оГ (ρ; 0; 2μ); Σ^̂  (ρ + μ) = «„Γ (0; ρ; 2μ), 
(4.1) 

Σιι (ρ + μ) = «οΓ (ρ/2; ρ/2; ρ + 2μ) + nj^ ( - ρ/2; ρ/2; ρ 4- 2μ). 

Для получения химического потенциала следует все частицы в Г считать 
конденсатными («вакуумная петля»), но общую . степень гц уменьшить 
на единицу (см. 1,3.20). Таким образом, получим 

μ = ηοΓ(0;0;2μ). 

Подставляя в (4Л) и (4.2) значения Г из (3.14), найдем 

(4.2) 

1 
2μ — + ' + 1 1 

S20 (ρ + μ) = «of (ρΟ) + «ο ^̂  dqf (pq) Г (Oq) [ 2 ™ 

Soa(Ρ 4- μ) = «of (PO) + n,\dq f (Oq) Г (pq) [ 

<7=4-
1 

4-
1 

2μ — 4- iS. i 4 
(4.3) 

ϊ η (Ρ + μ ) = 2 n o f s ( i - i - ) + 2.o5dq| ( - f q ) ^ 4 

+ 1· 

В последнем выражении введена симметризованная амплитуда 

f.(p'p)==[f(p'p) + f ( - p ' p ) ] / 2 . 

Все интегралы в (4.3) сходятся при больших импульсах даже если 
считать амплитуды константами, так что из соображений размерности 
эти члены имеют порядок npf^Y^, т. е. по сравнению с первыми чле-
нами в (4.3) лишний множитель l / ^ o f ^ " «^^ з̂овый» параметр (2.1), в ко-
тором роль радиуса частицы играет теперь амплитуда f. Опуская в 
первом приближении интегральные члены в (4.3), получаем 

μ - nof (00); Бао (Ρ + μ) == Σο̂  (ρ + μ) - (pO); 

Функция Грина G, согласно (I, 5.6), равна 

G ( p 4 - . ) = - — + 

(4.4) 

[рО _ (Σ+ _ Σ-);2Ρ _ ^ ( 2 + ^ _ ^ ^ (4.5) 

и после подстановки (4.4) принимает вид 

+ Ρ Р)-«„/ (00) 
G (р 4-μ) = : — (4.6) 
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где 

Sp = + 2nofs ( ^ - 1 : ) ~ nof ( 0 0 ) / ^ ηΐ \ f (ρΟ) . (4.7) 

Значение ρ^ (ρ) в полюсе функции Грина G (ρ -+ μ) определяет энергию-
sp элементарных возбуждений (квазичастиц) с импульсом Для опре-

£ ί ρ ρ \ деления Sp нужно знать три различные амплитуды, fi ^ 2 7 является 
обычной симметризоваиной амплитудой рассеяния вперед, f (00) — ее частное 
значение. Величина же f (рО) не имеет наглядного смысла в двухчастичной 
задаче, так как описывает процесс, запрещенный для. двух частиц в. 
пустоте. 

При малых импульсах зависимостью и f(pO) Ρ можно» 

пренебречь и положить fs -"l-j f (рО) f (00) = f^ Такое приблхже-
ние справедливо, если длина волны больше характерных размеров области 
взаимодействия, которая по порядку величины определяется амплитудой 
рассеяния /q. Таким образом, 'при ρ < f^^ можно считать все амплитуды 
в (4.6) и (4.7) константами. Для более высоких возбуждений с ρ ^ f^^ 
существенна зависимость амплитуд от импульса, так что задача не может 
быть рассмотрена в общем виде. Высокие возбуждения будут рассмотрены· 
на частном примере упругих шаров (см. раздел 8). 

Ограничиваясь случаем р / о < 1 , находим из (4.6) и (4.7) 

G (р + μ) - (р« + sO + - + (4.8) 

где 

ε, ρ - У е ^ Ч 2nof ов'р. (4.9). 

(4.8) и (4.9) по виду совпадают с аналогичными выражениями, полу-
ченными по теории возмущенрш (1,7.3; 7.4), но вместо фурье-компоненты 
потенциала Up теперь входит амплитуда рассеяния f̂ .̂ 

• Как, следует] из (4.9), квазичастицы при имеют звуковую· 
дисперсию p V ^ q , а при p : ! ^ V n j Q переходят в «почти свободные» 
частицы с S/7 ^ +/^ofo· (Такой вид . спектра возникает при рассмотрении 
частицы, движущейся в сплошной среде с некоторым коэффициентом 
преломления.) Переход между областью фононов и областью свободных 
частиц происходит при ρ — V^^bfo^Vfo» ^^^ ^бе области законно-
рассматривать в приближении постоянных амплитуд, 

Отметим, что неравенства ^ фактически связаны 
между собой. Если ограничиваться импульсами'р, не сильно превышаю-
щими Yn^Q, то второе ;Гусловйе является следствием первого. Поэтому 
пренебрегая величинами ~ К/г^/о, мы обязаны считать амплитуды кон-
стантами. 

В (1,5) была введена величина i / ( p + V ) ? аналог функции Грина G, 
но не с одним выходящим свободным концом, а с двумя входяп1,ими 
концами. Аналогичную величину с двумя выходящими концами обозначим 
6 ( р + μ ) . Нетрудно видеть, что она получается из 0 ( ρ 4 - μ ) заменой S^g. 
на SgQ. Согласно (1,5.7) и (4.4) получаем в приближении постоянных 
амплитуд 

δ (р + μ) - ό (р + μ) - - nJJip'' + ib), (4Л0> 
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5. Второе приближение для функции Грииа 

Во втором приближении в Σ^η И Μ нужно учесть величины порядка 
Y n j l . Согласно сказанному в конце предыдущего раздела, одновременно, 
следует учитывать члены порядка pf^ в амплитудах. Действительная часть, 
амплитуды разлагается только по четным степеням р, а мнимая часть—, 
только по нечетным, поэтому член порядка pfg определяет в низшем. 
приближении мнимую часть амплитуды. Мнимая часть fs — о п р е д е . . 

Ρ,Ψ 

fif*'' а) 
^ / χ f f fi/^ 

X 

Ρ,Ψ Рз*Р f>*P P/P P^P^ 

/ 
Р,*р 
WD 'УА 

Рис 3, 

i ) 

ляется из (ЗЛЗ), а амплитуда f(pO) действительна, что легко увидеть, 
из определения (ЗЛО) (к тому же в рассматриваемом приближении входит· 
только квадрат ее модуля). 

Члены порядка Vnjl от графиков первого приближения определяются^ 
интегральными выражениями в (4.3). В них, как и в интеграле (ЗЛЗ), 
можно считать амплитуды константами. Как было выяснено в разделе 2, 
тот же порядок имеют графики, содержащие петлю с тремя или более-
сплошными линиями. Нетрудно видеть, что суммирование графиков, 
отличающихся только числом сплошных линий в петле, приведет к замене 
функций Грина нулевого приближения G® на G, G или G первого при-
ближения. Можно поэтому сразу рассматривать петли, образованные 
из (3, О, G и Г. Всего можно сконструировать десять существенно разг 
личных петель (рис. 3), Прямоугольники 'с крестом обозначают сумму 
двух прямоугольников для обменного и необменного взаимодействия 
(отличающихся взаимным расположением - верхних и нижних концов) 
и соответствуют — i [Г (12; 34) + Г (12; 43)] или в импульсном представ-
лении—· г [Г (р'; р; Р) + Г (—р ' ; р; Р)]. Если разлагать G, й и G по-
степеням эффективного потенциала Г, то в низшем приближении графики 
3, с, г, k будут πpeдcτaвJieны петлей с двумя сплошными линиями. Н а 
все такие петли уже учтены в Г и поэтому должны быть исключеньь 
Это условно обозначено на рис, 3 штрихами у сплошных линий. Вводя 
для графиков рис. 3 обозначения— · . . (р^, . · . , Ρχ тайдем а 
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приближении постоянных амплитуд: 

Fa {РгРъ PiP%) == J G (g + μ) G + g + μ) d% 

Fb - Щ15 G (g + μ) G (pi - pi + g + μ) d% 

Fc - i f l + (P i+ + μ) - + μ) (рг + μ)} 

Fa = /2/o'S б (q + μ) G (P2 + Р з - ^ + μ) d^q, 

Fe - i2fl\G (g + μ) G (pi + g + 

F f ^ i f o l G { q + i i)Gip, + p , - q + ^)d% (5.1) 

F, = / f ^ J G + μ) G ( p ; + p ; g + μ ) # q ; Fh - Й / « \ G { q + μ ) d % 

Fi - i f , J { G (g + μ ) ^ (q + μ) G^-q + μ)} d' q\ 

Fk - ifo 5 {G (i + μ) - {q + μ) g μ)} d'q. 

(Везде предполагаются выполненными законы сохранения Σρ = Σρ'. Интег-
рирование по q^ в Ffi производится с замыканием в верхнюю полуплоскость, 
так как соответствующий график при G — д о л ж е н исчезать,) В пра-
вых частях (5.1) вместо μ следует подставить значение первого прибли-
жения μ ΐ̂) nofo. __ 

В Sih входят частные значения F (с множителями Ущ для кал<дой кон-
денсатной частицы): 

+ т ) ^ n ^ F e i p O ^ p ; 0) + 
- Ь п о ^ л о р - р ; 0) + n o F , ( - p O p ; 0 ) + 

+ n,Fe (О ™ рр; 0) + n , F , (рО ^ рО;) + n , F , (рОО - ρ;) + Fi (ρ ^ ρ;); 
Σ'ο2 (Ρ + μ) = ^oF^ (00; ρ - ρ) + До^^ (00; Ρ - ρ) + n^Fa (0; ρ ~ ρΟ) + 

+ (0; ρΟ - ρ) + щРа (0; - ρρΟ) + η,Ρα (0; ~ ρΟρ) + 
+ /2oF; (; ρΟ:)- ρΟ) + n,Ff (; ρΟΟ - ρ)+ Ρκ (; Ρ - ρ)\ (5.2) 

Σ'χι (Ρ + μ) - ЩРа (ρΟ; Ορ) + щРь (ρΟ; Ορ) + щРа (ρΟ; ρΟ) + ^oF. (ρΟ; Ορ) + 
+ η,Ρα{ρ\ OpO) + n,Faip; ООр) + ПоРе{рОО; р) + ПоРе{ОрО; ρ) 4- F/ , (p; ρ). 

Для того чтобы отобрать вакуумные петли, входящие в μ, следует 
(1,4) предварительно выделить одну выходящую (или входящую) коиден-
сатную частицу. После этого следует суммировать петли, различные как 
по геометрической структуре, так и по месту выделенной частицы. Ваку-
умные петли включают прямоугольники трех типов, отличающиеся числом 
входящих и выходящих сплошных линий Σ̂ Ι̂  или Σ^^). Выделенная 
кондеисатная частица может выходить либо из , либо из Sot^ Совокуп-
ность всех графиков первого типа равна -—ιΡηΦ; 0), тогда как — iFi(00;) 
дает сумму всех графиков второго типа (конденсатная частица выходит из 

Таким образом, вклад рассматриваемых петель в μ равен 
p/ = F/,(0; 0) + Fi(00;). (5.3) 

При интегрировании в (6.1) по q^ удобно представить G и ό « G в сле-
дующем виде 

Л. В. 
т 

0^Giq + ix) 
(5,4) 

+ IS 
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где 

Вщ - ( - ε, + el + n j , ) / 2eq = 4 / о / 2aq {ц + 4 + Cq «^ίο/ 2sq (5.5) 

и зависят только от )q). Производя в (5Л) интегрирование по з̂̂ ", из (5.2) 
и (5.3) после несложных преобразований получаем 

4 (20) (Р + μ) - 2njt 5 dq [{А^; Bj,) (Л, + В^; Ct,) + ЗС^Ск] X 
По/« 

( B f c ) + + V i c - 2 (By 1 
ρο + ε, + ε ^ - ϊ δ ρ θ + 2 β „ / ο - ε » - ε θ + 

«ο/ο 

где к = Ρ — q, a символ (;) означает симметризацию: (Α^; В^) = 4 -Sq^k 
(подынтегральные выражения для удобства симметризованы по q и к). 

Прежде чем прибавить к (5.6) члены второго порядка из (4.2), преоб-
разуем несколько выражение для в (4.3). Замечая, что 

f + PV --4(2-^4 + 

и вводя новую переменную интегрирования q' = q + p / 2 , получим в рас-
сматриваемом приближении вместо (4.3) 

Ση (Ρ + μ) = + 2^0 Im fs (|-1) + 

(5.7) 

Из (5.6), (4.3) и (5.7) после некоторых преобразований найдем для сово-
купности всех членов второго порядка 

4О\О2) (Р + μ) - J dq [(A^; Bu) - ( Λ + B^; C^) + З О Д X 

^ . ^ 

Д. 1 J - 1 

12 ЖЭТФ» И 2 
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Находя i m f s ( - | - Y j из (3.13) и подставляя значения интегралов, не со-
держащих р" (которые вычисляются точно), находим 

(Р + μ) = γ ^ ^ ^ 

π2 
1 

. ρ » - ε - ε ^ + ίδ 

2 г clq Q-(qk) 

(5.9) 

Q-HQk) 
eq + Sjc] + 3 | 5 / « o / o « u f o . 

где 
R iqk) = - 2sqsb + nlfl 

Q"" (qk) = - eqSk + (ε« + ε?,) + 

+ [η J о (̂ q + Sic) -

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

Функцию Грииа (4.5) удобно представить в виде, аналогичном (5.4). 
В рассматриваемом приближении находим 

(?(ρ + μ ) - . 
В^ + а, 

где αρ и Ар — поправки второго приближения: 

ОС/, - ^ ~ n j o ( S i + Σχί - 2μ -

(5.13) 

+ (S i + Σΰ - 2μ - 2Σ,„)<^>± | (Σ^ - Σΰ)'^^. (5.14) 

αρ и Af выражаются через комбинации интегралов (5.9) и (5.10). В пре-
дельных случаях малых и больших импульсов (по сравнению с Υ 
можно получить явные выражения для функций = α (ρ"; ρ) и Ар = 
= А"^ (ρ'*·, ρ), исследование которых показывает, что новых полгосов у функ-
ции Грина не возникает. Для определения функции Грина вблизи полюсов 
Р о ' ^ i s p можно в α,ρ положить ]p"| = Sp, а в Ар сохранить только пер-
вые степени разности (sp + p")- Для малых импульсов (ρ·^ν^«„/«)ι при 
этом найдем 

= УпЛ ( i + e t i ) iP e p ρ YnJ,), \ i) '̂ Oi 0' 

Aj = Ω^, + λ^, (sp =F P") = VnJl (-ё^ 6π3 Ρ ' 640τι: μ j 
"о/о 

+ 

(5.15) 
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При больших импульсах существенной оказывается только мнимая часть A j ' 

(5Л6) А'р^ — — pfMo Vnoh)· 

Для малых импульсов функция Грииа вОлизи полюсов с учетом (5.13) и 
(5.15) может быть записана в следующем виде: 

0 ( ρ + μ ) - ( 1 ~ - λ ρ ) г + (5 J 7) ρο + ε, + Ώ,, J 

β случае больших импульсов в (5 Л 7) надо пренебречь ар и λ ,̂, 

6. Спектр квазичастиц. Энергия основного состояния 

Как уже было сказано, энергия квазичастиц определяется значением 
р^ (р) в полюсах G (р + μ), причем надо отбирать лишь те полюса,, кото-
рые дают отрицательную мнимую часть в энергии (затухание). Для слу-
чая p<Cl /^o fo из (5Л5) и (5.17) находим 

(6Л) 

а в области больших импульсов, согласно (5Л6), получаем 

3 = 4 (ι - ^ p h ) 4 + nJipp) i p ^ · ΥΈΙ,). · (6·.2) 

Как следует из (6Л), при малых ρ квазичастицы являются фоноиами. 
Второе приближение да^т поправку к скорости звука и затухание 
которое связано с процессом развала одного фоноиа на два. В области 
больших ρ во втором приближении возникает затухание, .связанное с мни-
мой частью амплитуды рассеяния вперед (т. е. с полным сечением). . 

В (I, 7) показана связь функции Грииа с некоторыми физическими м -
рактеристиками системы. Средние числа частиц с данным импульсом N^ 
в основном состоянии связаны с вычетом в верхнем полюсе функции Грииа; 

Ν^ - / J = (βρ + (Ι - У 

Для из (5Л5) и (5,5) найдем 1 . 

(6.3) 

(6.4) 

(мнимые части «р и Хр, как и следовало ожидать, сократились). Для на-
хождения полного числа чаетиц с ρ =ji= О необходимо знать Nf для всех 
^ п у л ь с о в . Мы ограничимся поэтому только первым приближением для 
Λ^ρ(=βρ). Для плотности частиц с р ^ О находим 

« ~ « о = « i G (р + μ ) S Б р φ = / « o f t n o / 3 1 t ^ (6.5) 

Соотношение (6.5) связывает плотность» частиц в. конденсате т ^ которая 
в качестве параметра входила во все формулы, с полным числом частиц 
в системе. 

Отметим следующее существенное обстоятельство.. Как следует из 
проведенных вычислений, для применимости, «газового» приближения не-
обходима малость По, а не полной плотности п, которая явно не входит 
в задачу. Но (6.6) показывает, что из малости % следует и малость, п. 

W 
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Это означает, что путем увеличения взаимодействия или плотности нельзя 
уменьшить (до По<С fo"®) ^^лотность конденсата. Этот результат дополняет 
и. усиливает утверждение, сделанное в I о том, что конденсат не исчезает 
при включении взаимодействия. 

Энергию основного состояния можно найти, пользуясь выражением 
д л я химического потенциала μ, для которого, согласно (4.4) и (5.11), 
лмеем 

+ (6.6) 

или, выражая По через п, из (6.5) в том же приближиши найдем 

+ • (6.7) 

д f Ε \ 
Так как по определению μ = g j ί - у ] , то, интегрируя (6.7) по п, получаем 
для энергий основного состояния 

V (6.8) 

ЧТО совпадает с выражением, полученным в для упругих шаров (при 
сравнении надо иметь в виду, что = 4 т ) . 

Заметим, что. условие термодинамической устойчивости системы dP/dV = 
= —^д^Е jdV^C^Q совпадает с условием f o > 0 « Только для систем с та-
ким взаимодействием имеют смысл полученные результаты. 

7· О возможности более высоких приближений 

В двух первых приближениях все результаты выражаются через ампли-
туды f , т. е. задача многих взаимодействуюш;их частиц сводится к решению 
двухчастичной задачи. 

В следующем приближении следует учитывать в Σ/^ члены, пропорцио-
]шльные щ f l . Среди других графиков следует учесть и изображенные 
на рис, 4 «тройные лестницы». Интегралы, соответствующие графикам 

такого типа, расходятся при больших им-
пульсах и становятся конечными только 
при учете зависимости f от импульсов. Для 
оценки можно обрезать интегралы при 
ρ f^K Нетрудно видеть, что увеличение 
числа «ступенек» не меняет порядка гра-
фика. Действительно, каждая «ступенька» 
добавляет множитель f^G^ и одно интегри-
рование по 4-ймпульсу. Для грубой оценки, 
полагая q^ ^ G q'^, найдем 

Рис. 4 
I , 

откуда следует, что графики с произвольным числом «ступенек» необходимо 
учитывать одновременно. Совокупность всех «тройных лестниц» описы-
вает взаимодействие трех частиц, поэтому их сумма выразится через трех-
частичные амплитуды. 

' Таким образом, в следуюш;ем приближении ('^ До/Ц) войдут величины 
трехчастичной задачи (ср. ί^]). В связи с тем, что задачу трех сильно взаимо-
действующих частиц в обш[ем случае решить нельзя, высшие приближения 
по плотности в задаче многих частиц теряют смысл. 

444 
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8. Высокие возбуждения ( ρ / ο ~ ί ) . Случай упругих шаров 

Высокие возбуждения, когда становится существенной зависимость 
амплитуд от импульсов, мы рассмотрим на частном примере газа из упру^ 
гих шаров радиуса а/2. Мы ограничимся при этом первым приближением по 
плотности, т. е. формулой (4.6), Амплитуда /(рО) по формуле (ЗЛО) вычи-
сляется точно. Для fsi^ ·|-) мы ограничимся 5~волиой: следующие члены 
(симметризованная амплитуда разлагается только по четным /) дают числен-
но незначительный вклад (уже ^-волна при ра-^ 1 с о с т а в л я е т 1 0 % ^ 
Подставляя в (4.7) значения амплитуд 

f (рО) = ; f , ( 1 1 ) = ^ sin f (8.1) 

находим для энергии квазичастиц 
ГГр2 

^ + 8im„ sin pa 
2 • " ρ 

или для больших импульсов 

(8.2) 

(8.3) 

Второй член в (8.3) при ра ^ 1,9 меняет знак, в результате чего на основной 
параболе возникает волнообразный изгиб. Однако это существенно не ска-
зывается на дисперсии ввиду малости этого члена (при ра 1 его относи-
тельный порядок Пой )̂, Если формально увеличивать в (8.3) или (8.2) па-
раметр Пой̂ , то изгиб на кривой дисперсии, вызываемый вторым членом 
в (8.3), увеличивается и при достаточно большой плотности возникает сна-
чала перегиб, а затем максимум и минимум, так что спектр качественно совпа-
дает с постулированным Л. Д. Ландау для объясения свойств гелия И 
Такая экстраполяция является, конечно, незаконной, но она позволяет пред-
пол олшть, что отличие жидкого гелия от неидеального бозе-газа чисто коли-
чественное и при переходе от газа к жидкости не возникает качественно но-
вых явлений. 

9. Заключение 

Отметим основные черты рассмотренного приближения: 
1) Взаимодействие между частицами описывается не потенциалом, а точ-

ной амплитудой рассеяния, что позволяет рассматривать сильные взаимо-
действия. После замены потенциала амплитудой появляется возможность 
развивать теорию возмущений по амплитуде (точнее по Υη^Ιφ. 

2) Разлагается в ряд не энергия квазичастиц (т. е. знаменатель функции 
Грина), а эффективные потенциалы взаимодействия Σ̂ ^̂  и химический по-
тенциал μ. Связь же функции Грииа с Σ̂ ν̂ . и μ устанавливается точно. 

Из (4.7) или (4.9) видно, что разлагать Sp в ряд по f можно лишь для 
высоких возбуждений с р ' ^ У а состояния системы, близкие к основ-
ному, в принципе не могут быть получены по теории возмущений. По 
этой причине выражение для энергии нижних состояний бозе-системы из 
упругих шаров, полученное в [Ч из теории возмущений по «псевдопотен-
циалу», является неправильным. (Оно совпадает с формальным разло* 
жением (4,7) по /оО 

В заключение я хочу поблагодарить А. Б. Мигдала и особенно В. М. Га-
лицкого за плодотворные дискуссии, а также Л. Д. Ландау за обсуждение 
результатов. " 

Академия наук СССР Поступила в редакцию 
2 августа 195^/ т . 
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ENERGY SPECTRUM OF А NON-IDEAL' BOSE-GAS 

S. r . Belyaev 

The single particle Green's fiinciion is derived for a system of interacting Bose particles in 
the low density approximation. The Green's function is used to determine the energy levels 
near the groujid state {spectrum of quasiparlicles). 


