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Методом Монте-Карло исследовано критическое поведение трехкомпонентной модели Поттса с вмо-

роженным беспорядком на квадратной решетке при концентрациях спинов p = 1.00, 0.95, 0.90, 0.80.

Рассмотрены системы с линейными размерами L × L = N , L = 10–320. Для определения критиче-

ской температуры использовался метод кумулянтов Биндера четвертого порядка. С применением теории

конечно-размерного скейлинга определены критические индексы теплоемкости α, намагниченности β,

восприимчивости γ и критический индекс радиуса корреляции ν в рассмотренном интервале разбавле-

ний p. Показано, что класс универсальности слабо разбавленной трехкомпонентной модели Поттса на

квадратной решетке описывается новым набором критических индексов и этот набор отличается от со-

ответствующего для чистой модели Поттса (p = 1.00).
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1. ВВЕДЕНИЕ

Изучение влияния вмороженного беспорядка на
фазовые переходы и критическое поведение являет-
ся одной из важных задач в физике конденсирован-
ных сред. Как известно, некоррелированный вморо-
женный беспорядок существенен, если критический
индекс теплоемкости α для однородной спиновой си-
стемы положителен. Это правило известно как кри-
терий Харриса [1]. Критерий Харриса неприменим
к двумерной модели Изинга в силу того, что для
нее критический индекс теплоемкости α = 0, что
соответствует пограничному случаю. Задача о кри-
тическом поведении теплоемкости двумерной моде-
ли Изинга при введении малой концентрации при-
месных связей c, c = 1 − p была решена братьями
Доценко [2]. Они обнаружили, что до тех пор пока
корреляционная длина ξ не превышает характерное
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расстояние между примесями li ∝ exp(const/c), по-
ведение теплоемкости не отличается от случая чи-
стой модели Изинга, т. е. теплоемкость расходится
логарифмически:

С(τ) ∝ ln(1/|τ |),

где τ = (T − Tc)/Tc — приведенная температура.
Для значений температуры, более близких к крити-
ческой, при которых корреляционная длина ξ зна-
чительно превышает примесную длину li, критиче-
ское поведение теплоемкости сменяется на дважды
логарифмическое:

С(τ) ∝ ln ln(1/|τ |),

Из фазовой диаграммы (см. [3]), полученной на
основе теоретических приближений, следует, что в
двумерной трехкомпонентной (q = 3, q — число со-
стояний спина) модели Поттса должен наблюдаться
фазовый переход второго рода. Конечно-размерный
анализ данных, проведенный для неразбавленной
модели Поттса с q = 3 на квадратной решетке, под-
тверждает наличие фазового перехода второго рода
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с критическими показателями, характерными для
класса универсальности двумерной трехкомпонент-
ной модели Поттса (см. [4]). В соответствии с крите-
рием Харриса [1] для модели Поттса с q = 3 примеси
должны повлиять на критическое поведение в силу
того, что для этой модели теория в неразбавленном
режиме предсказывает критический индекс для теп-
лоемкости α > 0, α = 1/3 [3]. Однако вопрос об
универсальности новых критических индексов для
рассматриваемой модели Поттса на квадратной ре-
шетке в разбавленном режиме остается открытым.

В связи с этим основной целью настоящей рабо-
ты является исследование критического поведения
трехкомпонентной модели Поттса на квадратной ре-
шетке в разбавленном режиме при концентрациях
спинов p = 0.95, 0.90, 0.80. Анализ полученных дан-
ных позволит выяснить вопрос об универсальности
критических индексов для спиновых систем, описы-
ваемых трехкомпонентной моделью Поттса на квад-
ратной решетке в разбавленном режиме.

Отдельно следует отметить, что интерес к ис-
следованию модели Поттса на различных двумер-
ных решетках обусловлен следующими основными
причинами.

Во-первых, модель Поттса эквивалентна модели
типа льда на линии фазового перехода. Для нее вы-
числена свободная энергия и известно значение кри-
тической точки в зависимости от числа состояний
спина q [5]. Кроме того, адсорбция благородных га-
зов на адсорбентах типа графита может описывать-
ся моделями Поттса с числом состояний спина q = 3

или q = 4 на различных двумерных решетках [3, 6].
Во-вторых, слабо разбавленная модель Поттса с

дискретным состоянием спина имеет большой прак-
тический интерес, так как на уровне простейшей мо-
дели позволяет включать в рассмотрение макроско-
пические эффекты беспорядка, всегда присутству-
ющие в реальных объектах.

В-третьих, исследование влияния вмороженного
беспорядка на универсальные характеристики кри-
тического поведения помимо практического имеет и
большой академический интерес.

2. ТРЕХКОМПОНЕНТНАЯ РАЗБАВЛЕННАЯ
МОДЕЛЬ ПОТТСА НА КВАДРАТНОЙ

РЕШЕТКЕ

Приведем здесь формулировку трехкомпонент-
ной разбавленной стандартной модели Поттса на
квадратной решетке, используемую для описания
различных объектов и явлений в физике конденси-

�

Рис. 1. Трехкомпонентная разбавленная модель Поттса на

квадратной решетке

рованных сред. При построении такой модели необ-
ходимо иметь в виду следующие особенности [6].

1. В узлах квадратной решетки расположены
спины Si, которые могут ориентироваться в трех
симметричных направлениях гипертетраэдра в про-
странстве размерности q − 1, так что углы между
любыми двумя направлениями спинов равны (см.
рис. 1). Немагнитные атомы распределены случайно
и фиксированы на различных узлах решетки (вмо-
роженный беспорядок, quenched disorder).

2. Энергия связи между двумя узлами равна ну-
лю, если они находятся в разных состояниях (без-
различно, в каких именно) или же если хотя бы в
одном узле находится немагнитный атом, и равна
J , если взаимодействующие спины находятся в оди-
наковых состояниях (опять же, все равно, в каких
именно).

С учетом этих особенностей микроскопический
гамильтониан такой системы может быть представ-
лен в виде [6]

H = −J
2

∑

i,j

ρiρjδ(Si, Sj), Si = P1, P2, P3,

где суммирование проводится по всем ближайшим
соседям, J — параметр обменного ферромагнитного
взаимодействия (J > 0), ρi = 1, если узел i занят
магнитным атомом, ρj = 0, если в узле находится
немагнитная примесь, Pi — обозначение состояний
спина с номером i;

δ(Si, Sj) =

{
1, если Si = Sj ,

0, если Si 6= Sj .

351



А. Б. Бабаев, А. К. Муртазаев ЖЭТФ, том 168, вып. 3 (9), 2025

Концентрация магнитных спинов определяется
выражением

p =
1

L2

∑

i,j

ρiρjδ(Si, Sj).

Тогда значение p = 1 соответствует чистой модели
Поттса, а p = 0 — пустой, чисто примесной решетке.

3. МЕТОДИКА МОДЕЛИРОВАНИЯ

Алгоритм Вольфа — один из наиболее эффектив-
ных кластерных алгоритмов метода Монте-Карло
(МК) на сегодняшний день [7]. Методика ее реализа-
ция подробно рассмотрена в работах [8–11]. Основ-
ная суть алгоритма заключается в следующем.

1. Два случайных числа задают координаты i, j
узла на решетке. Если в этом узле находится немаг-
нитная примесь, то генерируются новые случайные
числа до тех пор, пока не будут сгенерированы коор-
динаты магнитного узла, в котором размещен спин
Si и который в дальнейшем рассматривается как
начало роста кластера, к которому присоединяют-
ся ближайшие соседние спины Sj с вероятностью
p = 1 − exp(−K), где K = J/kBT , kB — постоян-
ная Больцмана, T — температура в единицах J/kB,
если оба спина находятся в одинаковых состояниях
при J > 0 и ранее между ними связь не устанав-
ливалась. Каждое состояние спина Sj выбирается с
равной вероятностью среди всех его трех различных
состояний и запоминается в стеке, и в дальнейшем
устанавливается связь между другими ближайшими
соседями, если они находятся только в этом состо-
янии. Рост кластера продолжается до тех пор, пока
список непроверенных спинов исчерпывается.

2. Переворот кластера в случае модели Поттса
означает присвоение всем спинам, вошедших в клас-
тер, новое значение спина S′

i с равной вероятностью
среди всех его q состояний, которое отлично от ста-
рого значения Si.

По описанному выше алгоритму Вольфа [7] реа-
лизовывался марковский процесс для систем с пери-
одическими граничными условиями. Расчеты про-
водились для спиновых систем с линейными раз-
мерами L = 10–320 на квадратной решетке. При
этом число спинов равно L × L = N , где L изме-
ряется в единицах межатомной длины. Изначаль-
но конфигурации задавались таким образом, что-
бы все спины находились в одном из трех состо-
яний. Для вывода системы в равновесное состо-
яние вычислялось время релаксации τ0 для всех

систем с линейными размерами L. Этот неравно-
весный участок отбрасывался. Затем усреднение
проводилось по участку марковской цепи длиной
τ = 150τ0. Для систем с концентрацией магнит-
ных узлов p = 0.95, 0.90, 0.8 отсекаемый участок
вблизи критической точки составлял соответствен-
но 3 · 104, 4 · 104, 5 · 104 МК-шагов/спин. Усред-
нение по различным примесным конфигурациям с
различной реализацией беспорядка выполнялось по
1000–3000 различным конфигурациям примесей.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Фазовые переходы в трехкомпонентной модели
Поттса на квадратной решетке при концентрации
спинов p = 1.00, 0.80 были исследованы в рабо-
тах [8, 9]. Численные расчеты подтвердили, что в
этой модели в чистом режиме наблюдается фазо-
вый переход второго рода с критическими показа-
телями, соответствующими классу универсальности
трехкомпонентной модели Поттса (см. [4]). Вопрос
о влиянии немагнитного беспорядка на критическое
поведение в этих работах не рассматривался.

В рассматриваемой работе с применением мето-
да МК исследовано критическое поведение трехком-
понентной модели Поттса на квадратной решетке
при концентрации спинов p = 0.95, 0.90, 0.80. Важ-
ное значение при определении критических пока-
зателей для различных термодинамических функ-
ций имеет точность определения критической тем-
пературы Tc(p). В последние годы для определе-
ния критической температуры хорошо себя заре-
комендовал метод кумулянтов Биндера четвертого
порядка UL [12]:

UL(T, p) = 1−
〈
m4(T, p;L)

〉

3 〈m(T, p;L)〉2L
, (1)

где m — намагниченность системы с линейным
размером L. Для определения Tc необходимо опре-
делить температурную зависимость кумулянта
UL(T, p), усредненного по примесным конфигу-
рациям с различной реализацией беспорядка для
нескольких размеров решетки (L1, L2, . . . , Ln).
Критическая температура Tc определяется как
значение температуры, при котором усредненное
значение кумулянта не зависит от линейных разме-
ров решетки (см. рис. 2). Характерная зависимость
усредненных кумулянтов Биндера UL(T, p) от
температуры для систем с разными линейными раз-
мерами при концентрации спинов p = 0.90 показана
на рис. 2. Точка пересечения этих кривых соот-
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Рис. 2. Температурная зависимость кумулянтов Биндера

UL(T, p) для разбавленной модели Поттса на квадратной

решетке при p = 0.90

ветствует критической температуре Tc = 0.843(7).
Здесь и далее погрешность данных не превышает
размеры использованных символов на рисунках.

C применением метода кумулянтов Биндера чет-
вертого порядка в работах [8,9] с хорошей точностью
были определены критические температуры Tс(p)

для трехкомпонентной модели Поттса при p = 1.00 и
0.80. Причем в работе [8] было показано, что темпе-
ратура фазового перехода Tс(1.0) = 0.994(1) в нераз-
бавленном режиме достаточно хорошо согласуется с
аналитическим значением, полученным Поттсом ис-
ходя из соображений самодуальности решетки [5, 6]
по формуле kBTc/|J | = 1/ln(1 +

√
3) = 0.99497.

На следующем шаге нами на основе применения
теории конечно-размерного скейлинга [13] рассчи-
тывались статические критические индексы тепло-
емкости α, восприимчивости γ, намагниченности β

и критический индекс ν радиуса корреляции. Со-
гласно этой теории, свободная энергия для доста-
точно большой системы с периодическими гранич-
ными условиями при температуре T , близкой к кри-
тической температуре Tc бесконечно большой систе-
мы, может быть представлена в виде

F (T, L) ∝ L−dF0(tL
1/ν), (2)

где t = |T − Tc|/Tc, ν — статический критический
индекс радиуса корреляции бесконечной системы
(L = ∞).

Уравнение (2) ведет к аналогичным уравнениям
для теплоемкости, восприимчивости и спонтанной
намагниченности, приходящихся на один спин:

C(T, L) ∝ Lα/νC0(tL
1/ν), (3)

χ(T, L) ∝ Lγ/νχ0(tL
1/ν), (4)

m(T, L) ∝ L−β/νm0(tL
1/ν), (5)

где α, γ, β — статические критические индексы для
системы с L = ∞, связанные соотношением гипер-
скейлинга 2−α = dν = 2β+γ [14,15]. Следует иметь
в виду, что в выражениях (3)–(5) для маргинального
случая (d = 2, q = 2 или q = 4, d — размерность си-
стемы) возможны появления логарифмических мно-
жителей [16, 17].

Кроме того, в настоящее время на основе тео-
рии конечно-размерного скейлинга предложен це-
лый ряд способов определения критического ин-
декса радиуса корреляции ν [18]. В соответствии с
этой теорией в точке фазового перехода выполняет-
ся соотношение

Vn = L1/νgVn
,

где gVn
— некоторая постоянная, а в качестве Vn мо-

гут выступать

Vi =

〈
miE

〉

〈mi〉 − 〈E〉 , i = 1, 2, 3

V4 =
dUL
dK

=
1

3 〈m2〉2

[
〈
m4
〉
〈E〉 −

−2

〈
m4
〉 〈
m2E

〉

〈m2〉2
+
〈
m4E

〉
]
,

где UL — кумулянт Биндера (1) по намагниченности
m, K = 1/T .

Из соотношений (4), (5) следует, что в системе с
размерами L× L при T = Tc и достаточно больших
L восприимчивость и намагниченность удовлетво-
ряют следующим аналитическим выражениям:

χ(T, p) ∝ Lγ/ν , m(T, p) ∝ L−β/ν.

Эти соотношения использовались нами для опре-
деления величин γ и β. Аналогичное выражение для
теплоемкости не описывает наблюдаемые на прак-
тике результаты, что было продемонстрировано в
работе [19]. Для аппроксимации температурной за-
висимости теплоемкости от L, как правило, исполь-
зуются другие выражения, например [20, 21]

Cmax(L) = Cmax(L = ∞)−ALα/ν ,

где A — некоторый коэффициент.

Для расчета критических индексов γ, β, α и
ν строились зависимости χ, m, C и Vn от L при
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Таблица. Значения критических индексов для трехкомпонентной модели Поттса на квадратной решетке в различ-

ных режимах разбавления

Метод p kBTc/J ν α γ β α+ 2β + γ = 2

Теория [3, 6]
1.00

0.99497
5/6 1/3 13/9 1/9

2.00
0.833 0.333 1.444 0.111

МК [4] 0.994(2) 0.82 0.36 1.44 0.10 2.00

МК (данная работа)

0.95 0.986(2) 0.84(1) 0.30(1) 1.45(1) 0.12(1) 1.99

0.90 0.844(6) 1.02(1) 0.12(1) 1.55(1) 0.17(1) 2.01

0.80 0.682(9) 1.03(3) 0.11(3) 1.57(3) 0.16(3) 2.00
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���
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Рис. 3. Характерная зависимость восприимчивости χ от

линейных размеров решетки L при p = 0.90 и T = Tc
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Рис. 4. Характерная зависимость намагниченности m от

линейных размеров решетки L при p = 0.90 и T = Tc
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Рис. 5. Характерная зависимость теплоемкости С от ли-

нейных размеров решетки L при p = 0.90 и T = Tc
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Рис. 6. Характерная зависимость Vn от линейных разме-

ров решетки L при p = 0.90 и T = Tc
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T = Tc. Анализ данных, выполненный с использо-
ванием нелинейного метода наименьших квадратов,
позволил определить значения γ/ν, β/ν, α/ν и 1/ν.
Затем с использованием усредненного значения ν

при n = 1, 2, 3 и 4, полученного в рамках данно-
го исследования, определялись индексы γ, β и α.

На рис. 3–6 в двойном логарифмическом масшта-
бе представлены характерные зависимости воспри-
имчивости, намагниченности, теплоемкости и пара-
метра Vn для определения критического индекса ра-
диуса корреляции ν от линейных размеров решет-
ки L для трехкомпонентной слабо разбавленной мо-
дели Поттса на квадратной решетке при p = 0.90.
При определении критических индексов важное зна-
чение имеет тщательный контроль данных, полу-
ченных для разных L. Очевидно, что использован-
ное нами для усреднения количество различных
примесных конфигураций с различной реализаци-
ей беспорядка и размеры L ≥ 10 изучаемых систем
позволяют достичь асимптотического критическо-
го режима. Кроме того, следует отметить, что все
значения критических индексов определялись непо-
средственно из результатов моделирования, а не из
различных скейлинговых соотношений. Аналогич-
ным образом были определены значения критиче-
ских индексов при концентрации спинов p = 0.95 и
p = 0.80.

Весь набор полученных значений критических
индексов для трехкомпонентной модели Поттса
на квадратной решетке при концентрации спинов
p = 1.00, 0.95, 0.90, 0.80 представлен в таблице.
При этом данные при p = 1.00 взяты из работы [4].
В таблице также приведены значения критических
показателей, полученные из аналитических прибли-
жений. Как видно из таблицы, численные значения
критических индексов для намагниченности β, вос-
приимчивости γ и критический индекс радиуса кор-
реляции ν для трехкомпонентной модели Поттса с
ростом немагнитного беспорядка начинают заметно
отличаться от соответствующих значений, получен-
ных для чистой модели Поттса (p = 1.0). Критиче-
ское поведение разбавленных систем, описываемых
моделью Поттса с q = 3 на квадратной решетке, ха-
рактеризуется новым набором критических индек-
сов, образуя свой класс универсальности. Это от-
четливо прослеживается для значений концентра-
ций p = 0.90 и p = 0.80. Очевидно, что в таком
случае должна существовать кроссоверная область
между чистой (p = 1.0) и слабо разбавленной систе-
мами (p > 0.90). Значения критических индексов,
полученные при p = 0.95, по-видимому, попадают

в кроссоверную область. Тщательный анализ этой
области требует дополнительных расчетов.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе с применением метода Монте-
Карло исследовано влияние немагнитного беспоряд-
ка на критическое поведение трехкомпонентной мо-
дели Поттса на квадратной решетке при концентра-
циях спинов p = 1.00, 0.95, 0.90, 0.80. Показано, что с
ростом концентрации немагнитных примесей значе-
ния критических индексов начинают заметно отли-
чаться от соответствующих значений, полученных
для чистой модели Поттса.

Финансирование. Исследование выполнено в
рамках научной программы НЦФМ (проект «Ис-
следования в сильных и сверхсильных магнитных
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