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Рассмотрено обобщение микромагнитной модели хопфионов в гелимагнетике с двумерной (допускающей

как радиальную, так и азимутальную зависимость) функцией профиля. Расчеты подтверждают эллип-

тическую стабильность хопфионов и ранее полученное аналитическое выражение для верхнего критиче-

ского поля их решетки. Показано, что в анизотропном гелимагнетике решетка хопфионов испытывает

растяжение в направлении оси анизотропии, а ее периоды зависят от величины приложенного внешнего

магнитного поля и константы одноосной анизотропии материала.

DOI: 10.31857/S0044451025080103

1. ВВЕДЕНИЕ

Магнитные топологические солитоны [1] игра-
ют ключевую роль практически во всех приложе-
ниях магнетизма: от сердечников трансформаторов,
сенсоров, магнитных пластин в жестких дисках до
твердотельной магнитной памяти и наномасштаб-
ных генераторов микроволн. С точки зрения топо-
логии, все они соответствуют непрерывным отобра-
жениям сферы на сферу. При этом целевая сфе-
ра — всегда S2, на которой лежат концы векторов
локальной намагниченности фиксированной длины
|M(r)| = MS . Исходная же сфера является отобра-
жением физического пространства r с наложенны-
ми периодическими граничными условиями в бес-
конечности. Известно, что в одном (S1 → S2) и в
двух (S2 → S2 [2]) измерениях такие отображения
распадаются на гомотопические классы, пронуме-
рованные целыми числами. Так, в векторном поле
намагниченности возникают дискретные локализо-
ванные объекты (доменные границы [3], цилиндри-
ческие магнитные домены [4], скирмионы [5], маг-
нитные вихри [6,7]), а номер класса играет роль ко-
личества этих топологических солитонов.

Долгое время в математике считалось, что все
отображения S3 → S2 гомотопически эквивалент-
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ны (что означало бы невозможность существования
трехмерных топологических солитонов). Однако в
1931 г. Хопф привел пример отображения [8], не
сводящегося ко всем остальным. Этот пример был
обобщен Уайтхедом [9], который показал, что и в
этом случае отображения распадаются на пронуме-
рованные целыми числами гомотопические классы,
ввел соответствующий индекс Хопфа H (оригиналь-
ный контрпример [8] имеет H = 1) и построил отоб-
ражения с произвольными H. Идея поиска соответ-
ствующих этим отображениям солитонов в физике
была высказана Фаддеевым [10], а конкретно в век-
торных полях локальной намагниченности ферро-
магнетиков Дзялошинским и Ивановым [11]. Но эта
идея так и не реализовалась тогда в магнетизме в си-
лу теоремы Хобарта – Деррика [12, 13], доказавших
нестабильность трехмерных солитонов в классиче-
ском ферромагнетике.

В последние годы наблюдается новый всплеск
интереса к трехмерным топологическим солитонам
[14] в киральных магнетиках (выходящих за преде-
лы применимости [15] теоремы Хобарта – Деррика).
Это связано с развитием методов наблюдения рас-
пределений намагниченности на наномасштабах, та-
ких как рентгеновская микроскопия высокого разре-
шения [16], векторная магнитная нанотомография
[17] и магнитное малоугловое рассеяние нейтронов
[18], для которых магнитные хопфионы были бы
идеальным объектом исследований. Стимулом так-
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же является потенциал применения хопфионов в
трехмерной спинтронике [14, 15, 19].

Появились первые экспериментальные наблюде-
ния хопфионов и хопфион-подобных состояний в
ограниченной геометрии [16, 20, 21]. Они также вос-
производятся качественно и в численных экспери-
ментах [14, 22–25]. Тем не менее это не свобод-
но стоящие объемные хопфионы, а их существова-
ние зависит от внешней стабилизации и удержания.
Обычно это достигается путем помещения хопфион-
содержащей пленки между двумя магнитными сло-
ями с сильной перпендикулярной магнитной анизо-
тропией [23]. Но все же истинный потенциал хопфи-
онов может быть реализован только в полностью
трехмерном «объемном» окружении.

Нашей отправной точкой здесь является вариа-
ционная модель объемных хопфионов в гелимагне-
тике [26] на базе стандартного микромагнитного га-
мильтониана с учетом взаимодействия Дзялошин-
ского – Мория (ДМ). Она предсказывает существо-
вание двух (топологически эквивалентных) типов
магнитных хопфионов. Причем [27] один из них яв-
ляется стабильным относительно эллиптической де-
формации, а второй — нет. Хопфионы второго ти-
па стремятся безгранично расшириться вдоль на-
правления внешнего магнитного поля, сохраняя ста-
бильный размер в перпендикулярном направлении.
Это расширение можно остановить, вводя в систему
слой с повышенной одноосной магнитной анизотро-
пией [23]. Хопфионы же первого типа такой искус-
ственной стабилизации не требуют.

В настоящей работе мы обобщили модель [27],
введя в пробную функцию дополнительное изме-
рение (соответствующее дополнительному бесконеч-
ному набору вариационных параметров). Такая рас-
ширенная модель в пределе сводится к исходной,
но по определению (за счет большего количества
свободных параметров) дает лучшее приближение
к энергии точного решения. Проведена численная
оценка верхнего критического поля хопфионной ре-
шетки, которое оказалось в полном (с учетом чис-
ленной погрешности) согласии с полученным ра-
нее аналитическим выражением [27]. Рассмотренная
расширенная модель также позволяет «отвязать»
внутреннюю структуру хопфиона от его внешнего
контура, а значит, открывает возможность модели-
рования контактного (обменного, поскольку взаимо-
действие ДМ тоже является его частью) расталки-
вания между хопфионами в решетке. Это позволи-
ло исследовать влияние внешнего поля и анизотро-
пии на параметры (периоды) равновесной решетки
хопфионов.

2. МОДЕЛЬ

Рассмотрим классический гелимагнетик со сво-
бодной энергией на единицу объема

E = lim
V→∞

1

V

∫∫

V

∫
Fd3r

с плотностью

F =
C

2

∑

i=X,Y,Z

|∇mi|2 +Dm · [∇×m]−

− µ0MS (m ·H)−K (m · s)2 , (1)

где m(r) = M(r)/MS , |m| = 1, C = 2A [Дж/м] —
обменная жесткость, D [Дж/м2] — параметр вза-
имодействия ДМ [28, 29], K [Дж/м3] — констан-
та одноосной (направленной вдоль s) анизотропии,
H [А/м] — внешнее магнитное поле, а µ0 = 4π · 10−7

Гн/м — проницаемость вакуума. Для простоты
предположим, что поле и ось анизотропии парал-
лельны, и выберем декартову систему координат
так, что это направление совпадает с осью Z:
H = {0, 0, H}, s = {0, 0, 1}. Задача теперь состоит
в том, чтобы найти векторное поле m(r), которое
минимизирует E и имеет H > 0.

Точное решение данной задачи на сегодня
не известно. Поэтому воспользуемся методом
Ритца, выбрав в качестве отправной точки сле-
дующую пробную функцию для векторного поля
намагниченности:

{mX + imY ,mZ} = {2w, 1− |w|2}/(1 + |w|2), (2a)

w = iu/v, (2b)

u =
2(X̃ + iỸ )R

r̃2 +R2
, v =

R2 − r̃2 + i2Z̃R

r̃2 +R2
, (2c)

r̃ = R
r

r

e

1− e
, e = e

(
r

R
, arctg

Z√
r2 − Z2

)
, (2d)

r = {X,Y, γZ}, r = |r|, r̃ = {X̃, Ỹ , Z̃}, r̃ = |r̃|.
Она определяет поле m(r) с индексом Хопфа H = 1,
параметризованное (пока неизвестной) функцией
профиля e(ρ, θ), ρ = r/R, удовлетворяющей гранич-
ным условиям e(0, θ) = 0, e(1, θ) = 1, и двумя ска-
лярными параметрами — радиусом хопфиона R и
фактором формы (отношению размера в направле-
нии, перпендикулярном магнитному полю, к разме-
ру в направлении поля) γ. Хопфион полностью со-
держится внутри эллипсоида ρ < 1, а на его границе
(ρ = 1) имеется намагниченность m = {0, 0, 1}, кото-
рая совпадает с намагниченностью снаружи хопфи-
она. Когда |γ| < 1, эллипсоид вытянут вдоль оси Z.
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Рис. 1. Сечение распределения намагниченности (слева) и некоторые срезы функции профиля e(x, θ) (справа) равновес-

ного хопфиона с H = 1 (его общая киральность соответствует материалу с D < 0) при q = 1 и h = 0.1

Ключевым в этой пробной функции является ан-
зац Уайтхеда (2b), который записан здесь в частном
случае H = 1. В общем случае [9] этот анзац имеет
вид w = ium/vn, где n иm — взаимно простые целые
числа, что соответствует распределениям намагни-
ченности с индексом Хопфа H = mn. Множитель
i в (2b) выбирает первый из двух типов хопфионов
[26] (хопфионы второго типа соответствуют множи-
телю −i и требуют дополнительной стабилизации,
компенсирующей их эллиптическую нестабильность
[27]). Хопфионы с H = 1 являются аксиально сим-
метричными относительно оси Z и состоят из круго-
вых, обернутых вокруг оси Z, вихревой и антивих-
ревой нитей с противоположной намагниченностью
в центрах их ядер. У рассмотренных здесь хопфио-
нов первого типа внешняя антивихревая нить обер-
нута вокруг внутренней вихревой, как показано на
рис. 1 слева. У хопфионов второго типа порядок
нитей меняется на противоположный. Анзац Уайт-
хеда (2b) определяет отображение сферы S3, пара-
метризованной двумя комплексными координатами
u и v (такими что |u|2 + |v|2 = 1), на сферу Ри-
мана S2, параметризованную комплексной коорди-
натой w. Формулы (2c) выражают u и v в терминах
координат в расширенном евклидовом пространстве
{X̃, Ỹ , Z̃}, а стереографическая проекция (2a) свя-
зывает w с компонентами вектора намагниченности
фиксированной длины |m| = 1. Все вместе урав-
нения (2a), (2b), (2c) определяют векторное поле
m(X̃, Ỹ , Z̃), содержащее один H = 1 хопфион, за-
полняющий все пространство r̃ целиком. Эти фор-
мулы универсальны в том смысле, что любые H = 1

хопфионы (не только магнитные) обязательно сво-
дятся к ним некоторым непрерывным отображением
(гомотопией).

Основные приближения рассматриваемой моде-
ли содержатся в уравнении (2d), задающем отобра-
жение физического пространства {X,Y, Z} на рас-
ширенное евклидово пространство {X̃, Ỹ , Z̃}. Оно
полностью локализует хопфион внутри эллипсои-
да ρ < 1, отображая (за счет граничного условия
e(1, θ) = 1) точки на границе ρ = 1 в бесконечно уда-
ленную точку пространства r̃, где вектор намагни-
ченности m = {0, 0, 1} направлен параллельно оси
Z. Появление e в числителе (2d) улучшает ориги-
нальную вариационную модель [26] и обсуждается
в [27]. Ключевым отличием вариационной модели в
данной работе является учет возможной азимуталь-
ной зависимости профиля e(ρ, θ) хопфиона, в то вре-
мя как в более ранних исследованиях профиль счи-
тался не зависящим от θ.

Предположим теперь, что такие локализованные
хопфионы выстроены в бесконечную трехмерную
плотноупакованную решетку (FCC или HCP) с объ-
емом V = 4

√
2R3γ, приходящимся на один хопфион.

При том, что каждый хопфион в отдельности имеет
H = 1, индекс Хопфа решетки в целом равен бес-
конечности. Полную нормированную на D2/C энер-
гию единицы ее объема можно представить в виде

EC/D2 =

1∫

0

π∫

0

Fdθdρ,

где

F=
1

κ

[
ν2pEX + ν pDM +

q

2
(pA−κ) + h(pZ−κ)

]
, (3)

где κ = 4
√
2, ν = C/(DR) — безразмерный пара-

метр, обратно пропорциональный размеру хопфио-
на R, h = µ0MSCH/D

2 — нормированное внешнее
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поле, q = 2CK/D2 — нормированный фактор каче-
ства одноосной анизотропии. Выражения для функ-
ций pEX , pDM , pA и pZ даны в Приложении. Энер-
гия E является функционалом от профиля хопфио-
на e(ρ, θ) и зависит от двух дополнительных безраз-
мерных скалярных параметров — ν и γ.

Минимизация энергии E в данной работе прово-
дилась численно в два этапа. На первом этапе мето-
дом конечных элементов рассчитывался равновес-
ный профиль хопфиона e(ρ, θ) при заданных q, h, ν
и γ как решение уравнения Эйлера – Лагранжа:

∂F
∂e

− ∂

∂ρ

∂F
∂eρ

− ∂

∂θ

∂F
∂eθ

= 0, (4)

где eρ = ∂e(ρ, θ)/∂ρ, eθ = ∂e(ρ, θ)/∂θ с гранич-
ными условиями e(0, θ) = 0, e(1, θ) = 1. Для это-
го использовалась функция NDSolve‘FEM‘ систе-
мы компьютерной алгебры Mathematica™. Для ста-
билизации численного счета в уравнение Эйлера –
Лагранжа вводился дополнительный диффузион-
ный член 0.0025(∂2e/∂ρ2 + ∂2e/∂θ2), который прак-
тически не влияет на значение энергии хопфиона,
но хорошо подавляет высокочастотные численные
флуктуации профиля около e ≈ 0. Затем для по-
лучившегося профиля вычислялась нормированная
энергия EC/D2 посредством прямого численного
интегрирования (3) и минимизировалась численно
при помощи функции FindMinimum по оставшимся
двум скалярным параметрам ν и γ. Пример рассчи-
танного таким образом хопфиона и соответствую-
щие функции профиля (для некоторых значений θ)
приведены на рис. 1.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Уже на рис. 1 видна основная особенность рас-
смотренной модели, заключающаяся в том, что яд-
ро хопфиона (область сильно неоднородной намаг-
ниченности) больше не привязано к его внешнему
контуру ρ = 1 (показанному черным эллипсом на
рис. 1 слева). Над и под ядром формируются обла-
сти почти однородной намагниченности, но таким
образом, что само ядро хопфиона (и этот эффект
сохраняется для других q и h) сохраняет практи-
чески идеальную сферическую форму (притом, что
внешний контур хопфиона приобретает значитель-
ную эллиптическую деформацию). Это находится в
согласии с выводами, полученными в рамках более
простой модели [27], и подтверждает вывод об эл-
липтической стабильности хопфионов.

В области q > 0, h > 0, когда хопфионы наибо-
лее энергетически выгодны, их область стабильно-
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Рис. 2. Верхнее критическое поле решетки хопфионов, со-

ответствующее ее переходу в состояние с однородной на-

магниченностью; вставка иллюстрирует процедуру экстра-

поляции на примере одной точки с q = 0.33

сти ограничена верхним критическим полем (обра-
щающимся в нуль при некотором предельном зна-
чении фактора качества анизотропии q). В слабых
(подкритических) внешних полях энергия равновес-
ной решетки хопфионов ниже энергии состояния с
однородной намагниченностью. На критической ли-
нии эти энергии становятся равны и происходит
взаимное (безгистерезисное) превращение решетки
хопфионов в состояние однородной намагниченно-
сти посредством фазового перехода второго рода.

При приближении к критической линии энерге-
тический минимум для радиуса хопфиона превра-
щается в седловую точку и исчезает, а сам радиус
стремится к бесконечности (однородно намагничен-
ное ядро хопфиона при этом расширяется и запол-
няет все пространство). Это значит, что численная
процедура поиска минимума полной энергии хопфи-
она по ν и γ перестает работать вблизи критиче-
ской линии. Тем не менее к ней можно подобрать-
ся достаточно близко, чтобы использовать линей-
ную (по полю h) экстраполяцию энергии до точки,
где энергия хопфионов становится в точности рав-
ной энергии состояния однородной намагниченно-
сти. Результаты этой экстраполяции показаны точ-
ками на рис. 2. Изображенные погрешности учиты-
вают лишь статистический разброс использованных
для экстраполяции при каждом значении q четырех
точек. Сплошной линией на рис. 2 показано крити-
ческое поле, вычисленное по формуле

h↑ =
4(2 + π)(3π − 4)q − 15π2

60(π − 4)(2 + π)
, (5)
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Рис. 3. Радиус хопфиона как функция приложенного маг-

нитного поля и фактора качества одноосной анизотропии

при q = 0 и h = 0; на вставке показан полный график во

всей области стабильности хопфионов при h > 0, q > 0

полученной в [27]. Заметное систематическое пре-
вышение численной оценки критического поля, по-
видимому, связано с дополнительно введенным в
уравнение диффузионным членом. Но в целом мож-
но сказать, что численная оценка критического поля
находится в очень хорошем согласии с аналитиче-
ской формулой. Учитывая, что такое согласие при-
сутствует для трех разных моделей хопфионов: [26],
[27] и нынешней — можно сказать, что оценка (5),
если и не является точным результатом, то очень
близка к нему.

Описанная в разд. 2 численная процедура поз-
воляет вычислить равновесные значения парамет-
ров ν и γ во всей области стабильности хопфио-
нов, показанной на рис. 2. Из них можно оценить
влияние внешнего поля и анизотропии на радиус (в
плоскости Z = 0), пропорциональный 1/ν, и высо-
ту (размер в направлении поля), пропорциональную
1/(γν), хопфиона. Эти зависимости изображены на
рис. 3 и 4. Видно (особенно хорошо на графиках
при q = 0), что изменение внешнего поля вызывает
примерно одинаковое изменение радиуса и высоты
хопфиона, а изменение фактора качества анизотро-
пии на радиусе хопфиона практически не отража-
ется (см. рис. 3 при h = 0), но сильно влияет на
его высоту (см. рис. 4 при h = 0). Сам хопфион (та
его область, где намагниченность существенно от-
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Рис. 4. Высота хопфиона как функция приложенного маг-

нитного поля и фактора качества одноосной анизотропии;

композиция графика идентична рис. 3

клоняется от однородной) сохраняет почти идеаль-
ную сферическую форму, меняется лишь его внеш-
ний контур (показан эллипсом на рис. 1). Тем не ме-
нее даже малые отклонения намагниченности внут-
ри контура хопфиона от идеальной вертикальной
(m = {0, 0, 1} за его пределами) производят обмен-
ные силы, препятствующие сближению хопфионов.

Поскольку энергия стабильного хопфиона ниже
энергии однородно намагниченного состояния, ре-
шетка хопфионов будет плотно упакованной, чтобы
минимизировать пространство (с однородной намаг-
ниченностью) между ними. Задача о плотной упа-
ковке эллипсоидов имеет ряд нетривиальных реше-
ний [30], не сводящихся к перемасштабированной
решетке плотноупакованных сфер. Однако во всех
этих необычных случаях эллипсоиды не являются
соосными. Хопфионы же в отсутствие анизотропии
имеют почти идеальную сферическую форму и при-
обретают заметное эллиптическое искажение только
в анизотропном магнетике. Но эта же анизотропия
навязывает им выделенное направление, а значит,
мешает реализации более сложных плотноупакован-
ных состояний [30].

В целом, это означает, что внешнее поле однород-
но масштабирует решетку плотноупакованных сфер
(и размеры каждого хопфиона в отдельности), а на-
личие одноосной анизотропии деформирует ее силь-
нее в одном направлении. Такое растяжение решет-
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ки хопфионов в анизотропном гелимагнетике неиз-
бежно проявится при наблюдении ее дифракцион-
ными методами, например в нейтронографии [18].

4. ВЫВОДЫ

В работе представлено обобщение модели [27]
магнитных хопфионов в гелимагнетике, допускаю-
щее азимутальную зависимость их функции профи-
ля. Показано, что, несмотря на дополнительные сте-
пени свободы, хопфионы (первого типа [26]) оста-
ются эллиптически стабильными и сохраняют прак-
тически идеальную сферическую форму. Рассчита-
но верхнее критическое поле решетки h↑, соответ-
ствующее ее переходу (второго рода) в состояние с
однородной намагниченностью. Численные расчеты
в рамках настоящей расширенной модели подтвер-
ждают ранее полученное в [27] аналитическое вы-
ражение (5) для этого критического поля. Рассчи-
таны зависимости размеров (радиуса в плоскости
Z = 0 и высоты вдоль линии X = Y = 0) хопфи-
она как функции внешних параметров — нормиро-
ванных внешнего поля h и фактора качества анизо-
тропии q. Показано, что увеличение внешнего поля
примерно одинаково перемасштабирует все периоды
решетки и размер отдельных хопфионов, в то вре-
мя как одноосная анизотропия заставляет хопфио-
ны вытягиваться вдоль своей оси (X = Y = 0) и
приводит к соответствующему растяжению равно-
весной решетки хопфионов.

Финансирование. Исследование выполнено
при поддержке Российского научного фонда (грант
№ 25-22-00076.)

ПРИЛОЖЕНИЕ. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ
ФУНКЦИИ

Путем подстановки пробной функции (2) в вы-
ражение для свободной энергии (1), интегрирова-
ния по полярному углу и перенормировки на объем,
занимаемый одним хопфионом в решетке, полную
нормированную энергию на единицу объема EC/D2

можно представить в виде интеграла от (3). Вводя
сокращенные обозначения для функции профиля и
ее производных

e = e(ρ, θ), eρ = ∂e(ρ, θ)/∂ρ, eθ = ∂e(ρ, θ)/∂θ,

входящие в (3) энергетические функции pEX , pDM ,
pA и pZ можно представить следующим образом.

Для обменной энергии:

pEX =
4π sin θ

1 + cosα

[
bEX,0

(1− 2p)4
+

bEX,1eθ
(1 − 2p)3

+
bEX,2e

2
θ

(1− 2p)2

]
,

где p = e(1− e), γ = tg(α/2),

bEX,0 =cEX,0 + cEX,1 cos 2θ + cEX,2 cos 4θ,

cEX,0 =dEX,0 + dEX,1 cosα,

dEX,0 =2(1− 2p)2
(
ρ2e2ρ + 3p2

)
,

dEX,1 =(1−2p)2ρ2e2ρ + 2(1− 2e(e(2e−3)+ 2))pρeρ+

(4p(2p− 5) + 5)p2,

cEX,1 =dEX,2 + dEX,3 cosα,

dEX,2 =2(1− 2p)2 (p− ρeρ) (ρeρ + p) ,

dEX,3 =2
(
−(1− 2p)2ρ2e2ρ + 4(3p− 1)p3 + p2

)
,

cEX,2 =(2pρeρ − 2ep− ρeρ + p)
2
cosα,

bEX,1 =cEX,3 sin 2θ + cEX,4 sin 4θ,

cEX,3 =4 ((1 − 2p)ρeρ cosα− 2ep+ p) ,

cEX,4 =2 (2pρeρ − 2ep− ρeρ + p) cosα,

bEX,2 =− 4(2p− 1)(cosα cos 2θ + 1) sin2 θ.

Для взаимодействия ДМ:

pDM =4πρ sin θ

[
bEX,3

(1− 2p)4
+

bEX,4eθ
(1 − 2p)3

]
,

bEX,3 =cEX,5 + cEX,6 cos 2θ + cEX,7 cos 4θ,

cEX,5 =((2p(γp+p−2)+ 1) (ρeρ − p (2ρeρ+6e−3))) ,

cEX,6 =p (2e(4p((2γ − 3)p+ 1)− 1)+

+ 4p (p (−2γ + 2ρeρ + 3)− 3ρeρ − 1)+

+ 6ρeρ + 1)− ρeρ,

cEX,7 =2(γ − 1)p2 (2pρeρ − 2ep− ρeρ + p) ,

bEX,3 =(2p− 1)(4p(γp+ 1)− 1) sin 2θ+

+ 2p2(γ − 2(γ − 1)p− 1) sin 4θ.

И, наконец, для энергии магнитной анизотропии
и зеемановской энергии:

pA =2πρ2 sin θ

(
1− (1 − 4p(1− p cos 2θ))2

(1− 2p)4

)
,

pZ =
16πp2ρ2 sin3 θ

(1− 2p)2
,

которые не зависят ни от γ, ни от производных
функции профиля.

Если в каждой из этих функций положить eθ = 0

и проинтегрировать по θ ∈ [0, π], получившиеся вы-
ражения в точности совпадут с соответствующими
функциями для более простой модели [27].
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