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1. ВВЕДЕНИЕ

1.1. Из истории вопроса

Приближение геометрии пространства-времени
в общей теории относительности с помощью три-
ангуляции (исчисление Редже) впервые было вве-
дено в статье Редже в 1961 г. [1]. Триангуляция
пространства-времени размерности D представля-
ет собой разбиение пространства на плоские (с
метрикой Евклида или Минковского) D-мерные
симплексы1).

Геометрия, возникающая при таком способе раз-
биения, была названа скелетной. При такой три-
ангуляции симплекс размерности D − 2 (далее —
(D − 2)-симплекс) может быть носителем бесконеч-
ной кривизны (такие особенности геометрии мы бу-

* E-mail: ivanov.mg@mipt.ru
** E-mail: khaidukov.zv@phystech.edu
1) Симплекс размерности d — выпуклая оболочка множе-

ства d+1 точек (наименьшее выпуклое множество, содержа-
щее данные точки), не лежащих ни в какой (d − 1)-мерной
плоскости. Нульмерный симплекс — точка, одномерный —
отрезок, двумерный — треугольник, трехмерный — тетраэдр.
Четырехмерный симплекс — фигура, образованная объедине-
нием всех отрезков, соединяющих заданную точку v со всеми
точками тетраэдра F , причем точка v не лежит в трехмерной
гиперплоскости, содержащей данный тетраэдр F .

дем называть сингулярностями). Триангуляция лю-
бого гладкого искривленного пространства содер-
жит сингулярности, в которых оказывается сосре-
доточена кривизна. В непрерывном пределе (при
стремлении размеров симплексов к нулю) сингу-
лярности исчезают и мы возвращаемся к гладкому
пространству.

В работе Редже сначала рассматривалась рима-
нова геометрия (сигнатура (+, . . . ,+)), в которой
возможны только (D−2)-симплексы, двумерное ор-
тогональное сечение которых имеет геометрию по-
верхности конуса, имеющего локально евклидову
геометрию (которую далее будем называть геомет-
рией евклидова конуса или евклидовой конической
сингулярностью). В той же статье, обобщая подход
на случай псевдоевклидовой геометрии (сигнатура
(−,+,+,+)), Редже отметил, что (D−2)-симплексы
могут быть трех типов:

1) времениподобный (D−2)-симплекс (содержит
времениподобный вектор) имеет ортогональное се-
чение с геометрией евклидова конуса;

2) светоподобный (нулевой) (D−2)-симплекс (со-
держит светоподобный вектор) имеет нулевую пло-
щадь и не дает вклада в действие;

3) пространственноподобный (D − 2)-симплекс
(содержит только пространственноподобные век-
торы) имеет ортогональное двумерное сечение с
геометрией конуса, имеющего локально геометрию
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Минковского (которую далее будем называть гео-
метрией конуса Минковского или конической син-
гулярностью Минковского).

Выбором триангуляции пространства-времени
можно добиться того, чтобы все (D − 2)-симплексы
были времениподобными или светоподобными.
Именно такой случай рассматривает в статье
[1] Редже, «для простоты» и «чтобы избегнуть
неоднозначности в определении» площади (D − 2)-
симплекса. Такой подход позволяет строить триан-
гуляции, содержащие только евклидовы конические
сингулярности.

Геометрия четырехмерного пространства-
времени в окрестности конической сингулярности,
локализованной на двумерной времениподобной по-
верхности, соответствует геометрии пространства-
времени в присутствии прямой космологической
струны. В системе покоя струны метрика имеет вид

ds2 = −dt2 + dr2 + dz2 + r2dφ2, (1)

r > 0, 0 6 φ 6 2π − α.

Такая метрика2) выглядит как метрика плоского
пространства Минковского в цилиндрических коор-
динатах, при этом угловая координата φ имеет пери-
од 2π − α. В литературе решение (1) принято назы-
вать космической струной [3, 4]. Из уравнений Эйн-
штейна можно определить тензор энергии-импульса
и натяжение струны (1). Натяжение струны про-
порционально дефициту угла α. Если дефицит уг-
ла α отрицателен (имеет место избыток угла), то и
натяжение струны оказывается отрицательным. На
первый взгляд, такое решение является нефизиче-
ским, поскольку струна с отрицательным натяжени-
ем должна быть неустойчивой, но оно может иметь
конкретные физические следствия [5]. Для исчисле-
ния Редже вопрос об устойчивости струны не важен:
конические сингулярности исчезают в непрерывном
пределе. Если мы ограничиваемся исчислением Ре-
дже с времениподобными (D − 2)-симплексами, то
только конические сингулярности с отрицательным
дефицитом угла дают отрицательный вклад в ска-
лярную кривизну.

Статья [1] оставила открытым вопрос об устрой-
стве пространственноподобных (D − 2)-симплексов
и конических сингулярностей Минковского. И во
многих работах по исчислению Редже также из-
бегают использования конических сингулярностей
Минковского.

2) Общее вакуумное цилиндрически-симметричное реше-
ние уравнений Эйнштейна, частным случаем которого явля-
ется (1), получил Леви-Чивита [2].

Например, в третьем томе классического учебни-
ка [6] (гл. 42, «Исчисление Редже», с. 440) отмечает-
ся, что дефицит угла для конической сингулярности
Минковского является чисто мнимым, но вклад в
действие является действительным. Вопрос о знаке
этого вклада не обсуждается.

В основополагающих статьях 1984 г. [7, 8] (вхо-
дящих в сборник [9]) рассматриваются только по-
ложительно определенные метрики и утверждается
(без ссылок на литературу), что случай сигнатуры
Минковского отличается «некоторыми незначитель-
ными изменениями знаков».

Тем не менее конические сингулярности Мин-
ковского исследовались в объеме, необходимом для
применения исчисления Редже. В 1975 г. вышла ста-
тья Соркина [10], в которой для конуса Минков-
ского введено понятие дефицита угла с использо-
ванием тригонометрических функций комплексного
переменного. Полученное выражение для дефици-
та угла применено для определения вклада в дей-
ствие пространственноподобных (D−2)-симплексов.
В 2010 г. Бревин привел алгоритмы для вычисления
дефицита угла на плоскости Минковского и соот-
ветствующего вклада в действие без использования
комплексных чисел [11].

Однако нам не удалось найти в литературе пол-
ной классификации конусов Минковского, т.е. кону-
сов, которые могут быть получены склейкой тре-
угольников, вырезанных из плоскости Минковско-
го. Работы Соркина [10] и Бревина [11] ограничива-
ются конусами стандартного типа (согласно введен-
ной ниже классификации). Только конусы данного
типа допускают непрерывную деформацию в плос-
кость Минковского, а значит, при правильной три-
ангуляции пространства-времени другие типы ко-
нических сингулярностей Минковского появляться
не должны.

В данной статье основное внимание уделено
классификации конических сингулярностей, вклю-
чая такие, которые не могут возникать при триан-
гуляции регулярных лоренцевых многообразий и не
исчезают при переходе к непрерывному пределу, что
является естественным развитием идей, изложен-
ных в работах [10, 11]. Такие нестандартные кони-
ческие сингулярности могут представлять интерес,
поскольку многие физически осмысленные решения
уравнений Эйнштейна не являются гладкими, т.е.
содержат «физические» сингулярности (не связан-
ные с триангуляцией). Также нестандартные сингу-
лярности могут быть интересны для квантовой тео-
рии гравитации, в которой триангуляции могут рас-
сматриваться как аналог фейнмановских диаграмм.
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1.2. Евклидовы конические сингулярности

Пусть геометрия D-мерного риманова простран-
ства приближенно описывается с помощью триангу-
ляции: пространство разбивается на симплексы раз-
мерности D, на каждом из которых задана евклидо-
ва геометрия. Условия склейки: симплексы размер-
ности D− 1, образующие грани D-мерных симплек-
сов, склеиваются попарно; у двух D-мерных сим-
плексов может быть не больше одной общей (D−1)-
мерной грани; склеиваемые (D−1)-мерные симплек-
сы равны друг другу и склеиваются изометриче-
ски. Каждый симплекс размерности d < D может
быть общим только для конечного числа симплексов
большей размерности. (Подробнее правила склей-
ки мы обсудим в разд. 6.) При такой триангуля-
ции мы приближаем риманову геометрию кусочно-
евклидовой.

При склейке двух соседних D-симплексов E1 и
E2 на них можно ввести общую систему координат
с постоянным метрическим тензором, таким обра-
зом, внутренние точки разграничивающего E1 и E2

(D − 1)-симплекса никаких особенностей не несут.
Симплексы размерности D − 2 могут нести кони-
ческие сингулярности: через почти любую точку v

(D − 2)-мерного симплекса V можно провести дву-
мерную поверхность C, которая в пределах каждого
смежного с V D-мерного симплекса будет двумер-
ной плоскостью, перпендикулярной V , имеющей с V
одну общую точку v. Вне зависимости от размерно-
сти D внутренняя геометрия C в окрестности точки
v будет геометрией конуса.

Приведем наиболее простые примеры.

1. Триангуляция двумерной поверхности прово-
дится путем разбиения на треугольники. Если гео-
метрия каждого треугольника евклидова, то их реб-
ра не несут особенностей. Особенности могут нести
вершины треугольников, при условии что сумма уг-
лов треугольников, сходящихся в данной вершине
V , равна 2π − αV , где αV 6= 0 — дефицит угла дан-
ной конической сингулярности. Окрестность каж-
дой вершины триангуляции устроена как развертка
конуса с вершиной V (см. рис. 1–3).

2. Триангуляция трехмерной поверхности прово-
дится путем разбиения на тетраэдры. Если геомет-
рия каждого тетраэдра евклидова, то их грани не
несут особенностей. Особенности могут нести ребра
тетраэдров, при условии что сумма двугранных уг-
лов, сходящихся на данном ребре V , равна 2π−αV ,
где αV 6= 0 — дефицит угла данной конической син-
гулярности. Двумерное перпендикулярное сечение

Рис. 1. Триангуляция двумерной поверхности (рис. 42.1 из

тома 3 [6])

V

αV

Рис. 2. Развертка двумерного конуса с положительным де-

фицитом угла αV (границы вырезанного из круга сектора

склеиваются между собой)

V

β
V

β
−αV

Рис. 3. Развертка двумерного конуса с отрицательным де-

фицитом угла αV . Вместо вырезанного из круга сектора

вклеивается сектор с бо́льшим углом
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αV

v

V

Рис. 4. Развертка трехмерной конической сингулярности с

положительным дефицитом угла αV (границы вырезанно-

го из цилиндра сектора склеиваются между собой). Такая

сингулярность соответствует сечению t = const метрики

космической струны (1)

каждого ребра V , пересекающее его в точке v, устро-
ено как развертка конуса с вершиной v (см. рис. 4).

3. Триангуляция четырехмерной поверхности
проводится путем разбиения на четырехмерные
симплексы (пятивершинники с пятью тетраэдриче-
скими гранями). Если геометрия каждого пятивер-
шинника евклидова, то их грани-тетраэдры не несут
особенностей. Особенности могут нести треуголь-
ники (грани тетраэдров), при условии что сумма
гипердвугранных углов (углов между двумя тет-
раэдрами в четырехмерном евклидовом простран-
стве), сходящихся на данном треугольнике V , равна
2π−αV , где αV 6= 0 — дефицит угла данной кониче-
ской сингулярности. Двумерное перпендикулярное
сечение каждого треугольника V , пересекающее V
в одной точке v, устроено как развертка конуса с
вершиной v (см. рис. 2, 3).

Мы видим, что конические сингулярности в ев-
клидовой геометрии сводятся к двумерным кониче-
ским сингулярностям, а двумерные конические син-
гулярности классифицируются с помощью одного
параметра — дефицита угла αV , −∞ < αV < 2π

(отрицательный дефицит угла означает, что сумма
углов в данной вершине больше 2π, см. рис. 3).

Применительно к теории гравитации часто рас-
сматривают триангуляции четырехмерного евкли-
дова пространства-времени. При этом интеграл от
скалярной кривизны (действие Гильберта) сводится
к взвешенной сумме дефицитов углов:

1

2

∫
R
√
g d4x ≈

∑

V

S(V )αV , (2)

где S(V ) > 0 — площадь треугольника V .

При триангуляции лоренцева пространства-
времени с сигнатурой (−,+,+,+) часто выбирают
триангуляцию так, чтобы все сингулярности были
времениподобными (соответствующие треуголь-
ники содержали бы времениподобные векторы).
Перпендикулярное сечение такого треугольника
имеет обычную коническую сингулярность, ха-
рактеризуемую дефицитом угла. Это позволяет
записать действие Гильберта аналогично риманову
случаю:

1

2

∫
R
√−g d4x ≈

∑

V

S(V )αV , (3)

где S(V ) > 0 и αV — по-прежнему вещественные
числа.

Вклад в триангулированное действие для космо-
логического члена имеет вид

∫
Λ
√
−g d4x ≈ Λ

∑

E

W (E), (4)

гдеW (E)>0 — 4-объемчетырехмерного симплексаE.
В двумерной геометрии действие для космологи-

ческого члена аналогично триангулированному дей-
ствию для релятивистской струны с натяжением T :

T

∫ √
−h d2ξ ≈ T

∑

E

S(E), (5)

где S(E) > 0 — площадь двумерного симплекса E.
Использования триангуляций, содержащих син-

гулярности на пространственноподобных треуголь-
никах, обычно избегают. В исходной статье Редже
[1] это мотивировалось неоднозначностью в выбо-
ре знака площади пространственноподобного тре-
угольника и знака дефицита угла (обе эти величины
предполагались комплексными).

Однако представляют интерес триангуляции
псевдоевклидовых пространств, при которых они
разбиваются на D-мерные симплексы, на которых
имеет место геометрия Минковского. В случае
общего положения перпендикулярные сечения
(D − 2)-мерных симплексов могут быть как евкли-
довыми конусами, так и конусами, склеенными из
треугольников с геометрией Минковского.

Наиболее интересны случаи D = 2 — триангуля-
ция мировой поверхности струны (поверхности, за-
метаемой струной в пространстве-времени), и D = 4

— триангуляция пространства-времени общей тео-
рии относительности (ОТО).

При рассмотрении триангуляции пространства-
времени в контексте процессов квантовой грави-
тации, сопровождающихся изменением сигнатуры
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пространства-времени, возможны триангуляции,
совмещающие D-мерные симплексы, на которых
заданы евклидовы и псевдоевклидовы геометрии
разной сигнатуры. В этом случае могут возникать
конические сингулярности переменной сигнатуры,
перпендикулярные сечения которых совмещают
секторы с геометриями Евклида и Минковского.

Из всего перечисленного выше следует, что
прежде всего нам необходимо ввести строгую
классификацию конических сингулярностей, чтобы
понять, с какими объектами мы можем столкнуться
при описании задач триангуляции пространства-
времени ОТО, мировой поверхности струны, а
также в различных квантовополевых обобщениях.

2. КЛАССИФИКАЦИЯ КОНИЧЕСКИХ
СИНГУЛЯРНОСТЕЙ НА ПЛОСКОСТИ

МИНКОВСКОГО

2.1. Параметризация плоскости Минковского

Для построения конической сингулярности на
плоскости Минковского мы можем строить разверт-
ку конуса из секторов, ограниченных лучами, ис-
ходящими из начала координат. Но теперь секто-
ры склеиваются не с помощью поворотов (элементов
группы SO(2)), а с помощью преобразований Лорен-
ца (элементов группы SO(1,1)).

Плоскость Минковского состоит из четырех сек-
торов, разграниченных четырьмя светоподобными
лучами (см. рис. 5):

< «право» (x > |t|) — пространственноподобный
сектор: x = r ch θ, t = r sh θ;

ր «вперед в будущее» (t = x > 0) — «правый»
светоподобный луч: t = x = eθ;

∨ «будущее» (t > |x|) — времениподобный сек-
тор: t = r ch θ, x = r sh θ;

տ «назад в будущее» (−t = x < 0) — «левый»
светоподобный луч: −t = x = −e−θ;

> «лево» (x < −|t|) — пространственноподобный
сектор: x = −r ch θ, t = −r sh θ;

ւ «назад в прошлое» (t = x < 0) — «правый»
светоподобный луч: t = x = −eθ;

∧ «прошлое» (t < −|x|) — времениподобный сек-
тор: t = −r ch θ, x = −r sh θ;

ց «вперед в прошлое» (−t = x > 0) — «левый»
светоподобный луч: −t = x = e−θ.
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Рис. 5. Собственные оси буста: U = t+x, V = t−x. Крест

со стрелками указывает, в каком направлении плоскость

растягивается, а в каком сжимается при бусте, это видно

и по тому, как наклоняются навстречу друг другу оси x′, t′,

которые получаются с помощью буста с быстротой ϑ = 1
2
.

Точки вне собственных осей скользят вдоль гипербол

Везде −∞ < θ < +∞, 0 6 r < +∞.
Подобно тому как евклидовы повороты можно

рассматривать как сдвиги по круговому углу ϕ, пре-
образования Лоренца — это сдвиги по гиперболиче-
скому углу (быстроте) θ. Все параметризации лу-
чей и секторов выбраны так, чтобы собственное ор-
тохронное преобразование Лоренца (буст) соответ-
ствовало сдвигу по θ (добавление к θ одинаковой
константы ϑ на всех лучах и во всех секторах).

Лучи, исходящие из начала координат плоскости
Минковского, могут быть пространственноподобны-
ми, времениподобными и светоподобными. При по-
строении развертки конуса склеивать можно только
лучи одного типа.

Гиперболический угол, в отличие от кругового,
пробегает бесконечный диапазон (−∞,+∞). Любой
конечный дефицит гиперболического угла не меня-
ет соответствующий сектор. По этой причине, строя
конические сингулярности в геометрии Минковско-
го, мы можем избежать разрезов вдоль простран-
ственноподобных и времениподобных лучей всегда,
кроме двух исключительных случаев, когда конус
не имеет светоподобных образующих.

2.2. Исключительные конусы

Исключительный конус будущего типа (0, ϑ)∨
может быть получен из сектора θ ∈ [θ1, θ1 + ϑ], вы-
резанного из «будущего» двумя времениподобными
лучами θ = θ1 и θ = θ1 + ϑ, которые склеивают-
ся друг с другом с помощью буста с быстротой ϑ.
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На рис. 5 такой сектор ограничен положительными
полуосями t и t′.

Такой конус также можно получить, введя для
«будущего» соотношение эквивалентности θ ∼ θ+ϑ.
При этом сектор «будущее» наматывается на конус,
делая бесконечное число оборотов.

Аналогичные исключительные конусы могут
быть получены из других трех секторов: «право»
(0,−ϑ)<, «прошлое» (0, ϑ)∧ и «лево» (0,−ϑ)>.

Выбор знаков (минус для пространственноподоб-
ных секторов и плюс для времениподобных) обу-
словлен соответствием с типичными конусами, ко-
торые рассматриваются ниже.

Если триангуляция не позволяет поменять знак
временной компоненты времениподобного вектора
с помощью параллельного переноса (для склейки
симплексов используется ортохронная группа Ло-
ренца), то исключительные конусы будущего (0, ϑ)∨
и прошлого (0, ϑ)∧ надо различать. Для триангу-
ляций, не сохраняющих направление времени, ис-
ключительные конусы прошлого (0, ϑ)∧ и будущего
(0, ϑ)∨ не различаются.

Правые и левые исключительные конусы
(0,−ϑ)< и (0,−ϑ)> неразличимы для четырехмер-
ного пространства-времени.

Для триангуляций двумерной ориентируемой
мировой поверхности все четыре типа исключитель-
ных конусов различаются, если для склейки сим-
плексов используется группа SO+(1, 1). При исполь-
зовании группы O(1,1) перестают отличаться не
только правые конусы от левых, но и прошлые кону-
сы от будущих. Группа O+(1, 1) не различает право
и лево, но различает прошлое и будущее. По ана-
логии с группой O+(1, 1) = Ot+(1, 1) (подгруппа
O(1,1), для которой проекция новой оси t на ста-
рую всегда положительна) мы можем ввести группу
Ox+(1, 1) (подгруппа O(1,1), для которой проекция
новой оси x на старую всегда положительна). Груп-
па Ox+(1, 1) различает право и лево, но не различает
прошлое и будущее.

Мы описали исключительные конусы, в
следующем разделе опишем типичные конусы
Минковского.

2.3. Типичные конусы

Типичный конус типа (N,ϑ) состоит из N вре-
мениподобных и N пространственноподобных сек-
торов, чередующихся между собой и разграничен-
ных 2N светоподобными лучами. В каждом секторе
гиперболический угол пробегает весь диапазон зна-
чений: θ ∈ (−∞,+∞). На всех светоподобных лу-

чах, кроме одного, склейка осуществляется триви-
альным образом (как на плоскости Минковского).
По одному светоподобному лучу сделан разрез3), бе-
рега которого склеиваются с помощью буста с пара-
метром ϑ. Для определенности будем считать, что
мы обходим вершину конуса против часовой стрел-
ки и для выполнения склейки проводим буст с па-
раметром ϑ в секторе перед разрезом (или буст с
параметром −ϑ в секторе за разрезом). Как и де-
фицит угла в евклидовом конусе, параметр ϑ не ме-
няет знак при изменении ориентации поверхности
развертки.

Все светоподобные образующие можно разде-
лить на «правые» и «левые» лучи, которые череду-
ются при обходе вершины. На «правых» лучах ко-
ординаты задаются как x = t = ±eθ, на «левых» —
как x = −t = ±e−θ.

На всей поверхности типичного конуса можно
определить преобразование Лоренца, которое дей-
ствует как θ 7→ θ + ϑ.

Типичный конус (N,ϑ) для случая ϑ > 0

можно получить из типичного конуса (N, 0) вклей-
кой дополнительного времениподобного сектора
θ ∈ [−ϑ, 0) внутрь одного из времениподобных
секторов: делаем разрез вдоль времениподобного
луча θ = 0; отодвигаем один из берегов разреза,
сдвинув диапазон изменения координаты θ 7→ θ− ϑ,
(−∞, 0) → (−∞,−ϑ); вставляем дополнительный
сектор θ ∈ [−ϑ, 0).

Типичный конус (N,ϑ) для случая ϑ < 0 мож-
но получить из типичного конуса (N, 0) вклейкой
дополнительного пространственноподобного секто-
ра θ ∈ (0,−ϑ] внутрь одного из пространственно-
подобных секторов: делаем разрез вдоль простран-
ственноподобного луча θ = 0; отодвигаем один из
берегов разреза, сдвинув диапазон изменения коор-
динаты θ 7→ θ − ϑ, (0,+∞) → (−ϑ,+∞); вставляем
дополнительный сектор θ ∈ (0,−ϑ].

С этой точки зрения исключительный конус ти-
па (0, ϑ) можно рассматривать как типичный конус
с N = 0.

Глядя на рис. 6–10, удобно представить себе, что
каждая полуось осей x и t представляет собой рычаг,
потянув за который мы сдвигаем точки соответству-
ющего сектора вдоль концентрических гипербол, в
результате чего сектор растягивается в направлении

3) Для классификации конусов удобно делать разрез по
светоподобному лучу. Для вычислений в исчислении Редже
удобнее, чтобы разрезы были по пространственноподобным и
времениподобным лучам, чтобы тип конуса мог быть вычис-
лен через скалярные произведения векторов, направленных
вдоль разрезов.
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Рис. 6. Развертки стандартного конуса типа (2, 1
2
). На пер-

вом рисунке разрез идет по лучу «вперед в будущее». На

втором рисунке разрез идет по лучу «вперед в прошлое»,

по сравнению с первым рисунком сектор «право» подверг-

ся бусту с быстротой ϑ = 1
2
, т.е. растянулся вдоль U и

сжался вдоль V в
√
e раз

того светоподобного луча, к которому мы тянем ры-
чаг, и сжимается в направлении другого светоподоб-
ного луча. Параметр буста положителен, если рычаг
приближается к «правому» светоподобному лучу (к
собственной оси U).

Мы можем продолжить классификацию типич-
ных конусов с точки зрения значения и четности N .

2.4. Стандартные конусы

Среди типичных конусов выделим тип (2, ϑ) (на-
зовем его стандартным): только конус этого типа
может быть непрерывно деформирован в плоскость
Минковского (при ϑ = 0).

Разные развертки стандартного конуса типа
(2, 12 ) приведены на рис. 6–8. На всех рисунках
штриховыми линиями со стрелками показаны две
времениподобные геодезические параллельные в

x

t

UV

x

t

UV

Рис. 7. Развертки стандартного конуса типа (2, 1
2
) с разре-

зами, идущими «назад в будущее» и «назад в прошлое»

секторе «прошлое»: левая и правая. Жирная чер-
ная кривая на рис. 6–8 — один и тот же замкнутый
контур, охватывающий вершину конуса, кажущиеся
разрывы контура лежат на разрезах.

Для стандартного конуса типа (2, ϑ) две парал-
лельные в «прошлом» времениподобные прямые,
пройдя с разных сторон от вершины, сходятся при
ϑ < 0 и расходятся при ϑ > 0. Это легко можно уви-
деть на рис. 6–8. Отклонение геодезических [6] (см.
Приложение) позволяет определить, что знак ска-
лярной кривизны соответствует знаку параметра ϑ
и, следовательно, вклад сингулярности V в действие
равен ϑV для двумерного случая и ϑV |S(V )| для че-
тырехмерного (|S(V )| > 0).

Выбор знаков для дефицитов углов надо прово-
дить таким образом, чтобы положительные ϑ дава-
ли положительный вклад в действие, при этом дей-
ствие Гильберта принимает вид
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Рис. 8. Развертки стандартного конуса типа (2, 1
2
) с разре-

зами, идущими по положительным полуосям осей t и x. В

первом случае сектор между лучами V и t и сектор между

лучами t′ и U частично наложились друг на друга: сек-

тор между t′ и t покрыт разверткой два раза, т.е. имеет

место избыток ϑ = 1
2

гиперболического угла во времени-

подобном секторе. Во втором случае сектор между U и

x′ и сектор между x и −V оставляют между собой пустой

промежуток от x′ до x, т.е. имеет место дефицит ϑ = 1
2

ги-

перболического угла в пространственноподобном секторе

1

2

∫
R
√−g d4x ≈

∑

V

|S(V )|α′
V , (6)

α′
V =

{
αV , V времениподобно,

ϑV , V пространственноподобно,

где площади всех (D−2)-симплексов берутся по мо-
дулю |S(V )| > 0 (комплексные площади и дефициты
углов мы пока не вводим). Данная формула предпо-
лагает, что все конические сингулярности Минков-
ского являются стандартными (имеют тип (2, ϑ)),
это предположение подразумевается в литературе
[10, 11], но явно обычно не оговаривается.

I
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UV

V

VI

VII

VIII

UV

Рис. 9. Развертка конуса (4, 1
2
) состоит из двух экземпля-

ров плоскости Минковского. Разрезы проведены по лучам

«вперед в прошлое», вдоль которых склеены пары секто-

ров IV–V (с бустом с быстротой 1
2
) и VIII–I (без буста). По-

казаны две пары мировых линий наблюдателей, летящих

из двух секторов прошлого IV и VIII в два сектора буду-

щего II и VI. Геодезические, проходящие из одного сектора

прошлого по разные стороны вершины конуса, попадают в

разные секторы будущего

2.5. Четные и нечетные конусы

Типичные конусы типа (N,ϑ) с четным и нечет-
ным N (назовем их четными и нечетными) различа-
ются с точки зрения причинности: у четных конусов
времениподобные секторы можно разделить на бу-
дущие и прошлые так, чтобы они чередовались при
обходе вершины, а у нечетных конусов это невоз-
можно. Таким образом, четный конус (2n, ϑ) может
рассматриваться как n-листное накрытие стандарт-
ного конуса (2, ϑ/n) (см. рис. 9).

На нечетном конусе типа (1, ϑ) времениподобные
геодезические, обходя вершину конуса, разворачи-
ваются во времени, при этом их релятивистская ско-
рость ui = dxi/dτ меняет знак и подвергается бусту
с параметром ϑ.
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Рис. 10. Развертки нечетного конуса типа (1, 1
2
)

На рис. 10 изображены развертки конуса типа
(1, 12 ). На первой развертке разрезы идут по оси U

(«вперед в будущее» и «назад в прошлое»). На вто-
рой развертке разрез идет по оси V («назад в буду-
щее» и «вперед в прошлое»), по сравнению с пер-
вой разверткой сектор «лево» подвергся преобразо-
ванию центральной симметрии (развернулся в по-
ложение «право», результат показан пунктиром) и
бусту с быстротой ϑ = 1

2 , т.е. растянулся вдоль U и
сжался вдоль V в

√
e раз. Жирная кривая на самом

деле замкнута (видимые разрывы располагаются на
разрезах) и охватывает вершину конуса. Штриховая
линия со стрелками — времениподобная геодезиче-
ская, обходящая вершину конуса и разворачиваю-
щаяся назад по времени.

По сравнению с евклидовым конусом, типичный
конус (N,ϑ) имеет два параметра, аналогичных де-
фициту угла: ϑ и 2−N . Оба этих параметра могут
давать свой вклад в действие (подобно дефициту уг-
ла в евклидовой ОТО). Вклад параметра ϑ мы уже
установили. Вклад параметра 2 − N мы установим
ниже (он окажется мнимым).

3. КОНИЧЕСКИЕ СИНГУЛЯРНОСТИ ПРИ
ИЗМЕНЕНИИ ЗНАКА МЕТРИКИ

Плоскость Минковского имеет дополнительную
симметрию по сравнению с пространствами Мин-
ковского большей размерности. Она связана с тем,
что число пространственных и временных коорди-
нат совпадает и выбор, какую координату считать
временной, а какую пространственной, оказывается
произвольным. При преобразовании, которое зада-
ет эту симметрию, изменяется знак метрики и про-
странственноподобные кривые переходят во време-
ниподобные и наоборот. Такая симметрия позволяет
рассматривать триангуляции двумерных поверхно-
стей, при которых склеиваются пространственнопо-
добные ребра с времениподобными (длины склеива-
емых ребер должны совпадать по модулю). Склей-
ка осуществляется путем комбинации буста и из-
менения знака метрики. Пространственноподобные
и времениподобные секторы теперь неразличимы.
Можно склеивать пространственноподобные лучи с
времениподобными (но не со светоподобными). Как
и при обычной склейке конусов, образующие, по ко-
торым проводится склейка, не выделены: разрез,
чтобы развернуть конус на плоскость Минковского,
можно провести по любой образующей. Параметр ϑ
теперь определен только по модулю. В результате
все четыре типа исключительных конусов сливают-
ся в один.

Для типичных конусов условие чередования про-
странственноподобных и времениподобных секторов
теряет смысл, так что общее число секторов 2N мо-
жет быть нечетным. Такие конусы мы будем назы-
вать полуцелыми.

Для полуцелых конусов светоподобные образую-
щие нельзя разделить на «правые» и «левые» так,
чтобы они чередовались при обходе вершины. По
этой причине преобразование Лоренца на полуце-
лом конусе не может быть определено однозначно:
будет хотя бы один разрез, на берегах которого пре-
образование Лоренца будет действовать с разными
знаками быстроты. Такой разрез можно выбрать по
одной из светоподобных образующих. За счет того,
что при преобразованиях Лоренца берега разреза
подвергаются обратным преобразованиям, мы мо-
жем добиться, чтобы сшивка нечетного конуса из
секторов осуществлялась вообще без использования
бустов: у полуцелых конусов всегда ϑ = 0. При-
меры разверток полуцелых конусов приведены на
рис. 11, 12.

4 ЖЭТФ, вып. 2 (8)
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Рис. 11. Развертки полуцелого конуса типа ( 1
2
, 0). На пер-

вой развертке склеиваются лучи U и V , на второй — лучи

x и t. Штриховая линия со стрелками 1–2–3–4–5–6 — гео-

дезическая. Точки 2, 3, 4, 5 — это одна точка самопересе-

чения геодезической

t UV

Рис. 12. Развертка полуцелого конуса типа ( 3
2
, 0). На раз-

вертке склеиваются лучи U и −V . Две геодезические про-

ходят с двух сторон от вершины. Обе идут из сектора «про-

шлое», но для правой линии в роли «будущего» выступает

сектор «лево». Как и для других полуцелых конусов, раз-

делить пространственноподобные и времениподобные на-

правления можно локально, но не глобально

Теперь нам необходимо вычислить действие для
описанных конусов, но прежде мы сосредоточимся
на одном важном моменте.

4. КОМПЛЕКСНАЯ ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ
ДЕФИЦИТОВ УГЛОВ И ПЛОЩАДЕЙ

Для пространства-времени с сигнатурой
(−,+,+,+) пространственноподобные интервалы
выражаются вещественными числами, а времени-
подобные — мнимыми. Поэтому пространственно-
подобным треугольникам естественно приписать
вещественную площадь, а времениподобным —
мнимую. Следуя [10], будем считать, что площа-
ди пространственноподобных и времениподобных
треугольников выражаются числами, лежащими на
положительных полуосях вещественной и мнимой
осей соответственно (положительными веществен-
ными и «положительными мнимыми» числами).
Круговые углы будем считать вещественными, а
гиперболические — мнимыми.

Снова рассмотрим разбиение плоскости Минков-
ского на четыре сектора, но уже с использовани-
ем комплексных чисел (выбор знаков снова соответ-
ствует статье [10]):

< «право» (x > |t|):
{

x = r cos(iθ) = r cos(iθ + 2π),

it = r sin(iθ) = r sin(iθ + 2π);
(7)

∨ «будущее» (t > |x|):




x = ir cos
(
iθ +

π

2

)
,

it = ir sin
(
iθ +

π

2

)
;

(8)

> «лево» (x < −|t|):
{

x = r cos (iθ + π) ,

it = r sin (iθ + π) ;
(9)

∧ «прошлое» (t < −|x|):




x = ir cos

(
iθ +

3π

2

)
,

it = ir sin

(
iθ +

3π

2

)
.

(10)

Во всех секторах плоскости Минковского полу-
чаем псевдокоружность:

{
x = R cos(ϕ),

it = R sin(ϕ);
R = +

√
x2 − t2, (11)

ϕ = n
π

2
+ iθ, n ∈ Z.
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Рис. 13. На плоскости Минковского, как и на евклидовой

плоскости, угол меняется с периодом 2π

Радиус R является вещественным положительным
для пространственноподобных секторов и мнимым
положительным для времениподобных. Угол ϕ при
обходе вокруг начала координат, начиная с положи-
тельной полуоси x, ведет себя согласно рис. 13.

Мы можем определить круговой угол как изме-
нение комплексного угла ϕ между любыми направ-
лениями в плоскости Минковского, кроме светопо-
добных. Проводя границы между секторами по про-
странственноподобным и времениподобным направ-
лениям, мы можем вычислить комплексный дефи-
цит угла для конуса Минковского:

α = 2π −
∑

k

ϕk, (12)

ϕk — угол между границами сектора с номером k.
Если брать стандартные конусы, то это воспро-

изводит определение дефицита угла из статьи Сор-
кина [10]. Но теперь мы можем определить дефицит
угла для любого конуса типа (N,ϑ):

α(N,ϑ) = (2−N)π + iϑ. (13)

Исключительные конусы также описываются дан-
ной формулой при N = 0.

Формула (13) дает нам ключ для вычисления
действия для отдельных конусов и, следовательно,
для вычисления действия Гильберта в целом.

5. ДЕЙСТВИЕ ГИЛЬБЕРТА

Действие Гильберта теперь удобно записать как

iS=
i

2

∫
R
√−g= 1

2

∫
R
√
g d4x ≈

∑

V

S(V )αV . (14)

Все площади треугольников S(V ) являются поло-
жительными вещественными или положительными
мнимыми, дефициты углов для евклидовых кону-
сов — вещественными, а для конусов Минковского —
комплексными (для стандартных конусов — чисто
мнимыми).

Нестандартные конусы Минковского дают ком-
плексный вклад в действие, что соответствует то-
му, что они не могут возникать при триангуляции
классического (решающего классические уравнения
движения) пространства-времени.

Мнимая добавка к действию от нестандартного
конуса типа (N,ϑ) имеет вид

iδS(N,0) = (2−N)π S(V ) ∈ R, (15)

δS(N,0) = −i(2−N)π S(V ).

Добавка iδS положительна при N < 2 и отрицатель-
на при N > 2.

Обсудим смысл нестандартных конусов
Минковского.

Самое умеренное обобщение гравитации в ске-
летной геометрии состоит в том, чтобы разрешить
только четные конусы Минковского.

Только четные конусы позволяют однозначно от-
делять прошлое и будущее. Типичным четным ко-
нусам при N > 2 соответствуют отрицательные до-
бавки iδS, что может отвечать классически запре-
щенным процессам, которые тем не менее возмож-
ны в квантовом случае. Четные конические сингу-
лярности при N = 2n > 2 соответствуют ветвлению
пространства-времени, когда возникают n причин-
но не связанных между собой вариантов будуще-
го (и прошлого). Из данного конкретного прошло-
го из n вариантов будущего доступны только два,
которые выбираются в зависимости от того, с ка-
кой стороны обходится сингулярность. Сделать до-
ступными более двух секторов будущего можно с
помощью дополнительных конических сингулярно-
стей, увеличивая количество ветвлений, каждое из
которых дает выбор из двух вариантов.

В число четных конусов Минковского попада-
ют исключительные конусы, которым мы приписали
тип (0, ϑ). Для такого конуса iδS = (2π + iϑ)S(V ).
Вещественная часть этого выражения 2πS(V ) > 0,
что позволяет предположить связь с некоторым фа-
зовым переходом. Исключительный конус содержит
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только часть одного из четырех секторов плоскости
Минковского. В случае если этот сектор — «буду-
щее» (0, ϑ)∨ (ϑ > 0), такой конус устроен как син-
гулярность, в которой рождается расширяющееся
пространство-время размерности 1+1. Конусы, со-
держащие только пространственноподобные секто-
ры (ϑ < 0), вероятно, должны быть исключены, так
как содержат замкнутые времениподобные мировые
линии.

Теперь мы готовы обобщить наши размышления
путем формулировки и обсуждения строгих правил
склейки симплексов.

6. СКЛЕЙКА СИМПЛЕКСОВ ПРИ
ТРИАНГУЛЯЦИЯХ

Сформулируем более подробно правила склейки
симплексов при триангуляции D-мерного простран-
ства и обсудим их возможные модификации.

1. На всех D-симплексах метрика имеет одина-
ковую сигнатуру.

2. Два D-симплекса E1 и E2 имеют не более чем
один общий (D − 1)-симплекс F .

3. Метрики, полученные ограничением на
(D − 1)-симплекс F метрики D-симплекса E1 и
метрики D-симплекса E2, совпадают.

4. Каждый d-симплекс (d < D) может быть об-
щим только для конечного числа симплексов боль-
шей размерности.

5. В каждом ортогональном сечении простран-
ственноподобного (D − 2)-симплекса V количество
светоподобных лучей, выходящих из точки v ∈ V ,
равно 4.

6. Окрестность каждой точки триангуляции го-
меоморфна D-мерному шару.

При выполнении всех шести условий склейки
триангуляция может содержать только евклидовы
конусы и стандартные конусы Минковского, что со-
ответствует стандартному исчислению Редже.

Стандартное исчисление Редже предполагает,
что скелетная геометрия является приближени-
ем к геометрии некоторого гладкого пространства-
времени, не содержащего сингулярностей. Однако
многие физически осмысленные решения уравне-
ний Эйнштейна содержат сингулярности. Поэтому
естественно попытаться обобщить исчисление Ре-
дже, сделав допустимыми триангуляции, которые
не могут быть непрерывно деформированными к
пространству-времени без сингулярностей. Новым
допустимым склейкам симплексов при этом следует

приписать дополнительный вклад в действие (воз-
можно, комплексный).

Интересно было бы отменить или ослабить пра-
вила склейки 5, 1 и 6.

Обобщение, рассмотренное выше, допускающее
четные конусы Минковского, предполагает ослабле-
ние условия 5 до следующего условия:

5’. В каждом ортогональном сечении простран-
ственноподобного (D − 2)-симплекса V количество
светоподобных лучей, выходящих из точки v ∈ V ,
делится на 4.

Если от условия 5 вообще отказаться, то ста-
нут возможны как четные, так и нечетные кону-
сы Минковского. Такая геометрия плохо различает
прошлое и будущее и требует отдельного рассмот-
рения с точки зрения причинности.

Если отказаться от условия 1, то допускает-
ся геометрия пространства-времени с переменной
сигнатурой. Такой подход полезен для рассмотре-
ния возникновения Вселенной в модели Хокинга–
Хартла [12]. Классификация конических сингуляр-
ностей при этом расширяется: становятся возможны
конические сингулярности переменной сигнатуры,
когда в ортогональном сечении (D − 2)-симплекса
присутствуют секторы с разной сигнатурой. Такие
сингулярности мы рассматриваем в разд. 7.

Интересно было бы отказаться также от усло-
вия 6. В этом случае следует для каждой точки,
малая окрестность которой не гомеоморфна шару,
ввести свой вклад в действие. Отказ от условия
6 требует классификации всех таких особенностей.
Для двумерного пространства условие 6 выполня-
ется автоматически. Для трехмерного пространства
классификация особенностей, нарушающих условие
6, может основываться на топологии границы ма-
ленького шара с центром в вершине триангуляции,
а соответствующий вклад в действие может быть
пропорционален отличию эйлеровой характеристи-
ки границы этого шара от двух (два — эйлерова
характеристика двумерной сферы). Для размерно-
сти D > 3 такие сингулярности локализованы на
(D − 3)-симплексах, соответствующий вклад в дей-
ствие (вероятно, мнимый) должен быть пропорцио-
нален объему (D − 3)-симплекса (в четырехмерном
случае — длине ребра). Исследование сингулярно-
стей, возникающих при отмене правила склейки 6,
требует отдельного рассмотрения.

Мы рассмотрели различные модификации, кото-
рые интересны с точки зрения классической физи-
ки, но квантовый мир может подарить нам еще одну
возможность.
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7. КОНИЧЕСКИЕ СИНГУЛЯРНОСТИ
ПЕРЕМЕННОЙ СИГНАТУРЫ

Работа Хокинга–Хартла [12] привлекла внима-
ние к необходимости рассматривать в рамках кван-
товой гравитации пространство-время с переменной
сигнатурой. В таком пространстве выделены грани-
цы доменов с разной сигнатурой (доменные стенки),
которые представляют собой поверхности размерно-
сти D− 1. При триангуляции без условия склейки 1
каждый D-симплекс лежит в пределах одного до-
мена с определенной сигнатурой. При этом часть
(D − 1)-симплексов ложится на доменную стенку.
Если (D − 2)-симплекс лежит на доменной стенке,
то на соответствующей конической сингулярности
сходятся секторы с разной сигнатурой.

При склейке двух соседних D-симплексов E1 и
E2 на них можно ввести общую систему координат
с постоянным метрическим тензором, только если
сигнатуры метрик на E1 и E2 одинаковы. В этом
случае внутренние точки разграничивающего E1 и
E2 (D−1)-симплекса никаких особенностей не несут.
Если сигнатуры метрик на E1 и E2 различны, то
разграничивающий их (D−1)-симплекс — часть до-
менной стенки.

Мы по-прежнему можем классифицировать ко-
нусы по числу светоподобных образующих, но меж-
ду двумя такими образующими пространственнопо-
добный или времениподобный сектор может разры-
ваться любым конечным числом евклидовых секто-
ров с сигнатурой (+,+) или (−,−) соответственно.

Условие склейки треугольников — равенство ин-
тервала вдоль склеиваемых сторон. Таким обра-
зом, метрики, индуцируемые с двух сторон на гра-
нице симплексов, должны совпадать, а сигнатуры
склеиваемых треугольников могут различаться не
более, чем на один знак. Такие границы склейки
(пространственно- и времениподобные) соответству-
ют доменным стенкам и уже не являются произ-
вольными, поскольку на них локализована неустра-
нимая особенность метрического тензора (измене-
ние сигнатуры). Кроме неустранимых разрезов мо-
гут быть устранимые разрезы, которые разделяют
секторы с одинаковой сигнатурой.

Такая сингулярность описывается последо-
вательностью комплексных и вещественных
углов между последовательными разрезами
(пространственно- или времениподобными), при
обходе вершины конуса против часовой стрелки:
(ϕ1, . . . , ϕn).

Последовательность (ϕ1, . . . , ϕn) определена с
точностью до циклических перестановок. Кроме то-

го, если подряд идут два сектора с одной сигнату-
рой, то граница между ними является устранимой и
секторы можно объединить, а соответствующие уг-
лы сложить. После такого объединения углы, отве-
чающие евклидовым ((+,+) или (−,−)) секторам,
и углы, отвечающие секторам Минковского, чере-
дуются. Договоримся, что последовательность все-
гда начинается с евклидова сектора, а заканчива-
ется сектором Минковского. Если евклидовы секто-
ры или секторы Минковского отсутствуют, то будем
считать, что соответствующий угол равен нулю.

Для евклидова конуса имеем последователь-
ность (ϕ, 0), для конуса Минковского типа (N,ϑ)

имеем последовательность (0, N π
2 − iϑ).

Осталось сопоставить такому конусу некоторый
дефицит угла и соответствующий вклад в действие.

При изменении знака метрики скалярная кри-
визна меняет знак (см. Приложение). По аналогии
предположим, что при изменении знака метрики
должен меняться и знак вклада в действие конуса с
переменной сигнатурой. Вследствие этого, если кру-
говой угол в секторе с сигнатурой (+,+) считается
вещественным положительным (как для евклидова
конуса), то круговой угол в секторе с сигнатурой
(−,−) — вещественным отрицательным.

Секторам c сигнатурой (+,+) и (−,−) отвеча-
ют вещественные положительные и отрицательные
углы соответственно. Секторам с сигнатурой (+,−)

соответствуют комплексные углы вида iϑ+ k π
2 , где

ϑ ∈ R, k ∈ {0} ∪ N.
Конусу переменной сигнатуры с последователь-

ностью углов (ϕ1, . . . , ϕn) можно приписать ком-
плексный дефицит угла:

α = 2π −
n∑

m=1

ϕm. (16)

Соответствующий вклад в действие выражается
прежней формулой:

iδS = S(V )αV . (17)

Пограничные симплексы (в двумерном случае —
отрезки), на которых происходит перемена сигнату-
ры, могут давать вклад в действие, пропорциональ-
ный объему (длине) такой границы. То есть мы мо-
жем добавить в действие член, пропорциональный
объему (длине) доменной стенки. Естественно брать
вклад iδS мнимым положительным для временипо-
добных поверхностей (отрезков), как для реляти-
вистских мембран (частиц), и вещественным поло-
жительным для пространственноподобных поверх-
ностей (отрезков), как для тахионов.
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8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исчисление Редже с нестандартными (N 6= 2)
коническими сингулярностями Минковского позво-
ляет выйти за пределы общей теории относитель-
ности и рассматривать процессы ветвления и воз-
никновения пространства-времени. То, что соответ-
ствующее действие оказывается комплексным, пока-
зывает, что эти процессы не описываются в рамках
классической теории, но могут описываться кванто-
вой теорией.

Исчисление Редже с симплексами различной
сигнатуры может представлять значительный ин-
терес с точки зрения развития идей Хокинга и
Хартла, поскольку допускает вычисление действия
и соответствующего «интеграла по траекториям»
для значительно большего класса пространственно-
временных конфигураций.

В данной статье основное внимание было уде-
лено классификации конических сингулярностей и
возможному их вкладу в действие. Изучение раз-
личных обобщений исчисления Редже требует даль-
нейших исследований.
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ПРИЛОЖЕНИЕ. ОПРЕДЕЛЕНИЯ,
СОГЛАШЕНИЯ, ЗНАКИ

В литературе по общей теории относительности
используются разные соглашения о знаках. Здесь
приведены некоторые определения и ключевые фор-
мулы с теми знаками, которые мы используем.

Для метрики пространства-времени gij предпо-
лагается сигнатура (−,+,+,+). Временная коорди-
ната t = x0, пространственные координаты: x = x1,
y = x2, z = x3.

В разд. 3 возможны любые сигнатуры, включая
(+,+,+,+), (−,−,+,+), (−,−,−,+), (−,−,−,−).

Коэффициенты связности (на гладком мно-
гообразии) предполагаются симметричными
метрическими:

Γi
jk =

gil

2
(∂jglk + ∂kglj − ∂lgjk) , ∂i =

∂

∂xi
. (18)

При изменении знака метрики gij → −gij ко-
эффициенты связности остаются неизменными:
Γi

jk → Γi
jk.

Изменение знака метрики в первую очередь ин-
тересно для нас с точки зрения перестановки осей x
и t на плоскости Минковского.

Тензоры Римана и Риччи записываются в виде

Ri
jkl = ∂kΓ

i
jl − ∂lΓ

i
jk +Γi

mkΓ
m

jl −Γi
mlΓ

m
jk, (19)

Rjl = Rk
jkl. (20)

При изменении знака метрики тензоры Римана и
Риччи также остаются неизменными.

Скалярная кривизна

R = Rjlg
jl (21)

при изменении знака метрики меняет знак.
В двумерном пространстве тензор Римана имеет

одну независимую компоненту R1212 для евклидо-
вой плоскости и R1010 для плоскости Минковского.
В случае, если метрика слабо отличается от метрики
Евклида (Минковского), или в ортонормированном
базисе имеем

R1212 = R1
212 =

R

2
, R1010 = R1

010 = −R
2
. (22)

Относительное ускорение соседних геодезиче-
ских выражается уравнением (см. [6], т. 1, гл. 11,
с. 331)

∇u∇un
i +Ri

jklu
jnkul = 0, (23)

∇un
i = ∂un

i + Γi
jkn

juk.

Здесь ui — единичная касательная к геодезической,
ni — разделяющий вектор, соединяющий данную
геодезическую с соседней (бесконечно близкой) гео-
дезической.

Пусть две геодезические сближаются в двумер-
ном пространстве с геометрией, близкой к геомет-
рии Евклида или Минковского (нам достаточно ли-
нейного приближения для определения знака эф-
фекта). Пусть в данный момент времени векторы ni

и ui имеют по одной ненулевой компоненте n1 = 1

и ua = 1. Здесь ua = u2 для евклидовой сигнатуры
или ua = u0 для сигнатуры Минковского. Тогда

∇u∇un
1 = −R1

a1a = −R1a1a < 0. (24)

Это дает нам R > 0 для евклидовой сигнатуры и
R < 0 для сигнатуры Минковского.
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