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В приближении слабой нелинейности исследовано взаимодействие геодезических акустических мод

(ГАМ) и низкочастотных зональных течений в токамаках с тороидальным вращением плазмы. Пока-

зано, что определяющее влияние на зональное течение оказывают нелинейные эффекты, обусловленные

самим зональным течением. Из-за своей малой частоты уже при небольших амплитудах зональное те-

чение становится заведомо нелинейным. Получено условие, при котором зональное течение может быть

описано в приближении слабой нелинейности. Вместе с тем основное влияние на ГАМ оказывает ее

нелинейное взаимодействие с зональным течением. В результате взаимодействия возникают сателлиты

ГАМ с частотами, равными сумме и разности частот ГАМ и зонального течения. Частоты сателлитов

качественно согласуются с частотами сателлитов, наблюдаемых в спектре колебаний потенциала в то-

камаке Т-10. При этом в противоречии с экспериментальными результатами вычисленные амплитуды

сателлитов малы по сравнению с амплитудой ГАМ.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Зональные течения являются повсеместным яв-
лением в природе. Особенно хорошо они прослежи-
ваются в атмосфере Юпитера. Они также присут-
ствуют в атмосфере Венеры, в земной атмосфере
и океанах, в солнечном тахоклине. Зональные те-
чения и геодезические акустические моды (ГАМ),
называемые иногда высокочастотными зональными
течениями, также являются широко распространен-
ными явлениями в лабораторной плазме в совре-
менных тороидальных установках магнитного удер-
жания (токамаках, стеллараторах). По существую-
щим на данный момент представлениям, основан-
ным на экспериментальных наблюдениях, теорети-
ческом анализе и численном моделировании, они
являются неотъемлемым элементом мелкомасштаб-
ной турбулентности плазмы и играют критическую
роль в регулировании аномального переноса плаз-
мы. В этой связи за последние 25 лет им посвяще-
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но огромное количество публикаций (см., например,
обзоры [1–3] и приведенные в них ссылки). Вместе
с тем до полного понимания многих их свойств, а
также некоторых явлений, связываемых с зональ-
ными течениями и ГАМ, весьма далеко. Одним из
таких загадочных явлений, не имеющим должного
теоретического объяснения, является регулярно на-
блюдаемый в спектре колебаний электростатическо-
го потенциала плазмы на токамаке Т-10 дополни-
тельный пик амплитуды на частоте, близкой к тео-
ретически предсказанной частоте ГАМ [4–9]. Потен-
циал, характеризующий дополнительный пик коле-
баний, как и ГАМ, имеет осесимметричную структу-
ру и не зависит от полоидального и тороидального
углов (m = 0, n = 0, где m и n – полоидальное
и тороидальное волновые числа), а его частота из-
меняется при изменении температуры плазмы. До-
полнительный пик фиксируется с использованием
самых различных диагностик плазмы (корреляци-
онной рефлектометрии, ленгмюровских зондов, ди-
агностики пучком тяжелых ионов) и получил у экс-
периментаторов название сателлита ГАМ. О наблю-
дении аналогичного явления посредством корреля-
ционной рефлектометрии в экспериментах на тока-
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маке TEXTOR сообщалось в работе [10]. Cателлиты
ГАМ фиксировались также на токамаке STOR-M c
помощью ленгмюровских зондов [11]. Линейная тео-
рия не предсказывает появления дополнительного
колебания с частотой, близкой к частоте ГАМ, об-
ладающего приведенными выше свойствами. Также
следует отметить, что наблюдаемый на многих уста-
новках характер ГАМ как собственной моды колеба-
ний с постоянной по радиусу частотой (∼ 20 кГц) и
даже амплитудой [12] не был пока удовлетворитель-
но объяснен теорией. Можно предположить, что эти
явления обусловлены нелинейными эффектами.

При наличии в токамаке равновесного торои-
дального вращения из-за центробежного эффекта
возникает стратификация по полоидальному углу
давления и плотности плазмы на магнитных поверх-
ностях токамака (см., например, [13]). Вкупе с кри-
визной силовых линий магнитного поля такая стра-
тификация приводит к тому, что, как показано в
линейной теории [13–15], в плазме существует две
ветви осесимметричных электростатических колеба-
ний, характеризуемых потенциалом с m = 0, n = 0.
Одной из ветвей является ГАМ, модифицированная
эффектами вращения, а вторая ветвь имеет часто-
ту, много меньшую частоты ГАМ, и обращается в
нуль в отсутствие вращения. Такую моду в литера-
туре принято называть низкочастотным зональным
течением. Она характеризуется осциллирующими с
малой частотой электростатическим потенциалом и
движением плазмы на магнитных поверхностях (по-
добно ГАМ). В дальнейшем в данной работе под зо-
нальным течением (в расширенном смысле этого по-
нятия) будем понимать именно эту моду колебаний
плазмы.

Задача о нелинейном взаимодействии ГАМ с низ-
кочастотным зональным течением рассматривает-
ся в рамках одножидкостной магнитогидродинами-
ческой (МГД) модели. Эта модель приводится в
разд. 2. Впервые она была предложена в недавней
работе [16]. Нелинейность, учитываемая в данной
модели, обусловлена E×B -дрейфом плазмы в скре-
щенных возмущенном электрическом поле и равно-
весном магнитном поле. Это — так называемая век-
торная нелинейность. В силу того, что возмущен-
ный электростатический потенциал рассматривае-
мых возмущений зависит только от метки магнит-
ной поверхности, нелинейные эффекты проявляют-
ся только в уравнениях сателлитных полоидальных
гармоник с m = ±1 возмущений давления, массо-
вой плотности и скорости плазмы вдоль магнитно-
го поля, сопровождающих возмущение потенциала
плазмы. Используемая МГД-модель описывает вза-

имодействие ГАМ с низкочастотным зональным те-
чением на магнитной поверхности. В разд. 3 в при-
ближении слабой нелинейности исследуется взаимо-
действие ГАМ и зональных течений. Вводится соот-
ветствующий малый параметр нелинейности, прово-
дится упорядочение возмущенных величин и приме-
няется стандартный метод асимптотического разло-
жения по малому параметру. Вопрос о применимо-
сти МГД-модели к интерпретации эксперименталь-
ных результатов обсуждается в разд. 4. Также в
этом разделе суммированы полученные в настоящей
работе результаты и следующие из них выводы, а
также критически обсуждаются результаты недав-
ней работы [16].

2. ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ

ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ

Будем описывать плазму следующей системой
уравнений:

ρ

(
∂

∂t
+ v · ∇

)
v = −∇p+ 1

4π
rotB×B,

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0,

∂p

∂t
+ v · ∇p+ γp divv = 0,

v ×B = c∇φ,

(1)

где ρ,v, p — массовая плотность, скорость и давле-
ние плазмы, B — индукция равновесного магнитно-
го поля, c — скорость света, а φ — электростати-
ческий потенциал, описывающий электрическое по-
ле. В рамках модели предполагается рассматривать
электростатические возмущения плазмы, при кото-
рых магнитное поле не возмущается. Термодинами-
ческое состояние плазмы описывается уравнением
адиабаты с показателем γ.

Осесимметричное МГД-равновесие в токама-
ке с чисто тороидальным вращением плазмы в
стандартной цилиндрической системе коорди-
нат {R,ϕ, Z} описывается хорошо известными
соотношениями [13,17]:

B = I(ψ)∇ϕ +∇ϕ×∇ψ, φ0 = φ0(ψ),

v0 = R2Ω∇ϕ, Ω ≡ −cdφ0/dψ,

R2div

(∇ψ
R2

)
+

1

2

dI2

dψ
+ (2)

+4πR2 (∇p0 − ρ0Ω
2∇R2/2) · ∇ψ

|∇ψ|2 = 0.

Равновесные температура и плотность плазмы одно-
значно не определяются в рамках одножидкостной
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МГД-модели, но должны удовлетворять равновесно-
му уравнению движения плазмы вдоль магнитного
поля

ρ0Ω
2

2
B · ∇R2 = B · ∇p0. (3)

Для определенности будем полагать, что из-за вы-
сокой теплопроводности температура плазмы посто-
янна на магнитных поверхностях токамака, так что
p0 = T (ψ)ρ0. Тогда

p0 = p(ψ) exp(Ω2R2/2T (ψ)),

ρ0 = ρ(ψ) exp(Ω2R2/2T (ψ).
(4)

Возмущения плазмы будем описывать в пото-
ковых координатах {ψ, θ, ϕ} c выпрямленными си-
ловыми линиями, в которых коэффициент запа-
са устойчивости токамака q не зависит от поло-
идального угла и является функцией магнитной
поверхности:

q ≡ B · ∇ϕ
B · ∇θ = q(ψ).

Здесь θ — полоидальный угол.
Рассматриваем осесимметричные электростати-

ческие возмущения приведенного равновесия плаз-
мы, не зависящие от тороидального угла ϕ. Пред-
ставляем все величины, входящие в уравнения (1),
в виде суммы равновесной величины, обозначаемой
нижним индексом «0», и ее возмущения, которое бу-
дем обозначать штрихом. Тогда из последнего урав-
нения в (1) получаем

v′ ×B = с∇φ′.

Отсюда следует, что φ′ = φ′(ψ), а возмущенная ско-
рость плазмы направлена вдоль магнитных поверх-
ностей токамака и описывается выражением

v′ =
сB×∇ψ

B2

∂φ′

∂ψ
+
v′‖

B
B =

=

(
cI

B2

∂φ′

∂ψ
+
v′‖

B

)
B− cR2 ∂φ

′

∂ψ
∇ϕ. (5)

Тогда с учетом выражения (5) уравнения для возму-
щенного давления и возмущенной продольной ско-
рости плазмы записываем в виде

∂p′

∂t
+
qIA

B2
B · ∇(p0 + p′) +

+γp0

(
qIAB · ∇ 1

B2
+

1

B
B · ∇v′‖

)
= 0, (6)

∂v′‖

∂t
+
qIA

B2
B · ∇v′‖ +

qΩA

B
B · ∇R2 = −B · ∇p′

ρ0B
. (7)

Здесь A = (c/q)∂φ′/∂ψ — угловая скорость поло-
идального вращения плазмы под действием возму-
щенного радиального электрического поля:

v′
E · ∇θ ≡ cB×∇φ′

B2
· ∇θ ≡ cI2

qR2B2

∂φ′

∂ψ
≈ A.

Для описания возмущенной плотности в дальней-
шем удобно пользоваться уравнением, следующим
из уравнения непрерывности при вычитании из
него уравнения (6) с коэффициентом c−2

s , которое
имеет вид

∂

∂t

(
ρ′ − p′

c2s

)
+
qIA

B2
B · ∇

(
ρ′ − p′

c2s

)
−

− ρ0
γ

qIA

B2
B · ∇ ln

p0
ργ0

= 0. (8)

Здесь cs ≡ (γp̄0/ρ̄0)
1/2 — скорость звука, а p̄0, ρ̄0

— усредненные по магнитной поверхности значения
давления и массовой плотности плазмы.

Для замыкания системы уравнений (6)–(8)
необходимо получить уравнение, описывающее
временну́ю эволюцию A. Для этого умножаем урав-
нение движения плазмы на величину R2Bp/Bp ·∇θ,
где Bp = ∇ϕ × ∇ψ, и интегрируем по магнитной
поверхности, учитывая при этом уравнение (7). В
результате получаем

∮
Idθ

Bp · ∇θ

[
ρ0q

|∇ψ|2
B2

∂A

∂t
− Ip′B · ∇ 1

B2
−

−
(
ρ0Ω

v′‖

B
+
ρ′IΩ2

2B2

)
B · ∇R2

]
= 0. (9)

Отметим, что, как уже было сказано во Введе-
нии, определяющая нелинейность в рассматривае-
мой проблеме обусловлена возмущенным дрейфом
плазмы в скрещенных полях — магнитном и возму-
щенном электрическом, и описывается оператором

v′
E · ∇ ≡ (qIA/B2)B · ∇.

Это — так называемая векторная нелинейность. По-
скольку величина A зависит лишь от магнитно-
го потока ψ и не зависит от полоидального уг-
ла θ, то нелинейность в уравнении (9) отсутствует
и это уравнение является линейным по амплитуде
возмущений.

Отметим, что система уравнений (6)–(9) с точно-
стью до обозначений идентична системе уравнений,
впервые предложенной в недавней работе [16] (см.
уравнения (11)–(13), (15) указанной работы).
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В дальнейшем будем рассматривать упрощен-
ную модель токамаков с большим аспектным отно-
шением R0/a≫ 1 (R0 и a — большой и малый ради-
усы токамака) и круглыми концентрическими маг-
нитными поверхностями, так что

ψ = ψ(r), R ≈ R0 + r cos θ, Z = r sin θ.

В этом приближении

p0 = p̄0(r)

(
1 +

r

R0
γM2 cos θ

)
,

ρ0 = ρ̄0 ·
p0(r)

p̄0(r)
,

где M ≡ ΩR0/cs — звуковое число Маха. Из-за цен-
тробежной силы, обусловленной тороидальным вра-
щением плазмы, имеет место стратификация ее дав-
ления и массовой плотности по полоидальному углу.
Амплитуда магнитного поля в используемом при-
ближении дается выражением B0 = BsR0/R, где Bs

— значение поля на магнитной оси.
Как хорошо известно из предшествующих иссле-

дований [14], осесимметричные возмущения плаз-
мы типа зональных течений характеризуются уг-
ловой скоростью полоидального вращения плазмы
под действием возмущенного радиального электри-
ческого поля A и возмущениями давления, массовой
скорости и продольной скорости в виде

p′ = pc cos θ + ps sin θ,

ρ′ = ρc cos θ + ρs sin θ,

v′‖ = vc cos θ + vs sin θ.

(10)

Представляя указанные величины в виде (10), пере-
писываем систему уравнений (6)–(9) и получаем

∂pc

∂t
+
γp0
qR0

vs = −Aps,

∂vs

∂t
− pc

ρ0qR0
=

2r

R0
csMA+Avc,

∂ps

∂t
− γp0
qR0

vc =
2r

R0
γp0

(
1 +

M2

2

)
A+Apc,

∂vc

∂t
+

ps

ρ0qR0
= −Avs, (11)

∂A

∂t
+

1

rR0

{
ps

ρ0

(
1 +

M2

2

)
+

+
M2c2s
2

δρs

ρ0
+Mcsv

s

}
= 0,

∂δρc

∂t
= −Aδρs,

∂δρs

∂t
=

r

R0
ρ0(γ − 1)M2A+Aδρc.

Здесь и далее под p0 и ρ0 подразумеваются усред-
ненные по магнитной поверхности значения соответ-
ствующих величин, а δρk ≡ ρk − pk/c2s, k = (c, s).

Для дальнейших вычислений первые пять урав-
нений системы уравнений (11) удобно переписать в
следующем виде:

D̂pc = − 2r

R0
γp0

ωs

q
MA− ∂

∂t
(Aps)− γp0

qR0
Avc,

D̂ps =
2r

R0
γp0

(
1 +

M2

2

)
∂A

∂t
+
∂

∂t
(Apc)− γp0

qR0
Avs,

D̂vs =
2r

R0
csM

∂A

∂t
+
∂

∂t
(Avc)− 1

qR0
A
ps

ρ0
, (12)

D̂vc = − 2r

R0
cs
ωs

q

(
1 +

M2

2

)
A− ∂

∂t
(Avs)− 1

qR0
A
pc

ρ0
,

L̂ A+
1

rR0

{(
1 +

M2

2

)
∂

∂t

(
∂

∂t
(A
pc

ρ0
)− cs

ωs

q
Avs

)
+

+Mcs
∂

∂t

(
∂

∂t
(Avc)− 1

qR0ρ0
Aps

)
+

+
M2

2
c2sD̂

(
A
δρc

ρ0

)}
= 0,

где ωs = cs/R0, а линейные дифференциальные опе-
раторы D̂ и L̂ определены выражениями

D̂ =
∂2

∂t2
+
ω2
s

q2
, L̂ =

(
∂2

∂t2
+ ω2

G

)(
∂2

∂t2
+ ω2

Z

)
. (13)

Последнее из этих уравнений получается из пятого
уравнения в (11) путем применения к нему опера-
тора D̂ ∂/∂t. Здесь ωG и ωZ — частоты возмущений
типа зональных течений в токамаке с тороидальным
вращением плазмы. Они описываются полученным
ранее в работах [14, 15] дисперсионным уравнением

ω4 −
(
2 +

1

q2
+ 4M2 +

γM4

2

)
ω2
sω

2+

+
M4(γ − 1)

2q2
ω4
s = 0, (14)

и даются выражениями

ωG = ω1, ωZ = ω2,

где

ω2
1,2 =

ω2
s

2

(
2 +

1

q2
+ 4M2 +

γM4

2
±

±

√(
2 +

1

q2
+ 4M2 +

γM4

2

)2

− 2(γ − 1)M4

q2

)
. (15)

В приближении малых скоростей тороидального
вращения плазмы, M2 ≪ 1, высокочастотная ветвь
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колебаний переходит в классическую геодезическую
акустическую моду, а частота низкочастотной вет-
ви колебаний пропорциональна M2 и в отсутствие
равновесного вращения обращается в нуль, что со-
ответствует классическому зональному течению:

ω2
G =

(
2 +

1

q2

)
ω2
s , ω2

Z =
(γ − 1)M4

2(1 + 2q2)
ω2
s . (16)

Поэтому в литературе принято идентифицировать
высокочастотную моду с частотой ωG как ГАМ, а
низкочастотную с частотой ωZ — как зональное те-
чение. Заметим, что при типичных значениях коэф-
фициента запаса устойчивости токамака q и числа
Маха M частота зонального течения мала по срав-
нению с частотой ГАМ, ωZ ≪ ωG (см. рис. 1 из
работы [14]).

В пренебрежении нелинейными членами послед-
нее уравнение в (12) описывает два осциллятора с
частотами ωG и ωZ . Нелинейность приводит к сцеп-
лению этих осцилляторов. Таким образом, по сути
система уравнений (12), дополненная уравнениями
для возмущений плотности плазмы δρ, приведен-
ными в (11), описывает нелинейное взаимодействие
двух сцепленных осцилляторов, которые в прибли-
жении бесконечно малых амплитуд характеризуют-
ся частотами ωG и ωZ . Безусловно, при сильной
нелинейности найти аналитическое решение этих
уравнений не представляется возможным. Поэтому
далее исследуем взаимодействие этих осцилляторов
в приближении слабой нелинейности.

3. НЕЛИНЕЙНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ГАМ
И ЗОНАЛЬНОГО ТЕЧЕНИЯ

Нелинейные эффекты входят в рассматри-
ваемую в настоящей работе модель строго в
комбинации

∂/∂t+ v′
E · ∇ = ∂/∂t+A∂/∂θ.

Поэтому говорить в первом приближении о модах
с частотами ωG и ωZ можно тогда и только тогда,
когда линейные частоты существенно превышают
нелинейные эффекты, так что ∂/∂t≫ A∂/∂θ, т. е. с
учетом того, что ωZ ≪ ωG, при выполнении условия

µ ≡ |A|/ωZ ≪ 1.

В дальнейшем будем предполагать, что это усло-
вие выполняется. Тогда систему уравнений (11), (12)
можно решить, воспользовавшись стандартным ме-
тодом асимптотического разложения по малому па-

раметру нелинейности µ. Представим все возмуще-
ния в виде разложения

f = f0 + µf1 + µ2f2 + · · · .

3.1. Нулевой порядок по параметру µ

В нулевом порядке по малому параметру µ ре-
шением уравнений является суммарная комбинация
ГАМ и зонального течения

A = A0G e
iωGt +A0Z e

iωZt + c.c., (17)

где c.c. означает комплексно-сопряженную величи-
ну. Аналогичную временну́ю зависимость имеют и
соответствующие полоидальные гармоники возму-
щений давления, продольной скорости и массовой
плотности плазмы

pc = pc0G e
iωGt + pc0Z e

iωZt + c.c., · · · .

Из уравнений (11) и (12) следует, что их комплекс-
ные амплитуды связаны с A0G и A0Z выражениями

pc0j =
2r

R0
γp0M

ωs

qD(ωj)
A0j ,

vs0j = −2ir

R0
Mcs

ωj

D(ωj)
A0j ,

ps0j = −2ir

R0
γp0

(
1 +

M2

2

)
ωj

D(ωj)
A0j , (18)

vc0j =
2r

R0
cs

(
1 +

M2

2

)
ωs

qD(ωj)
A0j ,

δρc0j = 0; δρs0j = − ir

R0
ρ0(γ − 1)

M2

ωj
A0j .

Здесь

j = (G,Z), D(ω) ≡ ω2 − ω2
s/q

2.

При этом комплексные амплитуды A0G и A0Z за-
висят от медленного времени, обусловленного нели-
нейными эффектами. Нелинейная эволюция ампли-
туд мод возникает на временных масштабах порядка
µ−2, так что

A0G = A0G(t/µ
2), A0Z = A0Z(t/µ

2). (19)

3.2. Первый порядок по параметру µ

В первом порядке по µ в результате нелинейного
взаимодействия колебаний с частотами ωZ и ωG воз-
никают сателлиты ГАМ с частотами ω± = ωG ± ωZ .
Поскольку колебания радиального электрического
поля в плазме на частотах ωG и ωZ сопровождают-
ся колебаниями плотности, давления и продольной

9 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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скорости на этих же частотах, то из-за квадратич-
ной нелинейности появляются возмущения с удво-
енными частотами 2ωG и 2ωZ, а также возмущения
с нулевой частотой, так что решение уравнений в
первом порядке по параметру µ можно представить
в общем виде:

f1 = f+ e
iω+t + f− e

iω−t+

+ fGG e
2iωGt + fZZ e

2iωZ t + c.c.+ f̄ , (20)

где под f1 подразумеваются A, p(s,c), δρ(s,c), v(s,c).
Подставляем решение уравнений нулевого по-

рядка по µ в нелинейные части уравнений для дав-
ления, продольной скорости и массовой плотности
плазмы (11) и (12). Тогда, решая эти уравнения, на-
ходим, что колебания соответствующих возмущен-
ных величин плазмы на частоте ω+ описываются
следующими выражениями:

pc+ =
2r

R0
γp0M

ωs

qD(ω+)
A+ + p̂c+,

vs+ = −2ir

R0
Mcs

ω+

D(ω+)
A+ + v̂s+,

ps+ = −2ir

R0
γp0

(
1 +

M2

2

)
ω+

D(ω+)
A+ + p̂s+, (21)

vc+ =
2r

R0
cs

(
1 +

M2

2

)
ωs

qD(ω+)
A+ + v̂c+,

δρc+ = δρ̂c+, δρs+ = − ir

R0
ρ0(γ − 1)

M2

ω+
A+ + δρ̂s+.

где

p̂c+ =
2r

R0
γp0

1 +M2/2

D(ω+)
×

×
{
ω+ωG + ω2

s/q
2

D(ωG)
+
ω+ωZ + ω2

s/q
2

D(ωZ)

}
A0GA0Z ,

v̂s+ = −2ir

R0
cs
ωs

q

1 +M2/2

D(ω+)
×

×
{
ω+ + ωG

D(ωG)
+
ω+ + ωZ

D(ωZ)

}
A0GA0Z ,

p̂s+ = −2ir

R0
γp0

ωs

q

M

D(ω+)
× (22)

×
{
ω+ + ωG

D(ωG)
+
ω+ + ωZ

D(ω+)

}
A0GA0Z ,

v̂c+ =
2r

R0
cs

M

D(ω+)
×

×
{
ω+ωG + ω2

s/q
2

D(ωG)
+
ω+ωZ + ω2

s/q
2

D(ωZ)

}
A0GA0Z ,

δρ̂s+ = 0, δρ̂c+ =
r

R0
ρ0(γ − 1)M2A0GA0Z

ωGωZ
.

Подставляя выражения (21), (22) в нелинейные чле-
ны последнего уравнения в (12), находим, что ам-
плитуда высокочастотного сателлита ГАМ с часто-
той ω+ описывается выражением

A+ =
4M(1 +M2/2)ω+

(ω2
+ − ω2

G)(ω
2
+ − ω2

Z)

ω3
s

q
×

×
(
ω+ + ωG

D(ωG)
+
ω+ + ωZ

D(ωZ)

)
A0GA0Z . (23)

Колебания плазменных величин на частоте низ-
кочастотного сателлита ГАМ ω− описываются выра-
жениями, которые следуют из выражений (21)–(23)
при заменах в них ω+ → ω− , ωZ → −ωZ ,
A0Z → A⋆

0Z (здесь и далее «∗» означает комплексно-
сопряженную величину). Амплитуда низкочастот-
ного сателлита ГАМ характеризуется величиной

A− =
4M(1 +M2/2)ω−

(ω2
− − ω2

G)(ω
2
− − ω2

Z)

ω3
s

q
×

×
(
ω− + ωG

D(ωG)
+
ω− − ωZ

D(ωZ)

)
A0GA

∗
0Z . (24)

Аналогичным образом для индуцированных в ре-
зультате нелинейных эффектов колебаний давле-
ния, продольной скорости и массовой плотности с
частотой 2ωG находим:

pcGG =
2r

R0
γp0 ×

×
{
M
ωs

q

AGG

D(2ωG)
+

(1 +M2/2)A2
0G

D(2ωG)

2ω2
G + ω2

s/q
2

D(ωG)

}
,

vsGG = −2ir

R0
cs ×

×
{
2MωG

AGG

D(2ωG)
+
ωs

q

(1 +M2/2)A2
0G

D(2ωG)

3ωG

D(ωG)

}
,

psGG = −2ir

R0
γp0 ×

×
{(

1 +
M2

2

)
2ωGAGG

D(2ωG)
+
ωs

q

MA2
0G

D(2ωG)

3ωG

D(ωG)

}
, (25)

vcGG =
2r

R0
cs ×

×
{(

1 +
M2

2

)
ωs

q

AGG

D(2ωG)
+

MA2
0G

D(2ωG)

2ω2
G + ω2

s/q
2

D(ωG)

}
,

δρsGG = − ir

R0
ρ0(γ − 1)

M2AGG

2ωG
,

δρcGG =
r

R0
ρ0(γ − 1)M2 · A

2
0G

2ω2
G

.

Тогда из последнего уравнения в (12) для ампли-
туды угловой полоидальной скорости, обусловлен-
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ной радиальным электрическим полем возмущений,
получаем

AGG =
8ω3

s

q(4ω2
G − ω2

Z)

M(1 +M2/2)A2
0G

D(ωG)
. (26)

Колебания с удвоенной частотой зонального те-
чения 2ωZ описываются выражениями (25), (26) при
замене в них ωG → ωZ , ωZ → ωG, A0G → A0Z .

Из уравнений (11) с учетом выражений (18) сле-
дует, что нулевые гармоники ps, vs, δρs, δρc и A не
генерируются в результате нелинейных взаимодей-
ствий, так что

p̄s = 0, v̄s = 0, δρ̄s = 0, δρ̄c = 0, Ā = 0. (27)

Вместе с тем возникают нулевые гармоники вели-
чин pc и vc, для которых из уравнений (11) с учетом
выражений (18) находим

p̄c = − 4r

R0
γp0

(
1 +

M2

2

)( |A0G|2
D(ωG)

+
|A0Z |2
D(ωZ)

)
,

v̄c = − 4r

R0
Mcs

( |A0G|2
D(ωG)

+
|A0Z |2
D(ωZ)

)
.

(28)

В предельном случае медленного равновесного
вращения плазмы, такого что M2 ≪ 1, имеем сле-
дующую иерархию частот: ωZ ≪ (ωs/q, ωG). Тогда
DG ≈ 2ω2

s , DZ ≈ −ω2
s/q

2 и выражения для ампли-
туд высокочастотного и низкочастотного сателли-
тов ГАМ упрощаются и принимают вид

A+ ≈ 2Mωs

qωGωZ
(1 − q2)A0GA0Z ,

A− ≈ − 2Mωs

qωGωZ
(1− q2)A0GA

∗
0Z .

(29)

С учетом выражений (29) при

AG = 2|A0G| cos(ωGt+ ϕG),

AZ = 2|A0Z | cos(ωZt+ ϕZ)

для сателлитов ГАМ находим

Asat =
4Mωs(1− q2)

qωGωZ
×

× |A0G||A0Z | [cos(ω+t+ ϕ+)− cos(ω−t+ ϕ−)] =

=
8Mωs

qωGωZ
(q2 − 1)×

× |A0G||A0Z | sin(ωGt+ ϕG) sin(ωZt+ ϕZ), (30)

где ϕ± = ϕG ± ϕZ . В этом приближении амплиту-
ды высокочастотного и низкочастотного сателлитов

ГАМ равны. Их различие возникает в следующем
порядке разложения по ωZ/ωG. Этот результат оста-
ется в силе и при произвольных значениях числа
Маха M .

Отметим также, что при A0G ≃ A0Z амплитуды
колебаний с удвоенными частотами 2ωG и 2ωZ малы
по сравнению с A±:

(|AGG|, |AZZ |) ≃ (ωZ/ωG)|A±|.

3.3. Второй порядок по параметру µ:

нелинейная эволюция ГАМ и зонального

течения

Во втором порядке по малому параметру µ по-
следнее уравнение в (12) принимает вид

L̂ A2 + 2i(ω2
G − ω2

Z)×

×
(
−ωG

∂A0G

∂t
eiωGt + ωZ

∂A0Z

∂t
eiωZt

)
+

+ Fnl
G eiωGt + Fnl

Z eiωZt + c. c.+ ... = 0. (31)

Члены в этом уравнении, представленные в сим-
волическом виде через коэффициенты Fnl

G и Fnl
Z ,

обусловлены нелинейным взаимодействием перво-
начальных ГАМ с частотой ωG и зонального те-
чения с частотой ωZ с колебаниями с частотами
ω+, ω−, 2ωG, 2ωZ и ω = 0, которые, как показа-
но выше, возникают в результате нелинейных эф-
фектов в первом порядке малости по параметру µ.
Точки в уравнении соответствуют нелинейным чле-
нам с нерезонансными частотами, отличными от ωG

и ωZ , которые не важны для дальнейшего анали-
за. Тут важно заметить, что из-за нелинейных эф-
фектов во втором порядке малости по µ появляются
члены, пропорциональные exp(±iωGt) и exp(±iωZt).
Вместе с тем ωG и ωZ являются собственными часто-
тами оператора L̂. Поэтому во избежание резонан-
са, который привел бы к нарушению первоначаль-
ного предположения о слабой нелинейности, члены,
пропорциональные exp(±iωGt) и exp(±iωZt), долж-
ны компенсировать друг друга. Это условие и дает
уравнения временно́й эволюции A0G и A0Z :

∂A0G

∂t
+

iFnl
G

2ωG(ω2
G − ω2

Z)
= 0, (32)

∂A0Z

∂t
+

iFnl
Z

2ωZ(ω2
Z − ω2

G)
= 0. (33)
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КоэффициентыFnl
G ,Fnl

Z описываются выражениями

Fnl
G = − ωG

rR0
(A+f

∗
0Z +A−f0Z +AGGf

∗
0G+

+ A∗
0Zf+ +A0Zf− +A∗

0GfGG +A0Gf̄
)
,

Fnl
Z = − ωZ

rR0

(
A+g

∗
0G +A∗

−g0G +AZZg
∗
0Z+

+ A∗
0Gg+ +A0Gg

∗
− +A∗

0ZgZZ +A0Z ḡ
)
,

(34)

где

fj ≡
(
1 +

M2

2

)(
ωG

pcj
ρ0

+ ics
ωs

q
vsj

)
+

+Mcs

(
ωGv

c
j + i

psj
ρ0qR0

)
+

+
M2

2ωG
c2sDωG

δρcj
ρ0

,

f̄ = ωG

{(
1 +

M2

2

)
p̄c

ρ0
+Mcsv̄

c

}
, (35)

gj ≡
(
1 +

M2

2

)(
ωZ

pcj
ρ0

+ ics
ωs

q
vsj

)
+

+Mcs

(
ωZv

c
j + i

psj
ρ0qR0

)
+

+
M2

2ωZ
c2sDωZ

δρcj
ρ0

,

ḡ =
ωZ

ωG
f̄ .

Индекс j принимает значения

j = (0G, 0Z,+,−, GG,ZZ).

Выражаем все входящие в выражение для коэф-
фициента Fnl

G величины через A0G, A0Z и их ком-
плексно сопряженные величины. Для этого исполь-
зуем ранее полученные соотношения, представлен-
ные в уравнениях (18), (21)–(27). Подставляя ре-
зультат в уравнение (32), окончательно приходим к
уравнению временно́й эволюции амплитуды ГАМ в
следующем виде:

∂A0G

∂t
− i
(
λGG|A0G|2 + λGZ |A0Z |2

)
A0G = 0. (36)

Входящие в это уравнение коэффициенты име-
ют размерность обратной частоты и в общем
случае описываются достаточно громоздкими
выражениями:

λGG =
1

ω2
G − ω2

Z

{
− 6ω2

sωG

D(2ωG)

((
1 +

M2

2

)2

+M2

)
+

+
48ω6

sωGM
2(1 +M2/2)2

q2(4ω2
G − ω2

Z)D(ωG)D(2ωG)
+

q2ω2
Z

4ωGω2
s

D(ωG)

}
,

λGZ =
1

ω2
G − ω2

Z

{
ω2
s

((
1 +

M2

2

)2

+M2

)
×

×
[

1

D(ω+)

(
ωG

(
ω+ωZ + ω2

s/q
2

D(ωZ)
+
ω+ωG + ω2

s/q
2

D(ωG)

)
+

+
ω2
s

q2

(
ω+ + ωZ

D(ωZ)
+
ω+ + ωG

D(ωG)

))
+

+
1

D(ω−)

(
ωG

(−ω−ωZ + ω2
s/q

2

D(ωZ)
+
ω−ωG + ω2

s/q
2

D(ωG)

)
+

+
ω2
s

q2

(
ω− − ωZ

D(ωZ)
+
ω− + ωG

D(ωG)

))
− 2ωG

D(ωZ)

]
+ (37)

+
8ω6

s

q2
M2

(
1 +

M2

2

)2 [
ω+

(ω2
+ − ω2

G)(ω
2
+ − ω2

Z)
×

×
(

ω−

D(ωZ)
+
ω+ + ωG

D(ω+)

)(
ω+ + ωZ

D(ωZ)
+
ω+ + ωG

D(ωG)

)
+

+
ω−

(ω2
− − ω2

G)(ω
2
− − ω2

Z)

(
ω+

D(ωZ)
+
ω− + ωG

D(ω−)

)
×

×
(
ω− − ωZ

D(ωZ)
+
ω− + ωG

D(ωG)

)]}
.

Тут следует заметить, что коэффициенты λGG и
λGZ являются вещественными, а это значит, что
амплитуда ГАМ при нелинейном взаимодействии
остается постоянной, а изменяется только фаза
колебаний

∂|A0G|2
∂t

= 0,

∂ϕG

∂t
≡ δωnl

G = λGG|A0G|2 + λGZ |A0Z |2.
(38)

Амплитуда и фаза ГАМ введены стандартным
образом:

A0G = |A0G| exp(iϕG).

Иными словами, в приближении слабой нелинейно-
сти нелинейные эффекты приводят к сдвигу часто-
ты колебаний.

В предельном случае малых тороидальных ско-
ростей равновесного вращения плазмы (M2 ≪ 1)
имеет место следующая иерархия частот, входящих
в выражения (37): ωZ ≪ ωs/q < ωG. Тогда с учетом
этого обстоятельства коэффициенты существенным
образом упрощаются и принимают вид

λGG ≈ − 6q2

ωG(3 + 8q2)
,

λGZ ≈ 1

ωG

(
2q2 − 1 +

2

q2

)
.

(39)
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Отметим, что нелинейная добавка к частоте
ГАМ заведомо мала по сравнению с самой часто-
той |δωnl

G | ≪ ωG при |A0|/ωG ≪ 1. С учетом то-
го, что амплитуды колебаний на частоте 2ωG также
малы по сравнению с амплитудой сателлитов ГАМ
|A±|, приходим к выводу о том, что основное влия-
ние на высокочастотную моду колебаний обусловле-
но нелинейным взаимодействием ГАМ с зональным
течением, следствием которого является возникно-
вение сателлитов ГАМ с частотами ωG ± ωZ .

Аналогичным образом вычисляем коэффициент
Fnl
Z и, подставляя найденное выражение в уравне-

ние (33), приходим к уравнению временно́й эволю-
ции комплексной амплитуды зонального течения:

∂A0Z

∂t
− i
(
λZG|A0G|2 + λZZ |A0Z |2

)
A0Z = 0. (40)

где коэффициенты λZG и λZZ описываются
выражениями

λZZ =
1

ω2
Z − ω2

G

{
− 6ω2

sωZ

D(2ωZ)

((
1 +

M2

2

)2

+M2

)
+

+
48ω6

sωZM
2(1 +M2/2)2

q2(4ω2
Z − ω2

G)D(ωZ)D(2ωZ)
+

q2ω2
G

4ωZω2
s

D(ωZ)

}
,

λZG =
1

ω2
Z − ω2

G

{
ω2
s

((
1 +

M2

2

)2

+M2

)
×

×
[

1

D(ω+)

(
ωZ

(
ω+ωZ + ω2

s/q
2

D(ωZ)
+
ω+ωG + ω2

s/q
2

D(ωG)

)
+

+
ω2
s

q2

(
ω+ + ωZ

D(ωZ)
+
ω+ + ωG

D(ωG)

))
+ (41)

+
1

D(ω−)

(
ωZ

(−ω−ωZ + ω2
s/q

2

D(ωZ)
+
ω−ωG + ω2

s/q
2

D(ωG)

)
−

−ω
2
s

q2

(
ω− − ωZ

D(ωZ)
+
ω− + ωG

D(ωG)

))
− 2ωZ

D(ωG)

]
+

+
8ω6

s

q2
M2

(
1 +

M2

2

)2 [
ω+

(ω2
+ − ω2

G)(ω
2
+ − ω2

Z)
×

×
(
− ω−

D(ωG)
+
ω+ + ωZ

D(ω+)

)(
ω+ + ωZ

D(ωZ)
+
ω+ + ωG

D(ωG)

)
+

+
ω−

(ω2
− − ω2

G)(ω
2
− − ω2

Z)

(
ω+

D(ωZ)
+
ω− + ωG

D(ω−)

)
×

×
(
ω− − ωZ

D(ωZ)
+
ω− + ωG

D(ωG)

)]}
.

Можно убедиться, что λGG → λZZ , λGZ → λZG

при замене индексов G→ Z и наоборот в выражени-
ях (37). Коэффициенты λZG и λZZ вещественны, и,
следовательно, амплитуда зонального течения оста-

ется постоянной. Нелинейные эффекты приводят к
сдвигу частоты зонального течения:

∂|A0Z |2
∂t

= 0,

∂ϕZ

∂t
≡ δωnl

Z = λZG|A0G|2 + λZZ |A0Z |2.
(42)

При малых значениях числа Маха, таких что
M2 ≪ 1, выражения для коэффициентов λZG и
λZZ упрощаются и принимают вид

λZZ ≈ 1

4ωZ
,

λZG ≈ ωZ

ω2
G

(
1− 1

2q2
+

1

q4

)
.

(43)

Заметим, что основной вклад в нелинейный сдвиг
частоты зонального течения при |A0G| ≃ |A0Z | воз-
никает в результате взаимодействия колебания мас-
совой плотности плазмы на второй гармонике часто-
ты зонального течения 2ωZ с исходным зональным
течением (коэффициент λZZ). Этот эффект описы-
вается членом, пропорциональным δρc в последнем
уравнении системы уравнений (12), который фор-
мально мал, поскольку пропорционален M2. Этот
«парадокс» объясняется тем, что δρcZZ ∝ ω−2

Z , а
ωZ ∝M2.

Из выражений (42), (43) следует, что

δωnl
Z /ωZ ≃ |A0Z |2/ω2

Z .

Это означает, что при |A0Z | ≃ ωZ низкочастотные
колебания в диапазоне частот порядка ωZ становят-
ся заведомо нелинейными. При этом говорить о зо-
нальном течении с частотой ωZ уже не приходится.

Помимо этого, отметим, что нелинейный сдвиг
частоты является более существенным для зональ-
ного течения, чем для ГАМ. Сравнивая выра-
жения (38), (39) и (42), (43), находим, что при
|A0Z | ≃ |A0G| нелинейный сдвиг частоты зональ-
ного течения существенно превышает сдвиг часто-
ты ГАМ: |δωnl

Z /δω
nl
G | ≃ ωG/ωZ ≫ 1, а соответствен-

но, для относительного сдвига частот имеет место
соотношение

∣∣∣∣
δωnl

Z

ωZ

∣∣∣∣ ≃
ω2
G

ω2
Z

∣∣∣∣
δωnl

G

ωG

∣∣∣∣ .

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В настоящей работе для описания взаимодей-
ствия ГАМ с зональными течениями использована
одножидкостная МГД-модель. В этой модели коле-
бания параметров плазмы происходят на магнитной
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поверхности и в силу пространственной неоднород-
ности радиальных профилей температуры плазмы
и коэффициента запаса устойчивости ГАМ харак-
теризуются сплошным спектром с частотой, непре-
рывно зависящей от радиуса, и имеют нулевую дли-
ну корреляции по радиусу. Все применяемые для ис-
следований ГАМ диагностики (электростатические
ленгмюровские зонды, корреляционная рефлекто-
метрия, диагностика пучком тяжелых ионов) имеют
конечное пространственное разрешение. Для зоны
измерений, имеющей конечный радиальный размер,
в случае линейных мод сплошного спектра имел бы
место непрерывный набор частот, лежащих в диа-
пазоне от fmin до fmax вокруг некоторой средней
частоты fGAM , усредненной по всей области наблю-
дений. В фурье-спектре измеренного сигнала на-
блюдалось бы некоторое непрерывное распределе-
ние мощности колебаний по частоте в интервале
[fmin, fmax], например нормальное (или же гауссо-
во) распределение вокруг частоты fGAM с полуши-
риной ∼ (fmax − fmin)/2, но не два или несколь-
ко отдельных частотных пиков, как это имеет место
в эксперименте. Отметим, что разница в частотах
ГАМ и ее сателлита, ожидаемая для мод сплошного
спектра и примерно равная fZF ∼ 3–4 кГц, заведомо
превышает уширение пика ГАМ за счет конечного
размера области разрешения для используемых ди-
агностик (< 1 кГц). Это обстоятельство позволяет
интерпретировать появление дополнительного пика
как результат нелинейного взаимодействия ГАМ с
низкочастотным зональным течением.

Одножидкостная МГД-модель не учитывает эф-
фектов конечного ларморовского радиуса ионов. Та-
кие эффекты при температуре ионов, малой по срав-
нению с температурой электронов, описываются в
рамках двухжидкостной МГД-модели, а при срав-
нимых по величине температурах ионов и элек-
тронов — в рамках кинетического описания ионов.
Эффекты конечного ларморовского радиуса ионов
безусловно приведут к конечной радиальной ши-
рине обсуждаемых мод. Пространственное разре-
шение для диагностик, применяемых при исследо-
вании ГАМ, имеет масштаб от нескольких милли-
метров до сантиметра (и даже полутора сантимет-
ров), что заметно больше, чем ларморовский радиус
ионов [18]. Таким образом, при измерениях проис-
ходит усреднение сигнала по области, значительно
превышающий ларморовский радиус и ожидаемый
радиальный пространственный размер мод с учетом
эффектов конечного ларморовского радиуса ионов.
Это позволяет надеяться, что в отсутствие нелиней-
ного взаимодействия эффекты конечного радиаль-

ного размера мод приводят лишь к конечной ши-
рине частотного пика ГАМ (как и в случае сплош-
ного спектра), но не к появлению дополнительного
пика, наблюдаемого в эксперименте. При этом сле-
дует отметить, что вопрос о влиянии эффектов ко-
нечного ларморовского радиуса ионов на радиаль-
ную пространственную структуру ГАМ и на ее спек-
тральные свойства на данный момент, по-видимому,
далек от решения.

Если вкратце суммировать основные получен-
ные в настоящей работе теоретические результаты,
то можно отметить следующее.

1. При выполнении условия |A|/ωG ≪ 1 основное
влияние на ГАМ оказывает ее нелинейное взаимо-
действие с низкочастотным зональным течением.

2. В результате нелинейного взаимодействия с
зональным течением появляются сателлиты ГАМ на
частотах ωG ± ωZ ; частота сателлита ωG + ωZ при
значениях числа Маха M2 ≪ 1 близка к наблю-
даемой в экспериментах частоте высокочастотного
сателлита.

3. Амплитуды высокочастотного и низкочастот-
ного сателлитов ГАМ, строго говоря, различаются,
но их разница мала по сравнению с самими ампли-
тудами как ωZ/ωG.

4. Из-за малой частоты зонального течения оно
становится заведомо нелинейным уже при неболь-
ших амплитудах, таких что |AZ | ≃ ωZ ; это явно
проявляется в том, что нелинейный сдвиг частоты
зонального течения δωnl

Z при |AZ | ≃ ωZ соизмерим с
частотой зонального течения ωZ , вычисленной в ли-
нейном приближении; при этом, в отличие от ГАМ,
наиболее значимый нелинейный эффект связан с са-
мим зональным течением и обусловлен взаимодей-
ствием исходного зонального течения с возникаю-
щим из-за квадратичной нелинейности возмущени-
ем массовой плотности плазмы на удвоенной часто-
те зонального течения 2ωZ .

Как уже отмечалось выше, модель для описания
нелинейного взаимодействия ГАМ с низкочастот-
ным зональным течением в токамаке с равновесным
тороидальным вращением плазмы, идентичная на-
шим уравнениям (6)–(9), впервые была предложена
в недавней работе [16] (см. уравнения (11c)–(13c),
(15c) указанной работы; здесь и далее номер урав-
нения с добавленной буквой «c» означает соответ-
ствующее уравнение работы [16]). В рамках моде-
ли в работе [16] исследовалось взаимодействие ГАМ
с зональным течением. К сожалению, работа [16]
грешит многочисленными ошибками, приведшими
к глубоко ошибочным выводам. Так, уже переход
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от уравнений (11c)–(13c), (15c) к уравнениям (16c),
(17c) в этой работе выполнен некорректно. В нели-
нейной задаче принципиально невозможно исклю-
чить ρ′ и v′‖ и придти к уравнениям (16c) и (17c).

В отличие от настоящей работы, в работе [16]
учитывается исключительно нелинейное взаимодей-
ствие ГАМ с зональным течением и для описания
взаимодействия получено уравнение (22c) вида

∂ĀGAM/∂t = iνĀGAMAZF .

Исходя из вида коэффициента ν в уравнении (22c),
очевидно, что оно получено посредством исключе-
ния возмущений давления, продольной скорости и
массовой плотности плазмы в нелинейных членах с
использованием их связи с возмущением радиально-
го электрического поля в линейном приближении.
При этом в работе не рассматривается, при каких
условиях это оправдано.

В работе [16] предполагалось, что зональное те-
чение описывается выражением

AZF (t) = A0
ZF cos(ωZF t), A0

ZF = const.

Тогда уравнение (22с) при подстановке в его правую
часть этого выражения решается точно, и в резуль-
тате получается

AGAM (t) = A0
GAM cos (ωGAM t+ k sin(ωZF t)) ,

где k = −νA0
ZF /ωZF . Выражение в правой части

этого равенства можно разложить в ряд Фурье [19],
так что

AGAM (t) = A0
GAM

[
J0(k) cos(ωGAM t) +

+

∞∑

m=1

J2m(k)
{
cos[(ωGAM + 2mωZF )t] +

+ cos[(ωGAM − 2mωZF )t]
}
+

+

∞∑

m=1

J2m−1(k)
{
cos[(ωGAM + (2m− 1)ωZF )t]−

− cos[(ωGAM − (2m− 1)ωZF )t]
}]
, (44)

где Jm(k) — функции Бесселя первого рода. Такое
разложение впервые использовалось в работе Бакая
[20] и позднее — в монографии Кадомцева [21]. Из
выражения (44), в частности, следует, что, напри-
мер, при k = 1.6 получаем J1(k) > J0(k) > J2(k).
Это указывает на то, что в принципе в некоторых за-
дачах уравнение типа (22с) работы [16] может иметь
такое решение, что амплитуды сателлитов превыша-
ют амплитуду исходной высокочастотной моды (см.,

например, [20,21]). Это не относится к рассматрива-
емой задаче о взаимодействии ГАМ с низкочастот-
ным зональным течением. С учетом выражения для
ν, приведенного после формулы (22с), при M2 ≪ 1

получаем k ≃ MA0
ZF /ωZ . Как уже сказано выше,

из-за малой частоты зонального течения оно заведо-
мо становится нелинейным уже при |A0

ZF |/ωZF ≃ 1

и не может описываться в линейном приближении.
С учетом того, что число Маха M тоже мало, ко-
эффициент k заведомо мал, k ≪ 1. В этих условиях
функции Бесселя Jm(k) можно разложить по ма-
лому параметру k с точностью до линейных по k

членов и придти к результату, представленному вы-
ражением (24с) работы [16].

В работе [16] уравнение (22с) решает-
ся итерационно заменой в его правой части
ĀGAM → A0

GAM = const. Такая процедура оправ-
дана только при сходимости итерационного ряда, а
именно при k ≪ 1, поскольку следующий член ряда
будет пропорционален k2 и при k > 1 итерационный
ряд заведомо расходится.

Таким образом, мы выяснили, что результат,
полученный в работе [16], справедлив только при
k ≪ 1. Попутно заметим, что выражение (24с) для
амплитуд сателлитов ГАМ отличается от выраже-
ния (30) настоящей работы, хотя они и были по-
лучены идентичным образом посредством использо-
вания в нелинейных членах выражений для возму-
щений давления, массовой плотности и продольной
скорости плазмы, вычисленных в линейном прибли-
жении. Это различие обусловлено уже упомянутой
выше некорректностью уравнений (16с), (17с) об-
суждаемой работы, использованных при получении
выражения (24с).

На основании выражения (24с) и условия сла-
бой нелинейности, которое в работе [16] приведено в
виде |νAZF /ωGAM | ≪ 1, в обсуждаемой работе сде-
лано утверждение, что даже при слабой нелиней-
ности коэффициент k может быть заметной величи-
ной (особенно при малых значениях числа МахаM).
Как видим, это утверждение противоречит предпо-
ложениям, при которых было получено выражение
для коэффициента k, и является глубоко ошибоч-
ным. Более того, если устремить число Маха M к
нулю, M → 0, M 6= 0, и зафиксировать A0

ZF , то
нелинейность в уравнении (22с) становится ничтож-
но малой, а при этом амплитуды сателлитов стре-
мятся к бесконечности, поскольку k ∝ 1/M . Такой
заведомо абсурдный результат является следствием
некорректного условия слабой нелинейности, пред-
ставленного в работе [16], которое на самом деле,
как мы выяснили ранее, имеет вид |A0

ZF | ≪ ωZ , так
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что чем меньше M , тем меньше A0
ZF , при котором

справедливо приближение слабой нелинейности, ис-
пользованное в работе [16].

На основании ошибочного утверждения о том,
что при слабой нелинейности k может быть замет-
ной величиной, в работе [16] представлена интерпре-
тация экспериментальных результатов, полученных
на токамаке Т-10. Согласно этой интерпретации, на-
блюдаемые в спектре мощности колебаний потен-
циала плазмы два пика — это не ГАМ и ее сател-
лит, как это интерпретировалось экспериментатора-
ми, а два сателлита ГАМ с частотами ωGAM + ωZF

и ωGAM − ωZF , а амплитуда самого ГАМ мала по
сравнению с амплитудами сателлитов: в одном при-
веденном примере k = −3.8, а в другом и во-
все k = 11.4, при том что область применимости
представленной теории ограничивается значениями
k ≪ 1.

Как уже отмечалось выше, поскольку линей-
ная частота зонального течения мала, то уже при
небольших амплитудах оно становится заведомо
нелинейным. Вопрос о том, к каким последствиям
для колебаний в диапазоне частот порядка часто-
ты зонального течения приведут эффекты сильной
нелинейности, выходит за рамки настоящей работы.
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