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Представлен безмодельный формализм для решения задачи рассеяния в системе трех частиц с куло-

новским взаимодействием для энергий ниже порога развала системы на три частицы на основе уравне-

ний Фаддеева –Меркурьева. Для решения задачи рассеяния используются асимптотические граничные

условия, которые наряду с кулоновским взаимодействием между мишенью и спектатором в явном виде

учитывают дальнодействующее дипольное взаимодействие, ответственное за аномальное надпороговое

поведение сечений рассеяния и реакций (осцилляции Гайлитиса – Дамбурга). На основе эффективного

численного метода прямого решения граничной задачи для уравнений Фаддеева –Меркурьева получены

высокоточные сечения рассеяния антипротона на позитронии и сечения образования антиводорода в си-

стеме e−e+p̄ для ненулевых значений полного орбитального момента системы, подтверждающие наличие

аномального порогового поведения сечений.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задача рассеяния заряженной частицы на свя-
занном кулоновскими силами состоянии пары час-
тиц привлекает к себе внимание исследователей в
течение долгих лет. Структура сечений рассеяния
и реакций в такой задаче обладает значительным
богатством особенностей, таких как подпороговые
резонансы Фано – Фешбаха, дифракционные мини-
мумы Рамзауэра – Таунсенда, надпороговые осцил-
ляции Гайлитиса – Дамбурга [1]. При этом в связи
со значительными трудностями экспериментально-
го исследования на первый план выходят теорети-
ческие методы решения задачи рассеяния, позволя-
ющие получать результаты с гарантированной точ-
ностью. Традиционно рассматриваемая задача ре-
шается методом сильной связи каналов в сочетании
с вычислительным методом R-матрицы [2]. Есте-
ственные ограничения, обусловленные бесконечным
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количеством кулоновских связанных состояний, а
также необходимостью учета непрерывного спектра
парных подсистем, не позволяют считать данный
подход полностью безмодельным. Альтернативным
и при этом безмодельным методом решения задачи
рассеяния является формализм уравнений Фадде-
ева – Меркурьева (ФМ), включающий расщепление
дальнодействующих потенциалов [3].

Рассматриваемая задача имеет приложения в
различных областях атомно-молекулярной физики,
среди которых выделим физику антивещества и по-
зитрония [4, 5]. В частности, в ЦЕРН проводятся
эксперименты по изучению гравитационного поведе-
ния антивещества AEgIS и GBAR [6, 7], использую-
щие установку замедления антипротонов. В них для
получения частиц антивещества используется среди
прочего трехчастичная реакция

p̄+ Ps → H+ e− (1)

образования антиводорода H в процессе рассеяния
антипротона p̄ на газе ридберговского позитрония
(Ps). Экспериментальные данные по рассеянию в
системе e−e+p̄ (и зарядово эквивалентной системе
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e−e+p) крайне немногочисленны и ограничиваются
полными сечениями процессов образования атомов
и ионизации, суммированными по начальным и ко-
нечным состояниям атомов [8, 9]. В частности, дан-
ные по реакции (1), насколько известно авторам на-
стоящей статьи, ограничиваются тремя точками на
кривой полного сечения образования водорода при
рассеянии протона p на позитронии Ps в основном
состоянии при энергиях порядка 10 кэВ [8]. Этот
недостаток экспериментальных данных вызвал по-
явление ряда теоретических работ, в которых об-
суждался механизм увеличения выхода реакций об-
разования атома антиводорода [10]. Например, авто-
ры [11–13] обсуждали рост сечений образования ан-
тиводорода в реакции (1), происходящий над поро-
гами высоковозбужденных состояний позитрония. В
работе [14] рассматривались надпороговые осцилля-
ции сечений в системе e−e+p̄, предсказанные в мо-
дельных исследованиях работ [15, 16]. На базе фор-
мализма уравнений ФМ также выполнен ряд по-
пыток [1, 17, 18] расчета надпороговых осцилляций.
Во всех этих исследованиях ключевым недостат-
ком оказался неполный учет дипольного взаимодей-
ствия между связанной парой частиц и третьей час-
тицей, не позволивший получить надежные резуль-
таты для сечений в близкой надпороговой области
энергий. Лишь в работе авторов [19] удалось полу-
чить надежные результаты для осцилляций сече-
ний Гайлитиса – Дамбурга (ГД) в системе e−e+p̄ при
нулевом орбитальном моменте с помощью решения
уравнений ФМ с граничными условиями, дополнен-
ными явным вкладом дипольного взаимодействия.
В настоящей работе мы распространяем формализм
уравнений ФМ с граничными условиями, явно учи-
тывающими дипольное взаимодействие, на случай
ненулевых орбитальных моментов и применяем его
к расчету сечений рассеяния и реакций в системе
e−e+p̄.

Работа организована следующим образом. В
разд. 2 дается весь необходимый теоретический
материал формализма уравнений ФМ, включая
асимптотические граничные условия, дополненные
явным вкладом дипольного взаимодействия. В
разд. 2 приводятся результаты расчетов сечений
рассеяния и реакций в системе e−e+p̄ для нену-
левых значений полного орбитального момента.
В разд. 3 обсуждаются полученные результаты.
Заключение подводит итог проделанной работе.
В Приложения вынесены некоторые технические
детали, не вошедшие в теоретический разд. 2.

На протяжении всей работы мы пользуемся
атомной системой единиц. Векторы обозначаются
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Рис. 1. Координаты Якоби для системы трех частиц

жирным шрифтом, например, x. Через x обозна-
чается модуль вектора x = |x|, а x̂ = x/x ис-
пользуется для обозначения единичного вектора
по направлению x.

2. ТЕОРИЯ

2.1. Уравнения Фаддеева – Меркурьева

Рассматривается система трех бесспиновых нере-
лятивистских заряженных частиц с массами mα и
зарядами Zα, α = 1, 2, 3. В дальнейшем набор индек-
сов {α, β, γ} обозначает одну из перестановок мно-
жества {1, 2, 3}, нумерующую частицы. Парой α мы
называем пару частиц βγ, дополнительных к части-
це α. В системе центра масс положения частиц опи-
сываются координатами Якоби. Стандартные коор-
динаты Якоби (рис. 1) определяются для разбиения
α(βγ) как векторы относительного положения меж-
ду частицами пары α, и между их центром масс и
частицей α. Удобнее использовать приведенные ко-
ординаты Якоби xα,yα, которые являются вектора-
ми Якоби, масштабируемыми множителями

√
2µα

и
√
2µα(βγ) соответственно. Приведенные массы да-

ются выражениями

µα =
mβmγ

mβ +mγ
, µα(βγ) =

mα(mβ +mγ)

mα +mβ +mγ
. (2)

Для разных значений α приведенные векторы Яко-
би связаны ортогональным преобразованием:

xβ = cβαxα + sβαyα, yβ = −sβαxα + cβαyα, (3)

где

cβα = −
[

mβmα

(M −mβ)(M −mα)

]1/2
,

sβα = (−1)β−αsgn(β − α)(1 − c2βα)
1/2

612



ЖЭТФ, том 167, вып. 5, 2025 Формализм безмодельного решения задачи рассеяния. . .

и M =
∑

αmα. В дальнейшем, где это необходимо,
предполагается, что векторы Якоби с индексом β

выражены через векторы α посредством (3).
В приведенных координатах Якоби уравнения

ФМ для трех заряженных частиц [3] имеют вид

{Tα + Vα(xα) +
∑

β 6=α

V
(l)
β (xβ , yβ)− E}ψα(xα,yα) =

= −V (s)
α (xα, yα)

∑

β 6=α

ψβ(xβ ,yβ).

(4)

Здесь Tα ≡ −∆xα
−∆yα

— операторы кинетической
энергии. Потенциалы Vα представляют собой пар-
ные кулоновские взаимодействия:

Vα(xα) =
√
2µαZβZγ/xα, β, γ 6= α.

В данной работе мы предполагаем нумерацию час-
тиц такой, что выполняются неравенства Z1Z2 > 0,
Z1Z3 < 0 и Z2Z3 < 0, таким образом потенциал
V3 является отталкивательным. Потенциалы Vα рас-
щепляются на короткодействующую V

(s)
α и дально-

действующую V
(l)
α части:

Vα(xα) = V (s)
α (xα, yα) + V (l)

α (xα, yα). (5)

Уравнения (4) можно просуммировать, что приво-
дит к уравнению Шредингера для волновой функ-
ции Ψ =

∑
α ψα, где ψα — компоненты волновой

функции, заданные решением уравнений (4).
Расщепление потенциала (5) выполняется

при помощи функции χα, называемой срезкой
Меркурьева [3]:

V (s)
α (xα, yα) = χα(xα, yα)Vα(xα). (6)

Эта функция ограничивает короткодействующую
часть потенциала областями в трехчастичном кон-
фигурационном пространстве, соответствующими
точке трехчастичного столкновения и парной кон-
фигурации (xα ≪ yα, когда yα → ∞). Вид функции
срезки достаточно произволен и ограничен толь-
ко некоторыми общими требованиями [20]. В одном
из наиболее часто используемых вариантов, предло-
женном в [21], функция имеет вид

χα(xα, yα) =
2

1 + exp[(xα/x0α)να/(1 + yα/y0α)]
(7)

с να > 2. Параметры x0α и y0α в принципе мо-
гут быть выбраны произвольно, но их выбор ме-
няет свойства компонент ψα, важные как с тео-
ретической, так и с вычислительной точки зре-

ния [22]. Процедура расщепления (5), (7) выполня-
ется в трехчастичном конфигурационном простран-
стве и подходит для энергий как ниже, так и вы-
ше порога трехчастичного развала. В работах [1,23]
мы предложили использовать упрощенную версию
функции (7) в двухчастичном конфигурационном
пространстве пары α. Формально она получается
переходом к пределу y0α → ∞ и выбором να = 2.01,
что приводит к следующему виду функции:

χα(xα) = 2/
{
1 + exp[(xα/x0α)

2.01]
}
. (8)

При использовании функции (8) короткодействую-
щая и дальнодействующая части потенциала V (s,l)

α

также становятся функциями в двухчастичном кон-
фигурационном пространстве: V (s,l)

α = V
(s,l)
α (xα).

Единственный оставшийся параметр x0α можно эф-
фективно выбрать с помощью простого практиче-
ского алгоритма, представленного в [1].

Процедура расщепления делает свойства урав-
нений ФМ для кулоновских потенциалов так же
подходящими для задач рассеяния, как стандарт-
ные уравнения Фаддеева в случае короткодейству-
ющих потенциалов [24]. Ключевым свойством урав-
нений ФМ (4) является то, что правая часть каждо-
го уравнения ограничена окрестностью точки трой-
ного столкновения [22]. Это приводит к асимпто-
тическому расщеплению системы уравнений ФМ и,
следовательно, асимптотика каждой компоненты ψα

для энергий ниже порога трехчастичного развала
(ионизации) содержит только члены, соответствую-
щие парной конфигурации с парой частиц α [22,24].
При полной энергии системы E ниже порога разва-
ла старшие члены асимптотики компоненты волно-
вой функции, которые и определяют решение зада-
чи рассеяния, записываются как

ψα(xα,yα) = ψ(A0)
α (xα,yα) ∼

∼ I(A0)(xα,yα)δαα0 +O(A0)
α (xα,yα), (9)

где рассеянная волна имеет вид

O(A0)
α (xα,yα) =

∑

nℓm

φnℓ(xα)

xα
Yℓm(x̂α)

√
pn0

pn
×

× Ã(A)(A0)(ŷα,pn0)
exp[i(pnyα − ηn log(2pnyα))]

yα
.

(10)

Здесь Yℓm(x̂) обозначает стандартную сферическую
гармонику. Мультииндекс A = {Am} = {αnℓm} за-
дает каналы рассеяния, т. е. различные связанные
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кулоновские состояния двух тел пары α с волно-
вой функцией φnℓ(xα)Yℓm(x̂α)/xα и энергией εn. По-
скольку в теории многие величины имеют вырож-
дение по магнитному квантовому числу m, мы так-
же вводим мультииндекс A = {αnℓ}. Импульс pn
улетающей частицы определяется условием сохране-
ния энергии E = p2n+ εn, а параметр Зоммерфельда
определяется как

ηn ≡ Zα(Zβ + Zγ)
√
2µα(βγ)/(2pn).

Начальный канал A0 = {α0n0ℓ0m0} задается пада-
ющей волной

I(A0)(xα,yα) =
φn0ℓ0(xα)

xα
Yℓ0m0(x̂α)×

× ei(pn0 ,yα)e−πηn0/2Γ(1 + iηn0)×
× 1F1(−iηn0 , 1, i(pn0yα − (pn0 ,yα))), (11)

где 1F1 — конфлюэнтная гипергеометрическая
функция [25]. Амплитуда бинарного рассеяния

A(A)(A0)(ŷα,pn0) = AC(ŷα,pn0)δ(A)(A0)+

+ Ã(A)(A0)(ŷα,pn0) (12)

соответствует переходу от начального бинарного ка-
нала A0 к бинарному каналу A. Здесь AC — стан-
дартная двухчастичная кулоновская амплитуда рас-
сеяния [26]. Сечение рассеяния бинарного процесса
с начальным A0 и конечным A состояниями дается
выражением

σAA0 =
1

2mα0(βγ)

∫
d ŷα

∣∣A(A)(A0)(ŷα,pn0)
∣∣2 . (13)

Чаще, однако же, интересуются сечением рассеяния,
усредненным и суммированным по магнитным кван-
товым числам начальных и конечных состояний:

σAA0 =
1

2ℓ0 + 1

ℓ∑

m=−ℓ

ℓ0∑

m0=−ℓ0

σAA0 . (14)

2.2. Парциальный анализ

Полный орбитальный момент является интегра-
лом движения для рассматриваемой системы. Это
делает возможным провести редукцию уравнений
ФМ путем проецирования (4) на подпространство
с заданным полным орбитальным моментом и тем
самым понизить размерность уравнений с 6 до 3.
Так полученные уравнения называются трехмерны-
ми (3D) уравнениями ФМ в представлении полно-
го орбитального момента, они были впервые полу-
чены в работе [27]. Здесь мы даем краткий вывод

3D-уравнений ФМ, используя при этом подходящие
для наших целей обозначения.

Начнем с введения новых кинематических коор-
динат (Xα, Ωα) в шестимерном конфигурационном
пространстве задачи. Координаты

Xα = {xα, yα, zα = cos θα ≡ (xα,yα)/(xαyα)}

определяют положение частиц в содержащей их
плоскости. Они изображены на рис. 1. Координаты
Ωα = {φα, ϑα, ϕα} определяют положение плоскости
в пространстве. Это стандартные углы Эйлера по-
ворота некоторой лабораторной системы координат
в связанную с частицами систему координат [28], в
которой вектор xα расположен вдоль оси z, а век-
тор yα лежит в правой половине плоскости xz. Вы-
полняются три поворота против часовой стрелки:
вращение вокруг оси z лабораторной системы ко-
ординат на угол φα ∈ [0, 2π), за ним следует вра-
щение вокруг новой оси y′ на угол ϑα ∈ [0, π), и
последнее вращение вокруг новой оси z′′ на угол
ϕα ∈ [0, 2π). Координаты вектора в лабораторной
и связанной с частицами системах координат свя-
заны посредством стандартной матрицы вращения
R(φα, ϑα, ϕα) [26, 28]. Связь между наборами коор-
динат (xα,yα) и (Xα,Ωα) легко записывается при по-
мощи этой матрицы [27]. Связь между наборами ко-
ординат Xα и Xβ выводится из (3):

xβ =
√
c2βαx

2
α + 2sβαcβαxαyαzα + s2βαy

2
α,

yβ =
√
s2βαx

2
α − 2sβαcβαxαyαzα + c2βαy

2
α,

zβ =
sβαcβα(y

2
α − x2α) + (c2βα − s2βα)xαyαzα

xβyβ
.

(15)

Связанные с частицами системы координат,
определенные относительно различных наборов
координат Якоби с индексами α и β, преобразуются
друг в друга вращением вокруг оси, перпендику-
лярной плоскости частиц, на угол

wβα = arccos
−sβαyαzα + cβαxα

xβ
,

если (β − α)mod 3 = 2, и

wβα = 2π − arccos
−sβαyαzα + cβαxα

xβ

в остальных случаях (значения arccos лежат на ин-
тервале [0, π]). Таким образом, связь между набо-
рами углов Эйлера с различными индексами дается
соотношениями

R(φβ , ϑβ , ϕβ) = R(φα, ϑα, ϕα)R(0, wβα, 0). (16)
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Замена переменных в уравнениях (4) приводит
их к виду

{
Tα +Vα(xα)+

∑

β 6=α

V
(l)
β (xβ , yβ)−E

}
ψα(Xα,Ωα) =

= −V (s)
α (xα, yα)

∑

β 6=α

ψβ(Xβ ,Ωβ), α = 1, 2, 3, (17)

где для компонент, выраженных в новых пере-
менных, по-прежнему используется обозначение
ψα(Xα,Ωα). Операторы кинетической энергии в
новых переменных имеют вид

Tα = − 1

y2α

∂

∂yα
y2α

∂

∂yα
− 1

x2α

∂

∂xα
x2α

∂

∂xα
−

−
(

1

y2α
+

1

x2α

)(
1

sin θα

∂

∂θα
sin θα

∂

∂θα
+

+
1

sin2 θα

∂2

∂ϕ2
α

)
+

L2 −Kα

x2α
. (18)

В выражении (18) первые несколько слагаемых яв-
ляются операторами, действующими по перемен-
ным Xα, в то время как последнее слагаемое дей-
ствует по всем шести кинематическим координа-
там (Xα,Ωα), но при этом имеет ясный физический
смысл. В частности, оператор L2 является операто-
ром квадрата полного орбитального момента коли-
чества движения:

L2 = −
[

1

sinϑα

∂

∂ϑα
sinϑα

∂

∂ϑα
+

+
1

sin2 ϑα

(
∂2

∂φ2α
− 2 cosϑα

∂2

∂φα∂ϕα
+

∂2

∂ϕ2
α

)]
, (19)

а оператор

Kα =
∂

∂θα

(
L(+)
α + L(−)

α

)
+

+ ctg θα

(
L(+)
α − L(−)

α

)
Lz′ + 2L2

z′ (20)

выражается через операторы

L(±)
α = ∓e∓iϕα

[
± ∂

∂ϑα
+

i

sinϑα

∂

∂φα
− ictgϑα

∂

∂ϕα

]
,

Lz′ = −i∂/∂ϕα, (21)

связанные с проекциями оператора полного орби-
тального момента на различные оси.

На следующем этапе компоненты ФМ расклады-
ваются как

ψα(Xα,Ωα) =
+∞∑

L=0

∑

τ=±1

L∑

M=−L

L∑

M ′=M0

(1 − z2α)
M ′/2×

× ψLτ
αMM ′ (Xα)

xαyα
FLτ
MM ′ (Ωα). (22)

Здесь M0 = (1− τ)/2, а функции

FLτ
MM ′ (Ωα) =

1√
2 + 2δM ′0

×

×
(
DL

MM ′ (Ωα) + τ(−1)M
′

DL
M,−M ′(Ωα)

)
(23)

являются линейными комбинациями D-функций
Вигнера DL

MM ′ [28, 29]. Заметим, что определение
функций DL

MM ′ в [28, 29] отличается от того, кото-
рое используется в [27]. Функции FLτ

MM ′ являются
общими собственными функциями операторов квад-
рата полного орбитального момента, его проекции и
оператора пространственной инверсии [27,29] с соб-
ственными значениями L(L + 1), M и σ = τ(−1)L.
Основные свойства этих функций приведены в При-
ложении А. Множитель (1 − z2α)

M ′/2 в (22) вводит-
ся, чтобы сделать парциальные компоненты ψLτ

αMM ′

и их производные неособыми в zα = ±1 [30, 31].

Теперь, подставляя ряд (22) в уравнения ФМ (17)
и проецируя полученные уравнения на функции
FLτ
MM ′ , с помощью соотношений Приложения А по-

лучаем конечный набор трехмерных уравнений для
парциальных компонент ψLτ

αMM ′(Xα):

[
TLτ
αMM ′ +Vα(xα)+

∑

β 6=α

V
(l)
β (xβ , yβ)−E

]
ψLτ
αMM ′ (Xα)+

+ TLτ−
αM,M ′−1ψ

Lτ
αM,M ′−1(Xα)+

+ TLτ+
αM,M ′+1ψ

Lτ
αM,M ′+1(Xα) =

= −V
(s)
α (xα, yα)

(1− z2α)
M′

2

∑

β 6=α

xαyα
xβyβ

L∑

M ′′=M0

2(−1)M
′′−M ′

√
2 + 2δM ′′0

×

× FLτ
M ′′M ′(0, wβα, 0)(1− z2β)

M′′

2 ψLτ
βMM ′′(Xβ). (24)

Операторы кинетической энергии имеют вид
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TLτ
αMM ′ = − ∂2

∂y2α
+

1

x2α

(
L(L+ 1)− 2M ′2

)
− ∂2

∂x2α
−

−
(

1

y2α
+

1

x2α

)(
(1− z2α)

∂2

∂z2α
−

− 2(M ′ + 1)zα
∂

∂zα
−M ′(M ′ + 1)

)
,

TLτ+
αM,M ′+1 =

1

x2α
λL,M ′√

1 + δM ′0 × (25)

×
[
−(1− z2α)

∂

∂zα
+ 2(M ′ + 1)zα

]
,

TLτ−
αM,M ′−1 =

1

x2α
λL,−M ′√

1 + δM ′1
∂

∂zα
.

Здесь

λLM ′

=
√
L(L+ 1)−M ′(M ′ + 1). (26)

Полученные выражения являются 3D-уравнениями
ФМ в представлении полного орбитального момен-
та. Вследствие того, что полный орбитальный мо-
мент, его проекция и пространственная четность
являются интегралами движения для расматривае-
мых нами трехчастичных систем, полученные урав-
нения с различающимися индексами L, M и τ обра-
зуют независимые системы уравнений. При данных
L, M и τ уравнения системы (24) нумеруются ин-
дексами α = 1, 2, 3 и M ′ = M0, . . . , L и тем самым
образуют конечный набор 3nM = 3(L−M0+1) трех-
мерных уравнений в частных производных. Парци-
альные компоненты ψLτ

αMM ′ должны удовлетворять
нулевым граничным условиям типа Дирихле на пря-
мых xα = 0, yα = 0.

Теперь перейдем к парциальному анализу асимп-
тотических граничных условий (9) на компоненты
волновой функции. Представим асимптотику пар-
циальных компонент в виде

ψLτ
αMM ′ (Xα) = ψ

(A0)Lτ
αMM ′ (Xα) ∼

∼ I
(A0)Lτ
MM ′ (Xα0)δαα0 +O

(A0)Lτ
αMM ′ (Xα). (27)

Вывод выражений для парциальных компонент па-
дающей I(A0)Lτ

MM ′ и рассеянной O(A0)Lτ
αMM ′ волн представ-

лен в Приложении B. При выборе лабораторной си-
стемы координат, в которой импульс рассеиваемой
частицы pn0 расположен вдоль оси z, парциальная
компонента падающей волны дается выражением

I
(A0)Lτ
MM ′ (Xα) = δ−M,m0

(−1)M
√
(2ℓ0 + 1)

pn0

√
2 + 2δM ′0

φn0ℓ0(xα)×

×
L+ℓ0∑

λ=|L−ℓ0|

√
2λ+ 1iλeiσλ(ηn0)Fλ(ηn0 , pn0yα)×

×YλM ′ (θα, 0)

(1− z2α)
M′

2

CL,M
λ,0,ℓ0,M

CL,M ′

λ,M ′,ℓ0,0

(
1 + τ(−1)λ+ℓ0−L

)
,

(28)

где кулоновский фазовый сдвиг

σλ(ηn0) = arg Γ(1 + λ+ iηn0),

Fλ — регулярная кулоновская функция [26] и
Cl,m

l1,m1,l2,m2 — коэффициенты Клебша – Гордана.
Заметим, что решение уравнений ФМ (24) является
нетривиальным только при условии ненулевой
падающей волны. Из формулы (28) следует, что
это имеет место только при проекции полного
орбитального момента M = −m0. Пусть теперь
парциальное разложение амплитуды рассеяния
имеет вид

Ã(A)(A0)(ŷα) =
+∞∑

λ=0

λ∑

mλ=−λ

Ã(Aλmλ)(A0)Yλmλ
(ŷα).

(29)
Тогда парциальная компонента рассеянной волны
дается выражением

O
(A0)Lτ
αMM ′ (Xα)=

(−1)M√
4π(2 + 2δM ′0)

∑

nℓ

√
2ℓ+ 1φnℓ(xα)×

×
L+ℓ∑

λ=|L−ℓ|

YλM ′ (θα, 0)

(1− z2α)
M′

2

√
pn0

pn
ÃLMτ

(Aλ)(A0)
×

× CL,M ′

λ,M ′,ℓ,0

(
1 + τ(−1)λ+ℓ−L

)
û+λ (ηn, pnyα), (30)

где мы определили

ÃLMτ
(Aλ)(A0)

=
1 + τ(−1)λ+ℓ−L

2
×

×
ℓ∑

m=−ℓ

CL,M
λ,m+M,ℓ,−mÃ(A,λ,−M−m)(A0). (31)

Здесь и ниже

û±λ = e±iπλ/2u±λ (ηn, pnyα)

— кулоновские сходящаяся и расходящаяся вол-
ны [26]. Из приведенного выше обсуждения следует,
что единственным ненулевым является коэффици-
ент с M = −m0 и, значит,

ÃLMτ
(Aλ)(A0)

≡ δM,−m0ÃLτ
(Aλ)(A0)

. (32)
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Отметим также, что из-за задающих условия отбо-
ра множителей типа (1+ τ(−1)λ+ℓ−L) в (28) и (30) в
имеющихся там суммах ненулевыми являются сла-
гаемые только лишь с четными или нечетными зна-
чениями λ, в зависимости от значения τ = ±1 при
данных L и ℓ0(ℓ).

Пусть коэффициенты парциального разло-
жения A(Aλmλ)(A0) полной амплитуды рассеяния
A(A)(A0)(ŷα) определены формулой, аналогич-
ной формуле (29). Тогда, используя парциальное
разложение кулоновской амплитуды рассеяния [26]:

AC(ŷα) =
4π

pn0

+∞∑

λ=0

ei2σλ(ηn0) − 1

2i
×

×
λ∑

mλ=−λ

Y ∗
λmλ

(p̂n0)Yλmλ
(ŷα), (33)

непосредственно можно показать, что при располо-
жении вектора pn0 вдоль оси z лабораторной систе-
мы координат имеет место формула

A(Aλmλ)(A0) = Ã(Aλmλ)(A0)+

+ δAA0δmλ0

√
π(2λ+ 1)

ipn0

(
ei2σλ(ηn0) − 1

)
. (34)

Подобно (31) и (32) определим парциальную компо-
ненту полной амплитуды:

ALτ
(Aλ)(A0)

≡ 1 + τ(−1)λ+ℓ−L

2
×

×
ℓ∑

m=−ℓ

CL,−m0

λ,m−m0,ℓ,−mA(A,λ,m0−m)(A0) =

= ÃLτ
(Aλ)(A0)

+ δAA0

1 + τ(−1)λ+ℓ0−L

2
×

×
√
π(2λ+ 1)

ipn0

(
ei2σλ(ηn0) − 1

)
CL,−m0

λ,0,ℓ0,−m0
. (35)

В Приложении C показано, что сечение рассеяния
σAA0 , определенное в (14), выражается через вве-
денные выше компоненты амплитуды ALτ

(Aλ)(A0)
по

формулам

σAA0 =

+∞∑

L=0

σL
AA0

,

σL
AA0

=
1

2mα0(βγ)

1

2ℓ0 + 1
× (36)

×
ℓ0∑

m0=−ℓ0

L+ℓ∑

λ=|L−ℓ|

∑

τ=±1

∣∣∣ALτ
(Aλ)(A0)

∣∣∣
2

,

где σL
AA0

— парциальные сечения рассеяния.
Для вычисления парциального сечения рассея-

ния σL
AA0

требуется решать трехмерные уравнения
ФМ (24), дополненные различными асимптотиче-
скими граничными условиями (27) с падающими
волнами I

(A0)Lτ
MM ′ , которые различаются значениями

m0 = −M = −ℓ0, . . . , ℓ0 и τ = ±1. С вычислительной
точки зрения, однако же, более эффективным явля-
ется использование вместо I

(A0)Lτ
MM ′ падающих волн

вида

I
(A0λ0)Lτ
MM ′ (Xα) = φn0ℓ0(xα)Fλ0 (ηn0 , pn0yα)×

× Yλ0M ′ (θα, 0)

(1− z2α)
M ′/2

×

× CL,M ′

λ0,M ′,ℓ0,0

(
1 + τ(−1)ℓ0+λ0−L

)
/
√
2 + 2δM ′0. (37)

Приведем в завершение этого раздела соответству-
ющие расчетные формулы. Асимптотика парциаль-
ной компоненты ψLτ

αMM ′ с падающей волной (37)
имеет вид

ψLτ
αMM ′ (Xα) = ψ

(A0λ0)Lτ
αMM ′ (Xα) ∼

∼ I
(A0λ0)Lτ
MM ′ (Xα)δαα0 +O

(A0λ0)Lτ
αMM ′ (Xα), (38)

где

O
(A0λ0)Lτ
αMM ′ =

1√
4π(2 + 2δM ′0)

∑

nℓ

√
2ℓ+ 1φnℓ(xα)×

×
L+ℓ∑

λ=|L−ℓ|

YλM ′ (θα, 0)

(1 − z2α)
M ′/2

√
pn0

pn
ÃLτ

(Aλ)(A0λ0)
×

× CLM ′

λ,M ′,ℓ,0

(
1 + τ(−1)λ+ℓ−L

)
û+λ (ηn, pnyα). (39)

Физические решение и амплитуда рассеяния, отве-
чающие начальному каналу A0 с m0 = −M , могут
быть восстановлены по формулам

ψ
(A0)Lτ
αMM ′ (Xα) =

(−1)M
√
2ℓ0 + 1

pn0

×

×
L+ℓ0∑

λ0=|L−ℓ0|

√
2λ0 + 1×

× iλ0eiσλ0
(ηn0)CL,M

λ0,0,ℓ0,M
ψ
(A0λ0)Lτ
αMM ′ (Xα), (40)

ÃLτ
(Aλ)(A0)

=

√
2ℓ0 + 1

pn0

L+ℓ0∑

λ0=|L−ℓ0|

√
2λ0 + 1 ×

× iλ0eiσλ0
(ηn0)CL,M

λ0,0,ℓ0,M
ÃLτ

(Aλ)(A0λ0)
. (41)
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2.3. Дипольное взаимодействие

Наличие в системе трех заряженных частиц эф-
фективного дипольного потенциала между возбуж-
денным связанным состоянием пары α (атомом) и
частицей α приводит к тому, что представление (30)
становится недостаточно точным, так как остав-
ляет дипольное взаимодействие нескомпенсирован-
ным. Учет дипольного взаимодействия в асимпто-
тике компонент волновых функций удобно прове-
сти в так называемом бисферическом базисе. Соот-
ветствующая теория дана нами в отдельной публи-
кации [32]. Приведем здесь основной теоретический
результат этой работы, который заключается в том,
что уточненная асимптотика компоненты ФМ, опи-
сывающей процессы с сохраняющимися квантовыми
числами L, M и τ , имеет вид

ψα(xα,yα) ∼
2πi

pn0

1

xαyα
×

×
+∞∑

L=0

+L∑

M=−L

∑

nℓλ

φnℓ(xα)g
LMτ
α(nℓλ)(yα, pn)×

× YLM
ℓλ (x̂α, ŷα). (42)

Здесь бисферические гармоники [3, 28] даются
формулами

YLM
ℓ1ℓ2 (x̂, ŷ) =

=

ℓ1∑

m1=−ℓ1

ℓ2∑

m2=−ℓ2

CLM
ℓ1m1ℓ2m2

Yℓ1,m1(x̂)Yℓ2,m2(ŷ). (43)

Функции gLMτ
α(nℓλ) являются решениями уравнений

сильной связи каналов,

[
− d2

dy2α
+
λ(λ + 1)

y2α
+
Cα

yα
− p2n

]
gLMτ
α(nℓλ)(yα, pn)+

+
∑

n′ℓ′λ′

dLα(nℓλ)(n′ℓ′λ′)

y2α
gLMτ
α(n′ℓ′λ′)(yα, pn′) = 0, (44)

в которых зарядовая константа асимптотического
кулоновского взаимодействия между атомом и час-
тицей α определяется формулой

Cα = Zα(Zβ + Zγ)
√

2µα(βγ).

Задающая асимптотическое дипольное взаимодей-
ствие матрица dLα определена в [32]. Используя стан-

дартные формулы теории углового момента [28],
можно показать, что

dLα(nℓλ)(n′ℓ′λ′) =

=
(−1)L+1

3

√
(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1)(2λ+ 1)(2λ′ + 1) ×

× C10
ℓ0ℓ′0C

10
λ0λ′0





ℓ λ L

λ′ ℓ′ 1



DαKα(nℓ)(n′ℓ′). (45)

Здесь фигурные скобки обозначают 6j-символ
Вигнера,

Kα(nℓ)(n′ℓ′) =

+∞∫

0

dxα xαφn′ℓ′(xα)φnℓ(xα), (46)

кинематическая константа

Dα = −
∑

β 6=α

√
2µβZαZγcβα

|sβα|sβα
. (47)

Заметим, что задающие ненулевые элементы ди-
польного потенциала индексы ℓ, λ, ℓ′, λ′, L удовле-
творяют различным условиям треугольника из-за
имеющихся в формуле (45) объектов, в частности
ℓ′(λ′) = ℓ(λ) ± 1. Заметим дополнительно, что мат-
ричный дипольный потенциал не зависит от кван-
тового числа M , поэтому этот индекс опускается в
обозначении потенциала и вводимых ниже величин,
связанных с решением уравнений (44). Нумерующие
уравнения (44) и компоненты их решения индексы
nℓ пробегают значения, задающиеся открытыми при
данной энергии E полной задачи двухчастичными
каналами (p2n = E − εn ≥ 0), индекс λ принимает
значения от |L − ℓ| до L + ℓ. Кроме того, для по-
лучения решения (42) с заданной пространственной
четностью σ = (−1)Lτ индексы должны удовлетво-
рять условиям отбора

1 + τ(−1)ℓ+λ−L 6= 0.

В [32] получена асимптотическая в пределе
yα → +∞ система решений уравнений (44), которая
задается матрицей с элементами

GLτ±
α(nℓλ)(n′ℓ′λ′)(yα) =

[
W

Lτ(0)
α(nℓλ)(n′ℓ′λ′)+

+
1

y2α
W

Lτ(1)
α(nℓλ)(n′ℓ′λ′)

]
û±
λLτ
α(n′ℓ′λ′)

(ηn′ , pn′yα). (48)
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Здесь матрицы имеют вид

W
Lτ(0)
α(nℓλ)(n′ℓ′λ′) = δnn′V Lτ

α(nℓλ)(nℓ′λ′),

W
Lτ(1)
α(nℓλ)(n′ℓ′λ′) = (1 − δnn′)×

×
∑

ℓ′′λ′′ dLα(nℓλ)(n′ℓ′′λ′′)V
Lτ
α(n′ℓ′′λ′′)(n′ℓ′λ′)

p2n − p2n′

,

(49)

а новые значения угловых моментов λLτ
α(nℓλ) возни-

кают как решения квадратных уравнений

λLτ
α(nℓλ)(λ

Lτ
α(nℓλ) + 1) = bLτ

α(nℓλ). (50)

Наконец, матрицы bLτ
α и V Lτ

α составлены из
собственных значений и собственных векторов
матрицы

λ(λ + 1)δℓλ,ℓ′λ′ + dLα(nℓλ)(nℓ′λ′), (51)

ℓ(ℓ′) = 0, . . . , n− 1,

λ(λ′) = |L − ℓ(ℓ′)|, . . . , L+ ℓ(ℓ′),

1 + τ(−1)ℓ(ℓ
′)+λ(λ′)−L 6= 0.

Заметим, что именно второй член в квадратных
скобках в (48) ответственен за полную компенса-
цию дипольной части взаимодействия в уравнениях.
Он учитывает внедиагональные по главному кван-
товому числу n элементы матричного дипольного
потенциала dLα/y

2
α, которые не учитывались в рабо-

тах других авторов [18, 33, 34]. Асимптотика реше-
ния gLMτ

α уравнений (44) для задачи рассеяния за-
писывается в виде линейной комбинации решений
GLτ±

α (yα):

gLMτ
α (yα) ∼ GLτ−

α (yα)o
− −GLτ+

α (yα)o
+, (52)

где o± — некоторые амплитудные векторы.

Изложенные выше результаты [32] получены в
бисферическом базисе. Асимптотика (42), однако
же, несложно пересчитывается в используемое в на-
стоящей работе представление в базисе полного ор-
битального момента. Для этого достаточно восполь-
зоваться связью между базисными функциями, ко-
торая по существу дается приведенными в Прило-
жении B формулами (68). Несложный расчет, кото-
рый мы здесь опускаем, показывает, что асимптоти-

ка (42) имеет вид (22) с парциальными компонента-
ми вида

ψLτ
αMM ′ (Xα) ∼

i(−1)L+M

2pn0

√
2 + 2δM ′0

1

(1 − z2α)
M ′/2

×

×
∑

nℓ

√
2ℓ+ 1(−1)ℓφnℓ(xα)×

×
L+ℓ∑

λ=|L−ℓ|

(−1)λCLM ′

ℓ0λM ′(1 + τ(−1)ℓ+λ−L)YλM ′ (θα, 0)×

×
[
∑

n′ℓ′λ′

GLτ−
α(nℓλ)(n′ℓ′λ′)(yα)o

−
(n′ℓ′λ′)−

−GLτ+
α(nℓλ)(n′ℓ′λ′)(yα)o

+
(n′ℓ′λ′)

]
. (53)

Для получения решения, соответствующего процес-
су с падающей волной в канале A0, коэффициенты
векторов o± следует подобрать такими, чтобы в пре-
деле yα → ∞ правые части асимптотических выра-
жений (27) и (53) (или (38) и (53)) совпадали друг
с другом. В случае сравнения формул (38) и (53),
например, несложные расчеты, которые мы также
опускаем, приводят к следующему виду парциаль-
ных компонент падающей и рассеянной волн:

I
(A0λ0)Lτ
αMM ′ (Xα) =

1√
2 + 2δM ′0

∑

nℓ

√
2ℓ+ 1φnℓ(xα)×

×
L+ℓ∑

λ=|L−ℓ|

CLM ′

λM ′ℓ0(1 + τ(−1)ℓ+λ−L)
YλM ′ (θα, 0)

(1− z2α)
M ′/2

×

×
∑

ℓ′λ′

ei(πλ0/2−σλ0
(ηn0))

(
V Lτ
α(n0ℓ0λ0)(n0ℓ′λ′)

)∗
×

×GLτ−
α(nℓλ)(n0ℓ′λ′)(yα), (54)

O
(A0λ0)Lτ
αMM ′ (Xα) =

1√
4π(2 + 2δM ′0)

×

×
∑

nℓ

√
2ℓ+ 1φnℓ(xα)×

×
L+ℓ∑

λ=|L−ℓ|

CLM ′

λM ′ℓ0(1 + τ(−1)ℓ+λ−L)
YλM ′ (θα, 0)

(1− z2α)
M ′/2

×

×
∑

n′ℓ′λ′

√
pn0

pn′

S̃
Lτ
(αn′ℓ′λ′)(A0λ0)

GLτ+
α(nℓλ)(n′ℓ′λ′)(yα). (55)

Связь между компонентами «физической» S-матри-
цы S̃ и матрицы S̃, определенной решением с рас-
сеянной волной (55), дается равенством
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S̃Lτ
(Aλ)(A0λ0)

= ÃLτ
(Aλ)(A0λ0)

+

+ δαα0δ(nℓλ)(n0ℓ0λ0)
1

2i

√
4π

2ℓ0 + 1
ei(σλ0

(ηn0)−πλ0/2) =

=
i

2
√
2ℓ0 + 1

∑

ℓ′λ′

V Lτ
α(nℓλ)(nℓ′λ′)S̃

Lτ
(αnℓ′λ′)(A0λ0)

. (56)

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Результаты данного раздела получены путем
прямого численного решения системы трехмерных
уравнений ФМ (24) с асимптотическими граничны-
ми условиями (27), в которых падающая и рассе-
янная волны даются формулами (54) и (55) соот-
ветственно. Для уменьшения сложности вычисле-
ний мы пользуемся тем, что потенциал V3 является
отталкивательным и соответствующий двухчастич-
ный гамильтониан не имеет связанных состояний.
Это позволяет включить этот потенциал в левые ча-
сти уравнений (4), (24), для чего формально можно
положить в (8) функцию χ3 = 0. Количество урав-
нений при этом уменьшается в полтора раза.

Для получения представленных в статье резуль-
татов мы вычисляли сечения рассеяния с точностью
не хуже 1% и с достаточно высоким разрешением по
энергии: 6 ·10−6 при расчете сечений непосредствен-
но над порогами возбужденных состояний атомов и
6 · 10−5 в остальных случаях. Все величины приве-
дены в атомных единицах, сечения даются в едини-
цах πa20. Бинарные процессы рассеяния обозначают-
ся начальным и конечным состояниями атома.

Согласно теории ГД [35], околопороговые осцил-
ляции в сечениях возникают при наличии невеще-
ственных новых значений угловых моментов λLτ

α(nℓλ).
Над порогом возбужденного связанного состояния
атома (пары частиц) α с главным квантовым числом
n, в случае единственного (среди значений с раз-
ными ℓλ) невещественного значения λLτ

α(nℓλ), теория
предсказывает следующую зависимость от энергии
p2n сечений:

σ = A+B cos(2 Im λLτ
α(nℓλ) ln pn + φ). (57)

Здесь константы A, B, φ, свои для каждой конкрет-
ной системы и сечения, можно считать независящи-
ми от энергии p2n при малых pn. Простой расчет по-
казывает, что в системе e−e+p̄ для первых несколь-
ких каналов рассеяния с возбужденными состояни-
ями H(2), Ps(2) и H(3) и при небольших значениях
полного орбитального момента L имеются одно или
два невещественных значения момента.
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Рис. 2. Сечения упругого рассеяния Ps(2s) → Ps(2s), пол-

ный орбитальный момент L = 1 (а) и L = 2 (б). Пунктир-

ные кривые — график зависимости (57)

На рис. 2 изображены сечения упругого рассея-
ния антипротона на позитронии в первом возбуж-
денном состоянии Ps(2s), расчитанные над порогом
Ps(2), для значений полного орбитального момента
L = 1, 2. Как и на представленном в нашей недавней
работе [19] графике для случая L = 0, в сечениях
прекрасно видны осцилляции ГД с расположением
экстремумов, согласующимся с законом (57). Дей-
ствительно, для наглядности на рис. 2 и 3 изображе-
ны также графики кривых (57) с эмпирически подо-
бранными значениями констант A, B и фазы φ. Ана-
логичная картина наблюдается и в сечениях квази-
упругих реакций типа реакции Ps(2s) → Ps(2p). С
ростом значений L на одном и том же интервале
энергий осцилляции сечений начинают сглаживать-
ся. Действительно, мнимые части новых значений
угловых моментов Im λLτ

α=Ps(n=2,ℓλ), которые задают
частоту осцилляций в логарифмическом масштабе
по энергии согласно закону (57), имеют тенденцию
к убыванию с ростом L. Для значений L = 0− 4 они
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Рис. 3. Сечения образования антиводорода Ps(2p)→H(3s)

(сплошные кривые), Ps(2p) → H(3p) (штриховые),

Ps(2p) → H(3d) (жирные сплошные), полный орбиталь-

ный момент L = 1 (а) и L = 2 (б). Пунктирные кривые —

график зависимости (57)

равны соответственно: 4.77, 4.58, 4.15, 3.42 и 2.09,
при L > 5 значения новых моментов становятся ве-
щественными. Наличие осцилляций ГД в сечениях
упругих и квазиупругих реакций Ps(2) → Ps(2) бы-
ло ранее обнаружено при расчетах в работе [14]. По
форме наши сечения вполне согласуются с сечения-
ми этой работы, однако непосредственное численное
сравнение затруднено используемым в [14] логариф-
мическим масштабом по обеим осям.

Обратимся теперь к сечениям реакций образова-
ния антиводорода над порогами его возбужденных
состояний. В [19] мы привели графики сечений обра-
зования антиводорода над порогом первого возбуж-
денного состояния H(2) для случая L = 0, которые
показали, что осцилляции слабо проявляются в этом
случае. Однако над порогом H(3) в сечениях реак-
ций Ps(2) → H(3) образования антиводорода во вто-
ром возбужденном состоянии при L=0 мы обнару-
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Рис. 4. Суммарные по L = 0, 1, 2 сечения образования

антиводорода Ps(2p) → H(3s) (тонкая сплошная кривая),

Ps(2p) → H(3p) (пунктирная), Ps(2p) → H(3d) (жирная

сплошная)

жили в [19] осцилляции ГД с большой амплитудой,
что подтвердило возможность существования этого
явления в сечениях реакций. Поэтому здесь мы ис-
следуем именно сечения над порогом H(3). Как и
в рассмотренном выше случае конфигурации Ps(2),
ненулевые мнимые части Im λLτ

α=H(n=3,ℓλ)
возникают

при L 6 4, они равны соответственно 3.99 (L = 0),
3.83, 2.23 (L = 1), 3.46, 1.43 (L = 2), 2.81 (L = 3),
1.52 (L = 4). На рис. 3 приведены сечения реак-
ций Ps(2p) → H(3s(p, d)) для значений L = 1, 2. Ос-
цилляции в сечениях проявляются слабо. С учетом
довольно существенного роста значений сечений по
сравнению со случаем L = 0 это означает, что в пол-
ных сечениях рассеяния осцилляции будут сильно
сглажены. Для иллюстрации на рис. 4 представлена
сумма парциальных сечений с L = 0− 2.

Подводя итог, следует отметить, что в прямых
процессах типа Ps → Ps осцилляции сечений отчет-
ливо наблюдаются, хотя с ростом L они сглажива-
ются, исчезая при больших L. В сечениях же образо-
вания антиводорода Ps → H при L > 0 наблюдается
тенденция к подавлению осцилляций, несмотря на
то, что среди новых моментов в этих каналах по-
прежнему имеются комплексные значения.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе разработан и реализован формализм
решения задачи бинарного рассеяния в системе трех
частиц с кулоновским взаимодействием. Формализм
базируется на трехчастичных уравнениях Фаддее-
ва – Меркурьева в представлении полного орбиталь-
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ного момента. Существенным и новым обстоятель-
ством по сравнению с предыдущими формулиров-
ками является улучшенное асимптотическое пред-
ставление для компонент волновой функции, кото-
рое в явном виде учитывает вклад дальнодейству-
ющего дипольного взаимодействия. Наличие это-
го взаимодействия являлось главным вычислитель-
ным препятствием для получения надежных резуль-
татов для сечений рассеяния и реакций в близких
околопороговых областях энергии, в которых пред-
сказывались пороговые аномалии в виде осцилля-
ций ГД. В нашей предыдущей работе [19] показано,
что явный учет дипольного взаимодействия позво-
ляет получить значения для сечений рассеяния и
реакций в системе e−e+p̄ при L = 0, на недости-
жимо высоком для других подходов уровне точно-
сти. В настоящей работе мы обобщили наш подход
на случай L > 0 и явно учли дальнодействующее
дипольное взаимодействие в этом случае. Форма-
лизм данной работы позволил провести прецизион-
ные расчеты рассеяния и реакций в системе e−e+p̄
при L > 0 в окрестностях порогов возбужденных со-
стояний с главными квантовыми числами n = 2, 3

атомов Ps и H, которые технически были невозмож-
ны без учета дипольного взаимодействия в других
подходах. В сечениях упругих и квазиупругих про-
цессов обнаружены отчетливые надпороговые ос-
цилляции ГД-типа при L = 1, 2, имеющие тенден-
цию сглаживаться с ростом L. Подробно исследо-
ваны сечения образования антиводорода в реакции
Ps(n = 2) + p̄ → H(n = 3) + e− при L = 1, 2. В
отличие от случая L = 0 [19] сечения образования
антиводорода при L > 0 отчетливых осцилляций не
обнаруживают. При этом в полных сечениях данной
реакции вклад осцилляций парциального сечения с
L = 0 оказывается существенно сглаженным.

Результаты данной работы распространяют об-
ласть применимости разработанного формализма
на случай ненулевых орбитальных моментов L > 0

и дают возможность проводить более широкие ис-
следования рассеяния и реакций в системе e−e+p̄ и
других атомных системах с гарантированным уров-
нем точности.

Благодарности. Исследования проведены
с использованием вычислительных ресурсов Ре-
сурсного центра «Вычислительный центр СПбГУ»
(http://cc.spbu.ru). Авторы выражают благо-
дарность В. А. Рудневу и Е. А. Яревскому за
плодотворные обсуждения результатов работы.

Финансирование. Работа поддержана Россий-
ским научным фондом (проект № 23-22-00109).

ПРИЛОЖЕНИЕ A.
СВОЙСТВА БАЗИСНЫХ ФУНКЦИЙ FLτ

MM′

Функции FLτ
MM ′ являются общими собственными

функциями операторов квадрата полного орбиталь-
ного момента L2, его проекции Lz = −i∂/∂φα и опе-
ратора пространственной инверсии P:

L2FLτ
MM ′ = L(L+ 1)FLτ

MM ′ ,

LzF
Lτ
MM ′ = −MFLτ

MM ′ , (58)

PFLτ
MM ′ (φα, ϑα, ϕα) =

= FLτ
MM ′ (φα + π, π − ϑα, π − ϕα) =

= τ(−1)LFLτ
MM ′ (φα, ϑα, ϕα).

Последнее равенство выводится непосредственно из
соотношения

DL
MM ′ (φα + π, π − ϑα, π − ϕα) =

= (−1)L+M ′

DL
M,−M ′(φα, ϑα, ϕα).

Условия ортогональности

2π∫

0

dφα

2π∫

0

dϕα

π∫

0

dϑα sinϑα

(
FL1τ1
M1M ′

1
(Ωα)

)∗
×

× FL2τ2
M2M ′

2
(Ωα) =

8π2

2L1 + 1
δL1L2δτ1τ2δM1M2δM ′

1M
′
2

(59)

несложно выводятся из аналогичных условий для
D-функций Вигнера [29]. Поскольку D-функции
дают матричное представление группы вращений
SO(3), из соотношения для преобразований враще-
нием (16) непосредственно следует

DL
MM ′ (Ωβ) =

L∑

M ′′=−L

DL
MM ′′ (Ωα)D

L
M ′′M ′(0, wβα, 0).

(60)
Отсюда получаем связь между функциями FLτ

MM ′

разных аргументов:

FLτ
MM ′ (Ωβ) =

L∑

M ′′=M0

(−1)M
′−M ′′ 2√

2 + 2δM ′0

×

× FLτ
M ′M ′′(0, wβα, 0)F

Lτ
MM ′′ (Ωα). (61)

Из свойств D-функций Вигнера

L(±)
α DL

MM ′ = ±λL,±M ′

DL
MM ′±1,

Lz′DL
MM ′ = −M ′DL

MM ′ ,
(62)
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где λLM ′

определена в (26), получаем свойства

Lz′FLτ
MM ′ = −M ′FL,−τ

MM ′ , (63)

(
L(+)
α + L(−)

α

)
FLτ
MM ′ = −λL,−M ′

FLτ
M,M ′−1×

×
√
1 + δM ′1(1− δM ′0)(1 − δM ′1δτ,−1)+

+ λL,M ′

FLτ
M,M ′+1

√
1 + δM ′0(1− δM ′0δτ,−1), (64)

(
L(+)
α − L(−)

α

)
Lz′FLτ

MM ′ = −M ′λL,−M ′

FLτ
M,M ′−1×

×
√
1 + δM ′1(1− δM ′0)(1 − δM ′1δτ,−1)−

−M ′λL,M ′

FLτ
M,M ′+1

√
1 + δM ′0(1− δM ′0δτ,−1), (65)

полезные при подстановке разложения (22) в урав-
нения ФМ (17).

ПРИЛОЖЕНИЕ B.
ПАРЦИАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ВЫРАЖЕНИЙ
ДЛЯ ПАДАЮЩЕЙ И РАССЕЯННОЙ ВОЛН

Согласно определению (23) парциальная компо-
нента падающей волны дается выражением

I
(A0)Lτ
MM ′ (Xα) =

1√
2 + 2δM ′0

×

×
(
I
(A0)L
MM ′ (Xα) + τ(−1)M

′

I
(A0)L
M,−M ′(Xα)

)
, (66)

где, в свою очередь,

I
(A0)L
MM ′ (Xα) =

xαyα

(1− z2α)
M′

2

2L+ 1

8π2
×

×
∫
dΩα

(
DL

MM ′(Ωα)
)∗
I(A0)(xα,yα). (67)

Поскольку углы Эйлера φα, ϑα являются одновре-
менно углами сферических координат вектора x̂α в
лабораторной системе координат, а вектор ŷα пре-
образуется в x̂α вращением вокруг оси, перпендику-
лярной плоскости частиц, на угол θα, имеем

Yℓm(x̂α) =

√
2ℓ+ 1

4π

(
Dℓ

m0(Ωα)
)∗
,

Yℓm(ŷα) =
ℓ∑

m′=−ℓ

(
Dℓ

mm′(Ωα)
)∗
Yℓm′(θα, 0).

(68)

При помощи (68) можно выразить падающую (11) и
рассеянную (10) волны в координатах (Xα,Ωα). Так,
используя парциальное разложение входящей в (11)

двухчастичной кулоновской волновой функции [26],
переписываем (11) в виде

I(A0)(xα,yα) =
4π

pn0xαyα
φn0ℓ0(xα)Yℓ0m0(x̂α)×

×
+∞∑

λ=0

λ∑

mλ=−λ

iλeiσλ(ηn0)Fλ(ηn0 , pn0yα)×

× Y ∗
λmλ

(p̂n0)Yλmλ
(ŷα), (69)

где кулоновский фазовый сдвиг

σλ(ηn0) = arg Γ(1 + λ+ iηn0),

Fλ — регулярная кулоновская функция [26]. Под-
ставляя (69) в (67) и используя тождества (68),
получим

I
(A0)L
MM ′ (Xα) =

φn0ℓ0(xα)

2πpn0

√
2ℓ0 + 1

4π

+∞∑

λ=0

λ∑

mλ=−λ

ℓ∑

m′=−ℓ

iλeiσλ(ηn0)Fλ(ηn0 , pn0yα)Y
∗
λmλ

(p̂n0)
Yλmλ

(θα, 0)

(1− z2α)
M′

2

×

×
∫
dΩα

(
DL

MM ′(Ωα)
)∗ (

Dλ
mλm′(Ωα)

)∗ (
Dℓ0

m00
(Ωα)

)∗
.

(70)

Интеграл от произведения трех D-функций выра-
жается через коэффициенты Клебша – Гордана [29]:

∫
dΩα

(
Dℓ

mm′(Ωα)
)∗
Dℓ2

m2m′
2
(Ωα)D

ℓ1
m1m′

1
(Ωα) =

=
8π2

2ℓ+ 1
Cℓ,m′

ℓ1,m′
1,ℓ2,m

′
2
Cℓ,m

ℓ1,m1,ℓ2,m2
. (71)

Комбинируя последнее тождество с соотношением
(DL

mm′)∗ = (−1)m
′−mDL

−m,−m′ и подставляя в (70),
после несложных преобразований приходим к выра-
жению

I
(A0)L
MM ′ (Xα) =

(−1)M
√
4π(2ℓ0 + 1)

pn0

√
2 + 2δM ′0

φn0ℓ0(xα)×

×
L+ℓ0∑

λ=|L−ℓ0|

iλeiσλ(ηn0)Fλ(ηn0 , pn0yα)Y
∗
λ,−M−m0

(p̂n0)×

× YλM ′ (θα, 0)

(1− z2α)
M′

2

CL,M
λ,M+m0,ℓ0,−m0

CL,M ′

λ,M ′,ℓ0,0
×

×
(
1 + τ(−1)λ+ℓ0−L

)
, (72)

где пределы суммирования по λ происходят от
условий треугольника для коэффициентов Клеб-
ша – Гордана. Если теперь лабораторную систему
координат выбрать так, что вектор pA0 в ней

623



В. А. Градусов, С. Л. Яковлев ЖЭТФ, том 167, вып. 5, 2025

расположен вдоль оси z, имеем дополнительно
Y ∗
λ,−M−m0

(p̂A0) =
√
(2λ+ 1)/(4π)δ−M,m0 и (72)

упрощается до (28). Для вычисления парциальной
компоненты рассеянной волны

O
(A0)Lτ
αMM ′ (Xα) =

xαyα

(1− z2α)
M′

2

2L+ 1

8π2
×

×
∫
dΩα

(
FLτ
MM ′ (Ωα)

)∗
O(A0)

α (xα,yα) (73)

подставляем парциальное разложение амплитуды
рассеяния (29) в (10) и выполняем преобразования,
совершенно аналогичные выполненным выше для
случая падающей волны. Тогда приходим к (30).

ПРИЛОЖЕНИЕ C. СЕЧЕНИЕ σAA0

Для получения выражения для сечения рассея-
ния σAA0 определим вначале парциальные компо-
ненты полной амплитуды:

ALMτ
(Aλ)(A0)

≡ 1 + τ(−1)λ+ℓ−L

2
×

×
ℓ∑

m=−ℓ

CL,M
λ,m+M,ℓ,−mA(A,λ,−M−m)(A0) =

= ÃLMτ
(Aλ)(A0)

+ δAA0δM,−m0

1 + τ(−1)λ+ℓ0−L

2
×

×
√
π(2λ+ 1)

ipn0

(
ei2σλ(ηn0) − 1

)
CL,M

λ,0,ℓ0,M
. (74)

Свойство (32) по-прежнему выполняется для пол-
ной амплитуды, т. е.

ALMτ
(Aλ)(A0)

= δM,−m0ALτ
(Aλ)(A0)

. (75)

Умножая парциальное разложение полной амплиту-
ды рассеяния на Yℓm(x̂α), получим соотношение

Yℓm(x̂α)A(A)(A0)(ŷα) =

=

+∞∑

λ=0

λ∑

mλ=−λ

A(Aλmλ)(A0)Yℓm(x̂α)Yλmλ
(ŷα) =

=
+∞∑

L=0

L+ℓ∑

λ=|L−ℓ|

λ∑

mλ=−λ

A(Aλmλ)(A0)×

× CL,m+mλ

ℓ,m,λ,mλ
YLm+mλ

ℓλ (x̂, ŷ), (76)

где YLm
ℓλ — биполярные сферические гармоники,

определенные в (43). Суммирование последнего
тождества по m от −ℓ до ℓ приводит к равенству

ℓ∑

m=−ℓ

Yℓm(x̂α)A(A)(A0)(ŷα) =

=

+∞∑

L=0

L+ℓ∑

λ=|L−ℓ|

λ+ℓ∑

M=−λ−ℓ

∑

τ=±1

ALMτ
(Aλ)(A0)

YL,−M
ℓλ (x̂, ŷ),

в котором, согласно свойству (75), сумма по M со-
держит лишь одно ненулевое слагаемое с M = −m0.
Теперь, интегрируя квадраты абсолютных величин
левой и правой частей последнего равенства по пе-
ременным x̂α, ŷα и пользуясь ортогональностью би-
полярных сферических гармоник по всем индексам,
приходим к (36).
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