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С помощью улучшенной версии алгоритма Ньюмена –Яниса получены метрики для вращающихся чер-

ных дыр для выборки из теорий, расширяющих ОТО разными способами: модели Хорндески и бам-

белби, скалярная гравитация Гаусса –Бонне, петлевая квантовая гравитация, конформная гравитация и

f(Q)-гравитация (симметричная телепараллельная гравитация). Полученные метрики используются для

моделирования теней черных дыр. Показано, что для части моделей учет дополнительных параметров

теорий ведет к появлению критических значений acrit углового момента a. Когда a становится рав-

но acrit, тень перестает существовать. Подтверждается сделанный ранее вывод, что расширенная теория

гравитации может как усиливать эффект вращения, так и ослаблять его. Это важно для дальнейшего мо-

делирования профилей теней с учетом постоянно увеличивающейся точности фотографирования черных

дыр. Таким образом, при учете вращения фотографии теней черных дыр, наравне с тестом GW170817

или постньютоновским формализмом, могут использоваться для проверки и ограничения расширенных

теорий гравитации.

DOI: 10.31857/S0044451025040030

1. ВВЕДЕНИЕ

Постоянное появление новых данных проекта
Event Horizon Telescope (EHT) с увеличивающим-
ся разрешением [1] приводит к необходимости повы-
шения точности теоретического моделирования про-
филей теней черных дыр (ЧД). Первые модели стро-
ились на основе сферически-симметричных метрик
[2], на следующем шаге стали учитывать второй па-
раметр метрики Рейсснера – Нордстрема в расшири-
тельном понимании — приливной заряд [3], позволя-
ющий «измерить» вклад «новой физики» [4]. В ходе
дальнейших исследований было показано, что учет
приливного заряда и членов следующих порядков
разложения позволяет улучшить качество модели-
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рования теней для достижения наилучшего соответ-
ствия результатам, полученным в рамках проекта
EHT (в том числе, и в расчете на будущее) [5, 6].

С самого начала было известно, что обе черные
дыры — Sgr A* и M87* — вращающиеся [7,8], хотя их
угловые скорости были измерены совсем недавно [9].
Поэтому для дальнейшего улучшения моделирова-
ния теней ЧД необходимо учитывать их вращение,
используя метрику, являющуюся аналогом метрики
Керра – Ньюмена [10]. Идея измерения параметров
вращающейся ЧД обсуждалась и ранее в примене-
нии к проекту «Радиоастрон» [11]. Заметим, что (по
аналогии с ОТО) в любой модели гравитации пер-
вым найденным локальным решением, как прави-
ло, оказывается сферически-симметричное, будучи
наиболее простым с математической точки зрения.
Прямое решение уравнений Эйнштейна – Гильберта
в аксиально-симметричном случае — задача весьма
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непростая [12], поэтому Ньюменом и Янисом был
предложен альтернативный метод получения реше-
ния для случая вращающейся ЧД [13]. Интерес к ал-
горитму Ньюмена и Яниса значительно вырос в по-
следние годы, благодаря чему его удалось предста-
вить именно в форме классического алгоритма [14].
С помощью этого алгоритма для ЧД были выявле-
ны новые соотношения между приливным зарядом и
моментом вращения в рамках ОТО [15], для модели
бамбелби [16] и для нелокальных моделей гравита-
ции [17]. Кроме того, был обнаружен эффект ком-
пенсации или ускорения вращения, а также допол-
нительные изменения формы тени при учете при-
ливного заряда и/или других параметров исследуе-
мой теории. То есть, если после увеличения точно-
сти EHT будут получены результаты, не полностью
соответствующие керровским, это будет означать
возможность оценить вклад «новой физики». Поэто-
му была поставлена задача изучить, как изменятся
характеристики тени ЧД при учете ее вращения в
различных современных расширенных теориях гра-
витации. Нами была предложена выборка из тео-
рий, расширяющих ОТО разными способами. Эта
выборка включает модель Хорндески (наиболее об-
щий случай скалярно-тензорной гравитации с урав-
нениями поля второго порядка), модель бамбелби
(гравитация с векторным полем), скалярную грави-
тацию Гаусса – Бонне, петлевую квантовую гравита-
цию, конформную гравитацию и f(Q)-гравитацию
(частный случай симметричной телепараллельной
гравитации, STEGR). Для такой выборки теорий на-
ми было проведено моделирование теней для случая
невращающихся ЧД [18]. Предварительные резуль-
таты по получению метрик для случая вращающих-
ся ЧД и моделированию профилей теней ЧД для мо-
делей Хорндески и бамбелби были получены ранее
в работе [19], однако для более наглядного сравне-
ния результатов моделирования мы считаем необхо-
димым представить их полные версии.

Прежде всего, следует отметить важную особен-
ность алгоритма Ньюмена – Яниса, а именно, то, что
этот алгоритм реализует простое однопараметриче-
ское вращение. При этом в общем случае группа
симметрий аксиально-симметричного решения мо-
жет быть более широкой. Значит при использова-
нии этого алгоритма, в зависимости от вида базо-
вого сферически-симметричного решения, получен-
ное аксиально-симметричное решение будет част-
ным (например, аналогично керро-подобному реше-
нию в случае D > 4 с одним моментом). Посколь-
ку нашей целью является оценка изменений в про-

филе тени ЧД с учетом ее вращения, а в литера-
туре обсуждаются именно эти версии сферически-
симметричных решений, мы считаем, что исполь-
зование алгоритма Ньюмена – Яниса для получе-
ния решения для случая вращающейся ЧД (хотя
бы и вырожденного) представляет собой важный
шаг в этом направлении. Кроме того, заметим, что
для модели Хорндески мы рассматриваем частное
сферически-симметричное решение. При этом чис-
ло метрик вида «черная дыра», являющихся реше-
ниями для модели Хорндески, значительно шире. К
сожалению, найти общий вид решения в этой теории
ни нам, ни другим исследователям пока не удалось.

Статья построена следующим образом. В разд. 2
обсуждаются особенности получения аксиально-
симметричных решений, а также приведены эти
решения для перечисленных выше моделей. В
разд. 3 представлены результаты моделирования
профилей теней ЧД для каждой из рассматри-
ваемых теорий, а разд. 4 содержит обсуждение и
выводы.

2. ПОЛУЧЕНИЕ РЕШЕНИЙ С УЧЕТОМ
ВРАЩЕНИЯ ЧД

Следуя [14], мы рассматриваем параметризован-
ные с помощью метрических функций G(r), F (r) и
H(r) сферически-симметричные метрики вида

ds2 = −G(r)dt2 + 1

F (r)
dr2 +H(r)dΩ2. (1)

Такая переопределенная параметризация позво-
ляет рассмотреть максимально широкий класс
сферически-симметричных решений. Дальней-
шее развитие алгоритма Ньюмена – Яниса сводит
получение аксиально-симметричного решения к
вычислению новой метрики с компонентами

gtt = − FH + a2 cos2 θ

(K + a2 cos2 θ)2
Ψ,

gtφ = −a sin2 θ K − FH

(K + a2 cos2 θ)2
Ψ,

gθθ = Ψ, (2)

grr =
Ψ

FH + a2
,

gφφ = Ψsin2 θ

(
1 + a2 sin2 θ

2K − FH + a2 cos2 θ

(K + a2 cos2 θ)2

)
.
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Здесь K = H(r)
√
F (r)/G(r), а все компоненты

определены с точностью до функции Ψ(r, y2, a), где
y ≡ cos θ, θ — угол наклона плоскости вращения. Эта
дополнительная функция Ψ(r, y2, a) должна удовле-
творять условиям

lim
a→0

Ψ(r, y2, a) = H(r),

(K + a2y2)2(3ΨrΨy2 − 2ΨΨr,y2) = 3a2KrΨ
2, (3)

Ψ
[
K2

r +K(2−Krr)− a2y2(2 +Krr)
]
+

+(K + a2y2)(4y2Ψy2 −KrΨr) = 0.

Первое из условий (3) означает, что при a→ 0 реше-
ние переходит в метрику для невращающейся ЧД,
имеющую два представления, Ψn и Ψc. Представле-
ния связаны конформным преобразованием, поэто-
му начальную метрику можно представить в виде

ds2c =
Ψc

Ψn
ds2n. (4)

Таким образом, решение (3) ищется в виде

Ψc = H(r) exp [a2f(r, a2y2, a)] ≈

≈ H(r) + a2X(y2, r) + o(a2), (5)

где использовано разложение в ряд Тейлора и

KHrKr +HK2
r +HK(Krr − 2) = 0,

X(y2, r) =
H2(8K −K2

r )y
2

K2(8H −HrKr)
, (6)

Kr(8K −K2
r )Krrr +K2

r (Krr − 2)2 −

−4KKrr(Krr + 4) + 48K = 0.

2.1. Теория Хорндески

Ранее нами уже рассматривалась сферически-
симметричная метрика ЧД, являющаяся одним из
частных решений теории Хорндески [18–20]:

ds2 = −
(
1− 2M

r
− 8α5η

5r3

)
dt2 +

+
1

1− 2M
r − 8α5η

5r3

dr2 + r2dΩ2, (7)

где α5 и η — параметры теории. После применения
алгоритма Ньюмена – Яниса в виде, описанном в на-
чале разд. 2, получаем метрику для случая враща-
ющейся ЧД в виде

gtt = −
(
1− 2Mr

ρ2
− 8α5η

5r

)
,

gtφ = −2a sin2 θ

5rρ2
(
4α5η + 9Mr2

)
,

grr = ρ2
(
−8α5η

5r
+ a2 − 2Mr + r2

)−1

,

gθθ = ρ2, (8)

gφφ =
sin2 θ

ρ2

(
r4 + 2ar2 cos2 θ + a4 cos4 θ +

+
8a2α5η sin

2 θ

5r
+ 2aMr sin2 θ +

+ a2r2 sin2 θ + a4 cos2 θ sin2 θ

)
.

Здесь ρ2 = r2 + a2 cos2 θ, все остальные метрические
компоненты равны нулю.

2.2. Модель бамбелби

Действие для поля бамбелби Bµ имеет вид [21]

SB =

∫
d4xLB =

=

∫
d4x (Lg + LgB + LK + LV + LM ) , (9)

где Lg — лагранжиан ОТО (с космологической по-
стоянной), LgB определяет взаимодействие между
гравитацией и полем бамбелби, LK — кинетические
члены поля бамбелби и другие члены самодействия,
LV — потенциал, возникающий из-за спонтанного
нарушения лоренцевой симметрии, LM — лагранжи-
ан материи и ее взаимодействия с полем бамбелби.
При отсутствии кручения и космологической посто-
янной (Λ = 0) имеем

LB =
e

2κ
R+

e

2κ
ξBµBνRµν −

− 1

4
eBµνB

µν − eV (Bµ) + LM , (10)

где e =
√−g — постоянная неминимальной связи

между гравитацией и полем бамбелби.
Начнем рассмотрение с метрики вида [18, 19, 21]

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

+
1 + l

1− 2M
r

dr2 + r2dΩ2, (11)

где l — параметр бамбелби. После применения алго-
ритма Ньюмена – Яниса решение примет вид
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gtt =
r−1+

√
1+lAB√

1 + lCD
,

gtφ = −ar
−l+

√
1+lEB sin2 θ

(1 + l)CD
,

grr =
(1 + l)r−l+

√
1+lB

CG
, (12)

gθθ = r1+
√
1+l +

a2(−4 + 8
√
1 + l)r−l+

√
1+l cos2 θ

8− 2(1 +
√
1 + l)

,

gφφ =
r−l+

√
1+l sin2 θ(B + 5a2 cos2 θ)

(1 + l)CD
×

×
(
D(1 + l)−Ka2 cos2 θ

)
,

где

A = (2Mr1+l − r1+
√
1+l − a2 cos2 θ − a2l cos2 θ),

B = −3r2 +
√
1 + lr2 − 3a2 cos2 θ − 4a2

√
1 + l cos2 θ,

C = −3 +
√
1 + l, D = r2 + a2

√
1 + l cos2 θ,

E = −r2 − lr2 − 2
√
1 + lMr

√
1+l +

√
1 + lr1+

√
1+l,

G = a2 + a2l − 2Mr1+l + r1−
√
1+l,

F = −2Mr
√
1+l + r1+

√
1+l − a2l cos2 θ,

K =
√
1 + lF − r − 2lr2 −D.

Как и ранее, все остальные метрические компонен-
ты равны нулю, а величины A, ...,K используются
только для обсуждаемого случая.

2.3. Скалярная гравитация Гаусса –Бонне

Скалярная гравитация Гаусса – Бонне — это мо-
дель, включающая всевозможные поправки второго
порядка по кривизне [18, 22]:

S =

∫
d4x

√−g
[
κ+ α1f1(ϑ)R

2 + α2f2(ϑ)RabR
ab +

+ α3f3(ϑ)RabcdR
abcd + α4f4(ϑ)R

∗
abcdR

∗abcd −

− β

2

(
∇aϑ∇aϑ+ 2V (ϑ)

)
+ Lmat

]
. (13)

Здесь g — детерминант метрического тензора gab;
R — скалярная кривизна, Rab и Rabcd — тензоры
Риччи и Римана, а R∗

abcd — дуальный тензор Ри-
мана; Lmat — лагранжиан материи, ϑ — скаляр-
ное поле, (αi, β) — константы связи, κ = (16πG)−1.
Сферически-симметричное пространство-время па-
раметризуется через метрические функции из урав-
нения (1) как

G(r) = fs

(
1 +

ξ

3r3fs

)
+ o

(
1

r3

)
,

F (r) =
fs

1− ξ
r3fs

+ o

(
1

r3

)
, (14)

H(r) = 2
K

Kr
r,

где fs = 1 − 2M/r. После применения алгоритма
Ньюмена – Яниса решение примет вид

gtt =
r2(E + F cos2 θ)

AB
,

gtφ = −aCD sin2 θ

AB
,

grr = − AB

r2(E + F )
, (15)

gθθ =
B

3r2
,

gφφ =
T

3r2AB
,

где

A = ξ + 2Mr2 − r3,

B = 2ξM + ξr + 3r4 + 3a2r2 cos2 θ,

C = 2ξM + ξr + 3r4,

D = A+ 16M2r2 − 16Mr4 + 4r5,

E = 32ξM3r − 16ξM2r2 − 8ξMr3 + 4ξr4 +

+ 48M2r5 − 48Mr6 + 12r7,

F = −3a2ξ − 6a2Mr2 + 3a2r3,

G = 16ξM3r5 + 2ξr6 + 24M2r7 − 24Mr8 + 6r9,

K = 2ξ2M + ξ2r + 4ξM2r2 + 2ξr4 + 6Mr6 − 3r7,

Q = 4ξ3M(M + r) + ξ2r2(ξ + 2M3 + 4M2r +

+ 10Mr2 + 5r3) + 3ξr6(8M2 + r2) + 9r10(2M − r),

T = 1 +Q+ 9a4r4A cos4 θ + 6a2r2G sin2 θ +

+ 9a4r4A cos2 θ sin2 θ.

Как и ранее, все остальные метрические компонен-
ты равны нулю, а величины A, ..., T используются
только для обсуждаемого случая.

2.4. Петлевая квантовая гравитация

Рассмотрим модифицированную метрику Хей-
ворда — черную дыру без сингулярности в центре,
[18,23,24], в которой метрические функции парамет-
ризуются как
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G(r) =

(
1− 2Mr2

r3 + 2Ml2

)(
1− Mαβ

αr3 + βM

)
,

F (r) = 1− 2Mr2

r3 + 2Ml2
, (16)

H(r) = r2.

Применяя модифицированный метод Ньюмена –
Яниса, получим решение для вращающейся ЧД в
конформной гравитации (ρ2 = r2 + a2 cos2 θ):

gtt = −ρ
2 −A

B
,

gtφ = −a sin2 θ H̃ − r2(1−A)

B
,

gθθ = B, (17)

grr =
B

r2 + a2 −A
,

gφφ = sin2 θ

(
B + a2 sin2 θ

2H̃ − 2r2 + ρ2 + r2A

B

)
,

где

H̃(r) = r2
(
1− Mαβ

αr3 + βM

)−1/2

,

A = 2Mr2
(
r3 + 2Ml2

)−1
,

B = H̃ + a2 cos2 θ.

Умножив (17) на C(r), где

C(r) =

√
1− Mαβ

αr3 + βM
,

получаем решение для вращающейся ЧД для исход-
ной метрики (16).

2.5. Конформная гравитация

Рассмотрим модель конформной гравита-
ции. У этой модели имеется много расширений,
например, модели с нелинейной реализацией сим-
метрии [25, 26]. В нашей работе в качестве примера
для расчета параметров теней используем метри-
ку черных дыр в новой массивной конформной
гравитации [18, 27]:

G(r) = 1− 2M

r
+
Q2

s

r2
+
Q2

s(Q
2
s −M2 + 6m−2

2 )

3r4
,

F (r) = 1− 2M

r
+
Q2

s

r2
+

2Q2
s(Q

2
s −M2 + 6m−2

2 )

3r4
, (18)

H(r) = r2,

где Qs — скалярный заряд, m2 — массивная мода со
спином 2.

Применяя модифицированный метод Ньюмена –
Яниса, получим решение для вращающейся ЧД в
конформной гравитации (ρ2 = r2 + a2 cos2 θ):

gtt = −ρ
2 +A2

ρ2
,

gtφ = a sin2 θ
A2

ρ2
,

gθθ = ρ2, (19)

grr =
ρ2

r2 + a2 +A2
,

gφφ = sin2 θ

(
ρ2 + a2 sin2 θ

ρ2 −A2

ρ2

)
,

где

A2 = −2Mr+Q2
s +

2

3

Q2
s

r2
(
Q2

s −M2 + 6m−2
2

)
.

2.6. f(Q)-гравитация

В данной работе мы будем рассматривать
симметричную теорию телепараллелизма с ненуле-
вым скаляром неметричности Q [28]. Для данной
модели было получено несколько сферически-
симметричных решений. Было выбрано решение,
которое расширяет ОТО (I+). Метрику данной
теории можно представить как [18, 28]

G(r) = 1− 2Mren

r
+ α

32

r2
,

F (r) = 1− 2Mren

r
+ α

96

r2
, (20)

H(r) = r2,

где α — параметр разложения, Mren — перенорми-
рованная масса. Заметим, что для удаленного на-
блюдателя нет разницы между перенормированной
и обычной массами Шварцшильда. Далее мы будем
использовать Mren =M , нормируя все величины на
нее.

Применяя модифицированный метод Ньюмена –
Яниса, получим решение для вращающейся ЧД для
f(Q)-гравитации (ρ2 = r2 + a2 cos2 θ):

gtt = −ρ
2 +A2

ρ2
,

gtφ = a sin2 θ
A2

ρ2
,

gθθ = ρ2, (21)

grr =
ρ2

r2 + a2 +A2
,

gφφ = sin2 θ

(
ρ2 + a2 sin2 θ

ρ2 −A2

ρ2

)
,
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где

A2 = −2Mr+ 96α.

Решение для вращающейся ЧД имеет такой же ан-
зац, что и (19), за исключением разницы в опреде-
лении A(r).

3. ТЕНИ ЧЕРНЫХ ДЫР

3.1. Метод моделирования

Профиль тени черной дыры определяется по-
следней устойчивой орбитой для фотонов, значит,
необходимо найти решение уравнения Гамильто-
на – Якоби для изотропных геодезических [12]. В
качестве первого шага для разделения перемен-
ных в уравнении Гамильтона – Якоби рассмотрим
уравнение

gµν
∂S

∂xµ
∂S

∂xν
= 0, (22)

где S — функция Гамильтона – Якоби. С учетом из-
вестных интегралов движения E = −pt и Lz = pφ
(энергия и угловой момент) решение ищется в виде

S = −Et+ Lzφ+ Sr(r) + Sθ(θ). (23)

После разделения переменных имеем

R(r) =
(
K + a2 − aλ

)2 − (FH + a2)
[
η + (a− λ)

2
]
,

Θ(θ) = η + cos2 θ

(
a2 − λ

sin2 θ

)
, (24)

где η = Q/E2, λ = Lz/E, а Q — картеров-
ская константа разделения. Для вычисления послед-
ней устойчивой орбиты необходимо найти решение
уравнений

R = 0,
dR
dr

= 0. (25)

В результате можно найти вид функциональной за-
висимости величин λ и η от метрических функ-
ций. На последнем этапе рассматривается плос-
кость, перпендикулярная направлению на удален-
ного наблюдателя. Координаты тени ЧД на такой
плоскости имеют вид

x′ = − λ

sin θ0
, (26)

y′ = ±
√

η + a2 cos2 θ0 −
λ2

tg2 θ0
, (27)

где θ0 — телесный угол между плоскостью враще-
ния и направлением на удаленного наблюдателя, λ
и η здесь определены как

λ =
K + a2

a
− 2K ′

a

(FH + a2)

(HF )′
, (28)

η =
4(a2 + FH)

((HF )′)2
(K ′)

2 −

− 1

a2

[
K − 2(FH + a2)

(HF )′
K ′
]
. (29)

Для вычисления координат x и y на картинной
плоскости используются уравнения (26), (27). Для
их численного решения нами была усовершенство-
вана написанная ранее на языке Python программа
[17, 18]. В дополнение к этому ищем следующие ве-
личины: rs — эффективный размер тени ЧД, D —
смещение тени ЧД от центра, δ = ∆cs/rs — искаже-
ние тени ЧД при вращении (∆cs — расстояние меж-
ду левой границей тени ЧД и ее круговой аппрокси-
мацией). Ранее по этой же схеме нами был получен
профиль тени ЧД для нелокальной модели гравита-
ции [17] для сравнения с изображениями Sgr A* [7] и
M87* [1]. Как и ранее, мы рассматриваем наиболее
вероятные конфигурации Sgr A*: наклон плоскости
вращения относительно направления на наблюдате-
ля равен π/6, а значения углового момента равны
a = 0.5 и a = 0.94 (относительно массы M) [7].
Для сравнения было проведено моделирование по-
ведения тени ЧД для статического случая (a = 0).
Заметим, что из наблюдений релятивистского дже-
та у M87* для нее было получено значение углового
момента a = 0.9375 [9], таким образом, быстрое вра-
щение этой черной дыры подтверждается наблюде-
ниями.

Проверим теперь условие приближения для кру-
говых орбит. Запишем функцию R(r) и ее производ-
ную (а также условие перехода на круговую орбиту)
в следующем виде:

R(rph)= R′(rph) = 0,

R(r) = [χ(r)E − aLz]
2 −∆(r)[K + (Lz − aE)2],

R′(r) = 2Eχ′(r)[χ(r)E − aLz]−
−∆′(r)[K + (Lz − aE)2],

где

χ = K + a2,

∆(r) = FH + a2.

Используя определение λ = Lz/E, получаем
E = Lz/λ. Тогда условие перехода фотонов на
круговые орбиты запишется в виде

2χ′

∆′λ
=

1

∆

[χ
λ
− a
]
.
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Отсюда можем записать λ как

λ =
χ

a
− 2χ′

a

∆

∆′ .

Ранее в ответе на комментарий А. Ф. Захарова [29]
нами было показано [30], что данное выражение вер-
но в случае нелокальной метрики. В продолжение,
можно показать, что это выражение выполняется
для метрики любого вида, записав условие перехода
на круговые орбиты как

2χ
∆

∆′ = 2χ
∆

∆′ .

В результате можно провести сокращение, и то-
гда выражение становится тождеством 1 = 1. Зна-
чит, во всех случаях условие наличия тени ЧД
выполняется.

3.2. Теория Хорндески

Для использования метрики вращающейся ЧД
для модели Хорндески (8) введем новый параметр
α = 8α5η/5. На первом этапе вычислений были по-
лучены профили тени ЧД для различных значений
параметра α (рис. 1 a). Затем оценивался эффектив-
ный размер тени ЧД (рис. 2 a): красным показаны
области, в которых значения не совместимы с дан-
ными EHT [7]. На рис. 2 a видно, что увеличение α
приводит к увеличению размера тени ЧД. Значение
α = 1 исключено при a = 0.5, но остается разрешен-
ным при a = 0.94. Значение α = 0.8 при a = 0.94 так-
же остается допустимым. При α < 0.5 обе рассмат-
риваемые конфигурации продолжают оставаться в
разрешенной области. Также заметим, что при уве-
личении углового момента a размер тени ЧД умень-
шается, при этом с ростом α он, наоборот, растет
(аналогично [17]). Как и в случае невращающейся
ЧД, большие значения α не совместимы с данными
EHT (разрешено только α = 1 при a = 0.94).

Аналогично [17], смещение D линейно растет с
увеличением углового момента a, причем для раз-
ных значений α не наблюдается существенных раз-
личий (рис. 3 a).

Наконец, рассмотрим параметр искажения те-
ни δ (рис. 4 a). На рисунке видно, что при a = 0.5 для
всех значений α искажение равно примерно 0.5−1%.
При a = 0.94 искажение становится больше, оно рас-
тет от 2% для α = 1 до 5.5% для чисто керровского
случая. При этом снова с ростом α искажение, на-
оборот, уменьшается.

3.3. Модель бамбелби

Рассмотрим метрику вращающейся ЧД, относя-
щуюся к модели бамбелби, а именно, уравнение (12).
Как было показано ранее [18], в стандартной версии
этой модели (где метрическая функция G(r) соот-
ветствует метрике Шварцшильда) при отсутствии
вращения размер тени ЧД соответствует метрике
Шварцшильда (rs = 3

√
3M). Поэтому на рис. 1 b

показаны только значения при a 6= 0. Как видно
на рис. 2 b, при l 6= 0 размер тени ЧД становится
меньше, чем в случае метрики Керра. Ограничения
от Sgr A* допускают все значения l. Здесь необхо-
димо отметить, что для каждого значения l суще-
ствует свое критическое значение углового момента
a = acrit, что было показано в других работах [16].
Значит, для a = 0.94 правильным будет только зна-
чение l = 0.1 (например, для l = 0.2 критическим
будет значение acrit = 0.92 вместо a = 0.94).

Смещение D в данной модели оказывается мень-
ше, чем в чисто керровском случае (рис. 3 b). Такое
поведение повторяет поведение смещения в модели
Хорндески. Максимальное приближение к значению
смещения D в случае Керра достигается при боль-
ших значениях a, а в случае a = 0.5 смещение мень-
ше керровского.

Значения параметра искажения δ (рис. 4 b) в дан-
ной модели при a = 0.5 отличаются от соответству-
ющих значений для чисто керровского случая и рав-
ны примерно 0.8−1.4% в зависимости от l. При боль-
ших значениях a искажение становится больше, чем
в чисто керровском случае (примерно 5.5%) и про-
должает расти с ростом l (до 9.2% при l = 0.2 и
l = 0.35). Наконец, для различных значений l воз-
можно совпадение значений искажения, так как для
каждого l имеется свое значение acrit. Поэтому если
Sgr A* — быстро вращающийся объект, то последние
данные дают дополнительную возможность провер-
ки и подтверждения модели бамбелби.

3.4. Скалярная гравитация Гаусса –Бонне

Рассмотрим метрику вращающейся черной ды-
ры в скалярной гравитации Гаусса – Бонне, а имен-
но, уравнение (15). Как было отмечалось ранее
[4, 10], когда параметр модели ξ принимает значе-
ния ξ > 0.3, фотонная сфера «срывается» и тень ис-
чезает. Поэтому мы рассматриваем значения ξ, ле-
жащие ниже этого предела. На рис. 1 c показаны
профили теней ЧД в скалярной гравитации Гаусса –
Бонне для различных значений ξ, а на рис. 2 c —
зависимости эффективного размера тени rs от угло-
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вого момента. На рисунке видно, что в статическом
случае (a = 0) размер тени уменьшается с ростом ξ.
При некотором ненулевом значении a эффективный
размер тени начинает расти быстрее. С дальнейшим
ростом a размер тени начинает уменьшаться. Как и
в статическом случае, все эти комбинации допуска-
ются данными EHT.

Аналогично модели бамбелби, при a = 0.5 смеще-
ние D оказывается больше, чем в керровском случае
(рис. 3 c).

Заметим, что различие между значениями ис-
кажения δ при a = 0 (статический случай) и при
a = 0.5 оказывается заметно больше, чем в слу-
чае модели бамбелби (рис. 4 c): при a = 0.5 иска-
жение примерно равно 0.8 − 1.2%, причем для всех
ξ оно больше, чем в чисто керровском случае. При
a = 0.94 имеет место особый случай: с ростом пара-
метра ξ искажение начинает уменьшаться. Напри-
мер, для ξ = 0.25 искажение примерно равно 3.2%.

3.5. Петлевая квантовая гравитация

Рассмотрим метрику вращающейся ЧД, полу-
ченную из метрики Хейворда, а именно, уравнение
(17). Это решение соответствует регулярной черной
дыре без центральной сингулярности. В этой мет-
рике параметр l характеризует центральную плот-
ность энергии (3/8)πl2, α — временная задержка
между центром и бесконечностью, а β — константа,
связанная с однопетлевыми квантовыми поправка-
ми к ньютоновскому потенциалу. Ранее [23,24] было
получено ограничение на эти параметры:

0 ≤ α < 1, βmax = 41/10π ≈ 1.305,

а при l >
√
16/27M ≈ 0.7698 у объекта отсутсвует

горизонт. Также было получено, что в статическом
случае при увеличении l размер тени ЧД уменьша-
ется, а при увеличении α и β напротив, увеличи-
вается [18]. При β ≥ 0 минимальный размер тени
достигается при l =

√
16/27M ≈ 0.7698, β = α = 0

и равен 4.92, а максимальный размер тени возника-
ет при l = 0, β = 41/10π ≈ 1.305, α = 1 и равен
5.32. При этом из-за запрещений на основании дан-
ных от Sgr A* размер тени не может быть больше
5.3. Ранее было показано [18], что данная конфигу-
рация может быть описана пространством-временем
Рейсснера – Нордстрема, и, следовательно, исполь-
зуя только размер тени ЧД, невозможно получить
значения всех параметров без дополнительных на-
блюдательных данных. Поэтому при моделировании
случая вращающейся ЧД особое внимание должно
быть уделено граничным конфигурациям.

Сначала были построены профили тени ЧД для
широкого спектра значений дополнительных пара-
метров (рис. 1 d), при этом для каждого случая был
оценен эффективный радиус тени (рис. 2 d). Как
видно из последнего рисунка, по аналогии с моде-
лью бамбелби, для каждого значения l существу-
ет свое критическое значение acrit. При этом чем
больше l, тем меньше acrit (например, для макси-
мального значения l =

√
16/27 ≈ 0.7698 значение

acrit = 0.66). Значения acrit растут с ростом α или
β. Например, при l = α = 0.5 и β = 0.2 имеем
acrit = 0.86. При тех же значениях параметров, но
при β = 0.8 в доступных конфигурациях рассмат-
риваемая модель позволяет получить максимальное
значение параметра вращения — a = 0.94. Как вид-
но на (рис. 2 d), эта тенденция такая же, как и в ста-
тическом случае. Эффективный размер тени будет
большим, чем в случае Керра, только при макси-
мальном значении параметров α, β и l = 0 (данный
случай не противоречит запрещениям на оснвании
данных от Sgr A*, если a 6= 0). Все остальные кон-
фигурации возможны.

Далее, из графиков зависимостей параметра сме-
щения D от углового момента (рис. 3 d) видно, что в
случае l = 0 смещение растет линейно с ростом a, но
при l 6= 0 вблизи критического значения параметра
вращения acrit его рост становится нелинейным.

На рис. 4 d приведены зависимости искажения
δ от углового момента. На рисунке видно, что при
a = 0.5 искажение при всех значениях параметров
равно примерно 0.5−1%, кроме случая lmax = 0.7698

(когда оно равно 3%). Случай a = 0.94 возможен
при l = 0 и максимальных значениях α и β: искаже-
ние будет меньше, чем в случае ЧД Керра, и рав-
но 3.4% (в случае ЧД Керра оно равно 5.5%). При
l = α = 0.5, β = 0.8 искажение при быстром вра-
щении превысит керровское и достигнет 13%. Для
lmax = 0.7698 при a = acrit = 0.66 искажение
равно 12%. В случае l = α = 0.5, β = 0.2 при
a = acrit = 0.86 искажение будет равно 11%.

3.6. Конформная гравитация

Рассмотрим метрику вращающейся ЧД в мас-
сивной конформной гравитации, а именно, уравне-
ние (19). Ранее было показано [18], что при боль-
ших значениях Qs и m2 фотонная сфера отсутству-
ет. Уменьшение значения m2 приводит к уменьше-
нию размера тени. Запрещения данными от EHT ис-
ключают только большие значения Qs и m2 (напри-
мер, если m2 = 2, то Qs < 0.9).
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Рис. 1. Профили тени ЧД в зависимости от углового момента a для различных значений α в модели Хорндески (a), l в

модели бамбелби (b), ξ в скалярной гравитации Гаусса –Бонне (c), l, α, β в петлевой квантовой гравитации (d), m2 и Qs

в конформной гравитации (e), α в f(Q)-гравитации (f ). Показаны минимальные и максимальные значения дополнитель-

ных параметров теорий. Угол наклона плоскости вращения равен θ0 = π
6

(Sgr A*)
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Рис. 2. Зависимости размера тени rs от углового момента a для различных значений α в модели Хорндески (a), l в

модели бамбелби (b), ξ в скалярной гравитации Гаусса –Бонне (c), l, α, β в петлевой квантовой гравитации (d), от m2

и Qs в конформной гравитации (e), α в f(Q)-гравитации (f ). Показаны минимальные и максимальные значения допол-

нительных параметров теорий. Угол наклона плоскости вращения равен θ0 = π
6

(Sgr A*). Красным обозначены области,

запрещенные на основании данных от Sgr A*

Сначала были построены профили тени ЧД для
широкого спектра значений дополнительных пара-
метров Qs и m2 (рис. 1 e). Затем был вычислен эф-
фективный радиус тени (рис. 2 e). Как видно на
этом рисунке, из предложенных конфигураций со-
стояние с m2 = ∞ и Qs = 0.9 запрещено на осно-
вании данных от Sgr A*. При увеличении m2 увели-
чивается размер тени ЧД, как и в статическом слу-
чае. А увеличение Qs, наоборот, уменьшает размер
тени. Также для многих конфигураций существу-
ет критическое значение параметра вращения acrit.
Для m2 = 2 и Qs = 0.73 имеем acrit = 0.5, для
m2 = 2 и Qs = 0.5 — acrit = 0.82, для m2 = ∞ и
Qs = 0.9 — acrit = 0.55, для m2 = ∞ и Qs = 0.5 —
acrit = 0.93, для m2 = 1 и Qs = 0.51 — acrit = 0.5,
для m2 = 1 и Qs = 0.35 — acrit = 0.78, для m2 = 1 и
Qs = 0.2 — acrit = 0.93, дляm2 = 0.707 иQs = 0.39 —
acrit = 0.5, для m2 = 0.707 и Qs = 0.2 — acrit = 0.87.
Следовательно, из всех предложенных конфигура-
ций медленное вращение Sgr A* (a = 0.5) возможно
всегда, а быстрое (a = 0.94) — практически везде
запрещено (хотя в некоторых случаях критический
параметр вращения близок к этому значению).

Далее, были посторены зависимости смещения D
от параметра вращения a (рис. 3 e). Как следует из
приведенных графиков, смещение вблизи a = 0.5
больше, чем вблизи a = 0.94. Наконец, были постро-
ены зависимости искажения δ от параметра враще-
ния a (рис. 4 e). Как видно из этих графиков, иска-
жения при a = 0.5, когда acrit значительно больше
0.5, соответствуют керровским и равны 0.5 − 1.5%.
Когда acrit близко к 0.5, искажения становятся рав-
ными 3 − 4.5%. При этом максимальное искаже-
ние реализуется при m2 = ∞ и Qs = 0.9 и при
acrit = 0.55. При тех же значениях параметров и при
a = 0.5 искажение составляет 7%, что уже больше
керровского (при a = 0.94 оно равно 5.5%). Также
стоит отметить, что при быстром вращении для чер-
ной дыры Керра наблюдаются сильные отклонения.
При a = 0.78 и конфигурации m2 = 2, Qs = 0.5,
а также конфигурации m2 = 1, Qs = 0.35 искаже-
ние примерно такое же, как для черной дыры Керра
(при a = 0.94 оно равно 5.5%). При a = 0.82 и кон-
фигурации m2 = 2, Qs = 0.5, а также при a = 0.93
и конфигурации m2 = 1, Qs = 0.2 искажение рав-
но 7.5%. Самое большое искажение достигается при
a = 0.93 и конфигурации m2 = ∞, Qs = 0.5, оно
составляет 9.5%.
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Рис. 3. Зависимости смещения D от углового момента a для различных значений α в модели Хорндески (a), l в модели

бамбелби (b), ξ в скалярной гравитации Гаусса –Бонне (c), l, α, β в петлевой квантовой гравитации (d), m2 и Qs в кон-

формной гравитации (e), α в f(Q)-гравитации (f ). Показаны минимальные и максимальные значения дополнительных

параметров теорий. Угол наклона плоскости вращения равен θ0 = π
6

(Sgr A*)

Рис. 4. Зависимости искажения δ от углового момента a для различных значений α в модели Хорндески (a), l в модели

бамбелби (b), ξ в скалярной гравитации Гаусса –Бонне (c), l, α, β в петлевой квантовой гравитации (d), m2 и Qs в кон-

формной гравитации (e), α в f(Q)-гравитации (f ). Показаны минимальные и максимальные значения дополнительных

параметров теорий. Угол наклона плоскости вращения равен θ0 = π
6

(Sgr A*)
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3.7. f(Q)-гравитация

Ранее было показано [18], что на параметр α в
статическом случае имеется следующее ограниче-
ние: −0.025 < α < 0.005, т. е. среднее значение α

смещается ближе к отрицательной области. В соот-
ветствии с этой тенденцией, при дальнейшем уточ-
нении наблюдательных данных параметр α должен
сместиться в отрицательную область. С учетом это-
го нами были посторены профили тени ЧД для раз-
личных значений α (рис. 1 f ) и рассчитаны эффек-
тивные радиусы тени для различных значений пара-
метров (рис. 2 e). Заметим, что из-за запрещений на
основании данных от Sgr A* сверху на размер тени в
обоих случаях для вращающейся ЧД (статический
случай находится на границе) не подходит значение
α = 0.005, а из-за запрещений на основании дан-
ных от EHT снизу на размер тени ЧД не подходит
случай α = −0.008. Также стоит отметить причину,
почему не удается построить профили тени враща-
ющейся ЧД для случая, когда параметр α < 0, но
имеет большое по модулю значение. Если α > 0, то
моделирование для случая быстрого вращения ока-
зывается возможным. Однако если α < 0, то для
каждого значения α существует критическое значе-
ние параметра вращения acrit. Так, для α = −0.001

имеем acrit = 0.94, для α = −0.005 — acrit = 0.73, а
для α = −0.008 — acrit = 0.5.

На рис. 3 f приведены зависимости смещения D
от параметра вращения a. Можно видеть, что при
α > 0 смещение будет меньше, чем в случае ЧД
Керра, а при α < 0 — больше, особенно вблизи acrit.

На рис. 4 f приведены зависимости искажения δ
от параметра вращения a. Можно видеть, что при
α > 0 искажение будет меньше, чем в случае ЧД
Керра, а при α < 0 — наоборот, больше. В слу-
чае медленного вращения при α = 0.005 искаже-
ние примерно равно 0.5%, в случае α = −0.001

оно равно керровскому (1%), а при α = −0.005

искажение больше керровского и примерно равно
1.7%. Самое большое искажение (5%) реализуется
при α = −0.008 и при значении параметра вра-
щения a = 0.5, которое для данного случая явля-
ется критическим. Для случая быстрого вращения
при α = −0.005 (критический параметр вращения
acrit = 0.73) и α = −0.001 (критический параметр
вращения acrit = 0.94) искажение примерно равно
7.5%, что больше керровского (при a = 0.94 оно
равно 5.5%).

4. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Таким образом, с использованием улучшенной
версии алгоритма Ньюмена – Яниса были получе-
ны решения для вращающихся ЧД для выборки
из теорий, расширяющих ОТО разными способа-
ми. Эта выборка включает модель Хорндески (наи-
более общий случай скалярно-тензорной гравита-
ции с уравнениями поля второго порядка), модель
бамбелби (гравитация с векторным полем), скаляр-
ную гравитацию Гаусса – Бонне, петлевую кванто-
вую гравитацию, конформную гравитацию и f(Q)-
гравитацию. Для их статических версий ограниче-
ния уже были получены ранее [18]. Обе черные ды-
ры, Sgr A* и M87*, фотографии которых получе-
ны в проекте EHT, являются вращающимися [1, 7].
Поэтому представляется оправданным для теоре-
тического моделирования теней этих черных дыр
использовать метрики, учитывающие их вращение.
Поскольку для Sgr A* наиболее вероятные значения
момента вращения — a = 0.5 и a = 0.94, а для
M87* — a = 0.9375, именно эти значения были ис-
пользованы при моделировании.

При анализе профилей теней ЧД с учетом всех
характеристик можно сделать следующие выводы.

1. Сферически-симметричные решения для рас-
ширенных теорий гравитации содержат ряд до-
полнительных параметров, которых нет в наибо-
лее простом решении ОТО — метрике Шварцшиль-
да. Далее, эти решения, кроме наличия одного или
нескольких дополнительных параметров, имеют бо-
лее сложную структуру по сравнению с метрикой
Рейсснера – Нордстрема. Поэтому и получающиеся в
результате метрики вращающихся ЧД имеют струк-
туру, более сложную по сравнению со структурой
метрики Керра – Ньюмена. Отсюда следуют даль-
нейшие эффекты.

2. Наличие дополнительных параметров теории,
обусловленных более сложной структурой решения,
порождает появление критических значений углово-
го момента acrit. Подобные значения существуют во
всех рассмотренных теориях, кроме модели Хорн-
дески и, частично, скалярно-тензорной гравитации
Гаусса – Бонне (отметим, что там необходимо рас-
сматривать значения ξ < 0.3, при которых обеспе-
чено существование фотонной сферы).

3. В результате комплексного исследования вы-
борки теорий подтверждается сделанный ранее вы-
вод [17, 19], что для части рассмотренных моделей
учет параметров теории или замедляет вращение
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и связанные с ним эффекты (наиболее ярко это
проявляется для теории Хорндески и скалярной
гравитации Гаусса – Бонне), или усиливает их (наи-
более ярко это проявляется для модели бамбел-
би). Для остальных рассмотренных моделей этот
эффект также присутствует, но для учета враще-
ния необходимо также использовать дополнитель-
ные параметры теории. Таким образом, с учетом
полученных результатов в случае нелокальной гра-
витации можно заключить, что расширенная теория
гравитации может как усиливать эффект вращения,
так и ослаблять его. Это важно для дальнейшего
моделирования профилей теней с учетом постоянно
увеличивающейся точности фотографирования чер-
ных дыр.

4. Анализируя зависимости параметра смещения
D от a и то, что его значения близки к керровскому,
можно сделать вывод, что первые метрики вращаю-
щихся ЧД для трех рассмотренных теорий — моде-
лей Хорндески и бамбелби и скалярной гравитации
Гаусса – Бонне — лучшим образом и с минимальным
количеством дополнительных параметров и ограни-
чений работают в качестве основы для моделиро-
вания профилей теней ЧД. По-видимому, наилуч-
шие результаты стоит ожидать от модели Хорн-
дески (с учетом того, что в этой теории возмож-
ны новые типы решений, так как пока все рассмот-
ренные в литературе решения представляют собой
частные случаи теории). Модель бамбелби обеспе-
чивает наилучшее совпадение с метрикой Керра.

5. Заметим, что несмотря на менее точное, чем
в случае первых трех метрик, моделирование про-
филей теней ЧД, метрика Хейворда — метрика ЧД
без центральной сингулярности — представляет до-
полнительный интерес, так как в рамках петлевой
квантовой гравитации, по-видимому, удается изба-
виться от обеих сингулярностей кривизны: в центре
ЧД (представленная метрика Хейворда) и в нача-
ле космологической эволюции, если заменить син-
гулярность отскоком, обеспечив существование ин-
фляционной стадии [31].

Таким образом, с учетом вращения, фотографии
теней ЧД, наравне с тестом GW170817 или постнью-
тоновским формализмом [6], уже сейчас могут быть
использованы для проверки и ограничения расши-
ренных теорий гравитации.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Российского научного фонда, грант № 23-
22-00073.
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