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Рассмотрена частотная зависимость гистерезиса движения вакансий в закрытом с обеих сторон мемри-

сторе под действием протекающего через мемристор периодического электрического тока. На основе

точно решаемой нелинейной модели получено уравнение для петель гистерезиса при прохождении пря-

моугольных импульсов тока со скважностью 2. Оценена эффективность перемещения заряда вакансий

током в сравнении с их свободной диффузией. Показано, что максимальная эффективность достигает-

ся при определенном, зависящем от амплитуды подаваемого тока, периоде переключений мемристора.

Получены аналитические асимптотики этой зависимости и сопротивления мемристора в зависимости от

амплитуды и периода пропускаемого через мемристор тока.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Мемристор, предложенный Леоном Чуа [1], — от-
дельный тип двухполюсных элементов электронных
схем, сопротивление которого зависит от интеграла
по времени прошедшего тока. Если через мемристор
проходит зависящий от времени ток, изменение его
сопротивления сопровождается гистерезисом. Дру-
гими словами, мемристор реализует функцию памя-
ти. Эта простейшая аналоговая память оказывает-
ся удобной для реализации электронных синапсов в
нейроморфных компьютерах [2–10], ячеек резистив-
ной памяти с произвольным доступом [11–13], а так-
же электронных устройств, которые позволяют объ-
единить память и процессор [14].

Как и оригинальная модель мемристора [1],
большинство точно решаемых моделей [12, 15–17]
описывают эволюцию мемристора при помощи си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний первого порядка по времени для нескольких
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(макроскопических) скалярных переменных состо-
яния. При учете пространственной вариации пе-
ременных состояния (в обзоре [18] соответствую-
щие модели предлагается называть распределенны-
ми) система уравнений дополняется уравнениями в
частных производных (в общем случае нелинейны-
ми). Такое мезоскопическое моделирование мемри-
сторов в настоящее время выполняется в основном
численно [19–26].

Значительную часть этих подходов можно обоб-
щить в виде стохастической модели со случайной
внешней силой [27, 28], приводящей к уравнению
Фоккера – Планка для пространственного распреде-
ления концентрации дефектов. В линейном случае
это параболическое уравнение в частных производ-
ных сводится к уравнению диффузии, что позволяет
достаточно точно описать гистерезисные свойства
многих реальных устройств [18, 27, 28].

Тем не менее в мемристорах могут присутство-
вать и сильно нелинейные эффекты, связанные, как
минимум, с тем, что локальная концентрация де-
фектов (подвижных вакансий, зародышей новой фа-
зы) ограничена и не может превышать некоторой,
являющейся свойством материала, величины. Эта
фундаментальная нелинейность была исследована
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нами ранее в рамках простой мезоскопической мо-
дели для миграции (под действием приложенного
тока) заряженных вакансий в закрытом с обоих сто-
рон (полу)проводнике, которая сводится к знамени-
тому уравнению нелинейной диффузии Бюргерса и
допускает точное решение [29].

В данной работе рассмотрен одномерный мемри-
стор на основе материала с подвижными заряжен-
ными вакансиями, закрытый с обеих сторон плоски-
ми, непроницаемыми для вакансий, контактами. На
основании полученного ранее точного решения ис-
следуются гистерезисные петли такого мемристора,
формирующиеся при подаче на него меандра (беско-
нечной периодической цепочки прямоугольных им-
пульсов со скважностью 2). Рассчитана частотная
зависимость этих петель и предложен критерий для
определения оптимальной частоты переключений.

2. МОДЕЛЬ И ЭВОЛЮЦИЯ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВАКАНСИЙ

Рассмотрим материал с мобильными заряжен-
ными вакансиями (хотя дальнейшее рассмотрение в
равной мере применимо к дрейфу любых других за-
ряженных дефектов, в том числе и непосредственно
к дрейфу ионов), занимающий пространство вдоль
координатной оси x от x = 0 до x = d, т. е. одно-
родную пленку толщины d между двумя плоскими
контактами. Сами контакты будем считать непро-
ницаемыми для вакансий (химически не активны-
ми). Исходя из предположения, что концентрация
C мобильных вакансий ограничена сверху величи-
ной Cmax, удобно нормировать ее на эту величину:
c = C/Cmax, 0 ≤ c ≤ 1. Рассмотрев дрейф вакансий
под действием электрического поля как функцию
времени t с учетом уравнения непрерывности, для c

можно получить [29] уравнение Бюргерса

∂τ c+ p(1− 2c)∂ξc = ∂ξξc, (1)

где введены безразмерные координата ξ = x/d, вре-
мя τ = tD/d2, учитывающее коэффициент диффу-
зии вакансий D, и параметр p = const, характеризу-
ющий силу внешнего воздействия. В случае, когда
действующее на вакансии с зарядом q электрическое
поле создано проходящим через рассматриваемый
материал с удельным сопротивлением ρ0 электри-
ческим током I, величина

p = 2(d/a) sh (aqρ0I/kBΘ)

играет роль перенормированной безразмерной силы
тока. Здесь Θ — абсолютная температура, kB — по-

стоянная Больцмана и a ≪ d — характерная дли-
на единичного прыжка вакансии в процессе дрейфа
(в первом порядке по a/d от величины a ничего не
зависит). Непроницаемость границ выражается при
этом условием [29]

pc(1− c)− ∂ξc
∣∣∣
x=0,d

= 0. (2)

Несмотря на то, что и само уравнение в частных
производных (1), и граничное условие (2) являют-
ся нелинейными, используя преобразование Хопфа–
Коула, можно получить точное решение этой крае-
вой задачи [29]

c =
∂

∂ξ

1

p
log

[
P+p e−τp2/4+pξ/2

∞∑

n=1

hne
−τn2π2

sinnπξ

]
,

(3)
где

P = P (ξ; p, r) =
ep − epr − epξ + ep(r+ξ)

ep − 1
,

r =

1∫

0

cdξ = const

— полное количество подвижных вакансий в систе-
ме, а коэффициенты hn определяются начальным
распределением вакансий c|τ=0 = c0(ξ)

hn = 2

1∫

0

epu0(ξ) − P

p
e−pξ/2 sin(nπξ)dξ, (4)

где

u0(ξ) =

ξ∫

0

c0(ξ)dξ, u0(1) = r.

С одной стороны, выражения (3) и (4) позволя-
ют вычислить эволюцию произвольного начально-
го распределения вакансий при заданном постоян-
ном внешнем воздействии (токе) p = const. Этого
достаточно, чтобы рассмотреть временную релакса-
цию электрического сопротивления такого мемри-
стора, найти его сопротивления во «включенном» и
«выключенном» состояниях, вычислить времена за-
писи и удержания информации в нем [29]. С другой
стороны, все без исключения приложения мемристо-
ров основываются на их гистерезисных свойствах,
проявляющихся при зависящей от времени внешней
силе.
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3. МЕМРИСТОР ПОД ПЕРИОДИЧЕСКИМ
ВОЗДЕЙСТВИЕМ

Рассмотрим случай (часто исследуемый при
численном моделировании), когда подаваемый на
мемристор сигнал представляет собой бесконечную
периодическую (с периодом T ) цепочку прямоуголь-
ных импульсов со скважностью 2. Будем считать,
что половину периода (продолжительностью T/2)
через мемристор течет ток I, I > 0, другую по-
ловину — ток −I. Тогда эволюцию распределения
вакансий можно рассчитать на основании реше-
ния (3) с положительной величиной p в первой
половине периода и отрицательной во второй.

Движение вакансий под действием постоянно-
го тока, протекающего через мемристор в течение
половины периода, есть релаксация некоторого на-
чального распределения вакансий к равновесному
(для данной величины и полярности перенормиро-
ванного тока p, заполнения мемристора r), кото-
рое от начального распределения не зависит. Ма-
тематически, процесс релаксации выражается в ви-
де (3) через коэффициенты разложения (4) началь-
ного распределения вакансий. Однако направление
релаксации и коэффициенты разложения зависят от
направления тока (знака p). Будем называть вели-

чины hn (4) в первой половине периода коэффици-
ентами разложения в прямом базисе, а во второй
половине эти величины, вычисленные по выраже-
нию (4) c p→ −p, — коэффициентами разложения в
обратном базисе. Тогда в процессе воздействия то-
ка фиксированной амплитуды, периодически меня-
ющего знак, мемристор будет половину периода эво-
люционировать (релаксировать) в прямом базисе, а
половину в обратном. Конечное состояние первого
полупериода будет начальным для второго полупе-
риода. Переразлагая его в обратном базисе, можно
рассчитать эволюцию во втором полупериоде. Затем
процесс повторяется.

Бесконечно долгое периодическое воздействие
на мемристор приводит к периодической эволюции
распределения вакансий (хотя конечная по времени
эволюция некоторого начального распределения под
влиянием подобного осциллирующего воздействия
выйдет на этот цикл не сразу). Периодичность
означает, что коэффициенты hn в начале периода
можно найти из условия, что эволюционировавшее
на протяжении T/2 распределение вакансий равно
зеркально отраженному относительно ξ = 1/2

начальному распределению (см. Приложение):

hn =
2(−1)nepr−p

2

p

1∫

0


P − 1

P + pe−
p2(T/2)

4 +px
2

∞∑
n=1

hne−n2π2(T/2) sinnπξ


 epξ/2 sin(nπξ)dξ, (5)

где P = P (ξ;−p, r). В случае бесконечно большо-
го периода T → ∞ коэффициенты hn соответству-
ют процессу переключения между равновесными
предельными распределениями вакансий, для них
есть явные и аналитические выражения (см. форму-
лу (3.2) из работы [29]). Но, кроме этого предельно-
го цикла, интерес представляет и зависимость про-
цесса переключения от частоты, анализу которой и
посвящена данная работа.

К сожалению, в общем случае решить уравне-
ние (5) аналитически не представляется возмож-
ным. Но это можно достаточно эффективно сделать
численно, если учесть, что члены суммы в знаме-
нателе (5) мажорируются быстро затухающей (при
T > 0) экспонентой. Тогда, обрезая на некотором
слагаемом (скажем, под номером k), получим систе-
му алгебраических уравнений (5) для первых hn,
n = 1, 2, . . . , k. Используя эту обрезанную сумму,
можно вычислить и остальные hn, n > k. Причем

для T ≫ 1 приемлемую точность дает уже k = 1.
При меньших T требуются бóльшие значения k, но
все равно вычисление оказывается достаточно эф-
фективным. Этот алгоритм реализован в виде про-
граммы для Wolfram Mathematica.

Уравнение (5) можно решить аналитически в
пределе pT ≪ 1 для «оптимального» (r = 1/2)
заполнения мемристора, соответствующего мак-
симальной разности его предельных сопротивле-
ний [29]. Тогда получим

hn =
4(1− (−1)n)p

(1 + e−
T
8 (p2+4n2π2))nπ(p2 + 4n2π2)

. (6)

Соответствующие распределения вакансий построе-
ны на приведенном ниже рис. 2 пунктирными ли-
ниями. Для малых pT они очень точно (визуаль-
но практически неотличимо) ложатся на сплошные
кривые, полученные численно.
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Рис. 1. Петля гистерезиса мемристора (зависимость сред-

него смещения вакансий из центра от прошедшего через

мемристор электрического заряда Q) под периодическим

внешним воздействием для p = 10, T = 0.25; облака точек

показывают возможные реализации распределения вакан-

сий в двух предельных состояниях; на вставках изобра-

жены нормированные зависимости тока I и заряда Q от

времени и (схематически) та же петля гистерезиса в коор-

динатах ток–напряжение (I–V и I–lg |V |)

Обычно при исследовании переключения
мемристора под периодическим воздействием
рассматривают петли гистерезиса в координатах
ток–напряжение (I–V ). Для рассматриваемой
здесь модели мемристора эти петли схематически
показаны на вставках к рис. 1. В координатах
I–V они имеют типичный вид повернутой вось-
мерки (на правой вставке), а в логарифмических
координатах I–lg |V | вид крыльев летящей чайки
(на левой вставке). Качественно подобные петли
наблюдаются во многих экспериментах, но такое
представление петель не очень удобно для детально-
го исследования гистерезисных свойств мемристора
под воздействием периодической цепочки прямо-
угольных импульсов тока. При таком воздействии
на мемристор ток меняется скачком и вся кинетика
переключения в координатах I–V изображается в
виде двух вертикальных линий, соответствующих
максимальной и минимальной величине тока. Дви-
жение вдоль наклонных прямых (либо контуров
крыла чайки) на петле гистерезиса происходит
мгновенно в момент смены знака проходящего че-
рез мемристор тока. Реальные мемристоры всегда
имеют некоторую емкость, из-за чего импульсы

проходящего через них тока не являются идеально
прямоугольными. Это приводит к скруглению
углов петли гистерезиса на диаграмме I–V . Тем
не менее в данной работе емкость мемристора не
учитывается и считается равной нулю.

С другой стороны (и это является центральной
идеей, стоящей за выделением мемристоров в от-
дельный класс электрических элементов [1]), управ-
ляющим параметром мемристора является не вели-
чина проходящего через него тока, а полный про-
шедший на данный момент времени электрический
заряд. Очевидным кандидатом на роль перемен-
ной состояния является сопротивление мемристо-
ра, которое мы вычислим в разд. 4. Но сопротив-
ление лишь отражает распределение вакансий, ко-
торое и определяет текущее неравновесное состоя-
ние мемристора. Нужно также учесть наличие мно-
жества микроскопических механизмов формирова-
ния сопротивления мемристора, которые к тому же
могут быть задействованы одновременно. Эти меха-
низмы связаны с изменением сопротивления мате-
риала как функции локальной концентрации вакан-
сий либо с изменением сопротивления интерфейсов
мемристора при изменении концентрации вакансий
вблизи них. Чтобы абстрагироваться от механизмов
формирования сопротивления и сфокусировать на-
ше рассмотрение на непосредственной причине ги-
стерезисных свойств мемристора, выберем в каче-
стве переменной состояния среднее смещение вакан-
сий, которое удобно отсчитывать от центра мемри-
стора: 〈ξ〉−1/2. Именно в этих координатах (заряд–
смещение) изображены петли гистерезиса на рис. 1
и рис. 2.

Еще удобнее использовать безразмерную величи-
ну перемещенного заряда

Ω = r(〈ξ〉 − 1/2), (7)

которая получается умножением среднего смещения
на полное количество вакансий r. Простое смеще-
ние для r < 1/2 всегда больше, чем смещение для
r > 1/2, поскольку во втором случае значительное
количество вакансий не перемещается, что умень-
шает среднюю величину смещения. Величина Ω яв-
ляется экстенсивной и потому соответствует ожида-
емой симметрии между мемристорами с числом за-
полнения r и 1 − r. Ожидаемой, поскольку, вообще
говоря, процессы перемещения вакансий и примес-
ных атомов (отсутствие которых является ваканси-
ей) имеют одинаковую кинетику с той лишь незна-
чительной разницей, что вакансии и примесные ато-
мы имеют заряды противоположного знака и пере-
мещаются под действием одного и того же тока в
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Рис. 2. Характерные распределения вакансий при t = 0, T/10, 2T/10, 3T/10, 4T/10, T/2 (сверху вниз вдоль левой сторо-

ны графика, либо снизу вверх вдоль правой) и петли гистерезиса (на вставках) для r = 1/2 и разных значений p и T ,

приведенных на графиках. Петля для p = 10 и T = 0.25 показана на рис. 1

разные стороны. Наличие этой симметрии видно на
вставке к рис. 3, где гистерезисные кривые для r = γ

и r = 1−γ совпадают для всех 0 < γ < 1. Смещение
заряда для r = 1/2 при этом максимально.

Работа мемристора проходит в двух режимах:
перемещение вакансий электрическим током (за-
пись информации) и их свободная диффузия (хра-
нение информации). Для оценки эффективности пе-
ремещения заряда в процессе записи можно срав-
нить его со средним перемещением вакансий в про-
цессе свободной диффузии за то же характерное
время T . Последнее в рассматриваемом одномерном
случае (и в используемой нормировке) равно

√
2T .

Перемещение Ω, как оно определено формулой (7),
соответствует четверти периода. Поэтому искомая,
характеризующая относительное перемещение заря-
да величина равна 4Ω/

√
2T . Ее зависимость от пе-

риода переключений T при r = 1/2 построена на
рис. 3.

Зависимость на рис. 3 для всех p > 0 содержит
максимум. Для малых периодов ток не успевает по-
влиять на распределение вакансий, а для больших
периодов распределение вакансий под действием то-
ка выходит на стационарный режим и дальнейшее
воздействие не увеличивает времени жизни записан-
ной информации. Положение максимума Tmax сме-
щается в сторону малых периодов при увеличении
нормированной силы тока p. Его величина при этом
растет. Это значит, что увеличение скорости работы
мемристора, для сохранения его пиковой эффектив-
ности, также требует увеличения силы записываю-
щего тока. Наличие максимума на частотной зави-
симости нормированного заряда, связанное с «про-

тивоборством» стирающих информацию тепловых
флуктуаций и записывающих ее периодических им-
пульсов тока может навести на мысль о подобии это-
го эффекта и недавно обнаруженного в мемристо-
рах явления стохастического резонанса [30]. Но все
же нужно отметить, что в нашем случае числитель
и знаменатель отношения 4Ω/

√
2T , вообще говоря,

относятся к разным экспериментам с разными вре-
менными зависимостями проходящего через мемри-
стор тока: в одном из них информация циклически
записывается, во втором она самопроизвольно сти-
рается под действием тепловых флуктуаций в от-
сутствие тока. Эти два процесса (запись и хранение
информации) являются основными при работе яче-
ек памяти на мемристорах.

Для величины периода переключений Tmax, со-
ответствующей наибольшей эффективности, можно
сделать две аналитические оценки, показанные на
рис. 3 пунктирными линиями. Во-первых, эта вели-
чина ограничена сверху Tmax <

√
17/90, что дает

достаточно точную оценку для Tmax при p ≪ 1.
Существование этого конечного предела связано с
тем, что движение вакансий при малых p прибли-
жается к свободной диффузии. С другой стороны,
при больших p ≫ 1 асимптотически Tmax ≃ 2

√
2/p.

Поскольку основные свойства мемристоров прояв-
ляются именно при больших записывающих токах
I, последняя оценка устанавливает связь между си-
лой записывающего тока в мемристоре на свобод-
ных вакансиях и характерным временем его пере-
ключений. В размерных единицах (секундах) в пре-
деле a→ 0 это время равно

τmax =
√
2dkBΘ/DIqρ0.
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Рис. 3. Нормированное на корень из среднеквадратичного

смещения при простой диффузии среднее перемещение ва-

кансий за период T для разных T , p и r = 1/2, штриховой

линией показано положение максимума на этой зависимо-

сти, пунктирными линиями — асимптотики к штриховой

линии; на вставке приведена зависимость петель гистере-

зиса при p = 10, T = 0.25 от коэффициента заполнения

r, где вертикальная координата пропорциональна полному

перемещенному вакансиями заряду Ω

Отсюда следует, что уменьшение толщины мемри-
стора также позволяет увеличить скорость пере-
ключений при сохранении относительной эффек-
тивности. Но нужно отметить, что абсолютная вели-
чина времени удержания записанной информации,
которая при больших токах растет как функция d

квадратично [29], так же важна, как и относитель-
ная эффективность их перемещения. Обе эти анали-
тические асимптотики могут оказаться полезными
при проектировании мемристоров с наперед задан-
ными свойствами.

Приведенное выше выражение для τmax содер-
жит параметры материала, которые не всегда точно
известны априори. Можно получить более удобное
для сравнения с экспериментом выражение в тер-
минах непосредственно измеряемых величин. Для
этого отметим, что эволюция состояния мемристо-
ра есть релаксационный процесс. Причем из очень
общих термодинамических соображений известно,
что релаксация из состояния, близкого к равнове-
сию, обычно протекает по экспоненциальному зако-
ну. Таким образом, при приближении к предельно-
му состоянию сопротивление мемристора зависит от

времени как
R(τ) ∝ e−τ/τR,

что для рассматриваемой нами модели непосред-
ственно подтверждается прямым расчетом [29]. В
той же работе получено и аналитическое выраже-
ние для времени релаксации, которое не зависит от
коэффициента заполнения r или начального распре-
деления вакансий в мемристоре и в пределе a → 0

имеет вид

τR ≈
d2

4D(π2 + (dqρ0I)2/(kBΘ)2)
.

По своему физическому смыслу эта величина опре-
деляет зависящее от величины внешнего тока харак-
терное время записи информации τW = τR. И эта же
величина, если положить в ней I = 0, дает характер-
ное время самопроизвольного стирания записанной
информации, когда ток через мемристор не идет:

τE = τR|I=0 =
d2

4π2D
.

Нужно отметить, что для этих характерных времен
можно ввести разные определения, которые будут
отличаться методологическим (зависящим от мето-
дики) числовым множителем; мы в дальнейшем ана-
лизе будем пользоваться приведенными выше опре-
делениями, характеризующими релаксацию мемри-
стора при приближении его к конечному равновес-
ному состоянию. В любом случае эти характерные
времена являются непосредственно измеримыми в
эксперименте величинами. Считая τW и τE извест-
ными, можно исключить из приведенного выше вы-
ражения для τmax все остальные параметры:

τmax =
4
√
2πτE√

τE/τW − 1
≈ 4
√
2π
√
τEτW . (8)

При этом из определения τR следует, что всегда
τW < τE и выражение под корнем положительно,
а последнее приближенное равенство соответствует
приближению τW ≪ τE или (наиболее интересному
для приложений) случаю больших токов p≫ 1. Чис-
ленный множитель в этом выражении зависит от
методики определения характерных времен, и для
других определений он может быть другим.

Иными словами, можно сказать, что наиболее
эффективное переключение мемристора достигает-
ся, когда период его переключений равен (с некото-
рым постоянным числовым коэффициентом) сред-
нему геометрическому от характерных времен запи-
си и стирания информации в нем. При много боль-
ших периодах пропускаемый через мемристор ток
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уже практически не перемещает вакансий, а значит,
не изменяет состояния мемристора, т. е. не приво-
дит ни к чему, кроме омических потерь. При много
меньших периодах состояние мемристора не успе-
вает измениться достаточно сильно, чтобы надежно
сохранить записанную информацию.

4. СОПРОТИВЛЕНИЕ МЕМРИСТОРА

Микроскопически, состояние мемристора в рас-
смотренной модели определяется текущей концен-
трацией подвижных вакансий, c(ξ, τ). Макроскопи-
чески же, удобной переменной состояния являет-
ся величина смещения заряда вакансий Ω, которая
непосредственно характеризует отклонение распре-
деления вакансий в нем от равновесного с Ω = 0.
Изменение Ω в зависимости от прошедшего через
мемристор полного заряда электронов (являющим-
ся управляющим параметром мемристора [1]) об-
суждается в предыдущем разделе.

С другой стороны, величина Ω не всегда доступ-
на для прямых измерений. Как правило, вместо
нее эксперимент фиксирует полное сопротивление
мемристора, которое мы сейчас и вычислим. Напом-
ним, что в нашей работе рассматриваются мемри-
сторы с непроницаемыми для вакансий контакта-
ми. Полное число вакансий внутри мемристора, та-
ким образом, сохраняется. Именно такой тип мемри-
сторов нам кажется наиболее практически важным.
Хотя в случае открытых (например, с одной сто-
роны) мемристоров можно добиться большей ам-
плитуды изменения сопротивления за цикл, такие
устройства могут быть чувствительны к характе-
ристикам окружающей их внешней среды (напри-
мер, к концентрации кислорода в ней, если мемри-
сторы основаны на движении кислородных вакан-
сий). За пределами нашего аналитического рассмот-
рения останутся многослойные мемристоры, в кото-
рых некоторые слои могут играть роль аккумулято-
ров вакансий. Они также допускают рассмотрение
на основе уравнений (для каждого слоя) нелиней-
ной диффузии, но их аналитическое решение будет
гораздо более громоздким со множеством дополни-
тельных параметров.

Примем феноменологический подход и предпо-
ложим, что удельное сопротивление материала ρ

(слабо) зависит от концентрации подвижных вакан-
сий c. Представим эту зависимость в виде степенно-
го ряда:

ρ = ρ′0 + ρ1c+ ρ2c
2 + . . .

Поскольку полное количество вакансий внутри
мемристора не изменяется, член первого порядка
вносит лишь постоянный вклад в полное сопро-
тивление мемристора и его можно объединить
с нулевым членом ρ0 = ρ′0 + ρ1r. Члены более
высоких порядков способны привести к изменению
сопротивления в процессе перераспределения ва-
кансий, но зеркально-симметричные распределения
(относительно центра мемристора), возникающие
в предельных точках его цикла (когда вакансии
концентрируются вблизи одного либо другого
контакта), будут соответствовать одинаковому
значению полного сопротивления. Это значит, что
зависимость удельного сопротивления материала от
концентрации вакансий, если и оказывает влияние
на работу мемристора, на разнице сопротивлений
во «включенном» и «выключенном» состоянии
мемристора не отражается.

Таким образом, в первом порядке по c полное со-
противление замкнутого мемристора будет зависеть
лишь от вклада его интерфейсов [29]:

ρ = ρ0 +
κ1,0 + κ1,1c

d
δ(ξ)+

+
κ2,0 + κ2,1c

d
δ(ξ − 1) +O(c2), (9)

где κi,0 и κi,1 — коэффициенты разложения поверх-
ностного сопротивления интерфейсов i = 1, 2 по сте-
пеням c, а дельта-функция Дирака δ(x) предполага-
ется левосторонней (этот математический прием вы-
носит ее формально за границы области движения
вакансий). Тогда в первом порядке сопротивление
мемристора имеет вид

R = R′
0 +R1c(0, τ) +R2c(1, τ),

где
R′

0 = (dρ0 + κ1,0 + κ2,0)/A,

R1 = κ1,1/A, R2 = κ2,1/A,

A — площадь поверхности контакта (сечение мемри-
стора). Перегруппировкой членов можно выразить
сопротивление через безразмерный параметр σ′ как

R = R0 +R1σ
′

σ′ = c(0, τ) + αc(1, τ)− r(1 + α) (10)

R0 = R′
0 +R1r(1 + α),

где введен безразмерный коэффициент асимметрии
сопротивления интерфейсов α = R2/R1. Удобство в
том, что величина σ′ при переключении мемристора
меняется симметрично относительно точки Q = 0,
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Рис. 4. Амплитуда изменения сопротивления −σ|τ=T/2

в процессе переключения мемристора с половинным

(r = 1/2) заполнением: сплошные линии — точный рас-

чет, штриховые — асимптотика (12); на вставке показаны

петли гистерезиса сопротивления −σ′, зависящие от коэф-

фициента асимметрии контактов α (его значения для каж-

дой петли подписаны числами слева), и предельная петля

(более толстая линия) σ = σ′|α=0

σ′ = 0. Величина R0 при этом задает постоянную со-
ставляющую сопротивления, а R1 пропорциональна
абсолютной амплитуде его изменений.

Далее мы рассмотрим наиболее интересный слу-
чай половинного заполнения r = 1/2 мемристора,
когда перемещение заряда вакансий и изменение со-
противления мемристора [29] максимальны. Тогда
выполняется тождество c(1, τ) = 1− c(0, τ), что поз-
воляет исключить параметр α, рассмотрев перенор-
мированное безразмерное сопротивление мемристо-
ра при r = 1/2:

σ = σ′/(1− α) = c(0, τ)− 1/2 = σ′|α=0 . (11)

На вставке к рис. 4 показаны петли гистерезиса в ко-
ординатах σ′–Q для разных значений α, которые по-
сле перенормировки в координатах σ–Q переходят в
универсальную петлю (11), не зависящую от α. Ана-
логичное перемасштабирование кривых релаксации
сопротивления в универсальную кривую было полу-
чено в работе [31] на основе модели VEOVM [20] и
подтверждено там экспериментально (см. рис. 4 в
работе [31]) для мемристора на основе поликристал-
лического La0.325Pr0.300Ca0.375MnO3 (LPCMO) с се-
ребряными контактами. Оно, по-видимому, являет-

ся универсальным свойством как открытых, так и
закрытых с обеих сторон мемристоров.

Когда интерфейсы абсолютно идентичны
(α = 1), изменение сопротивления закрытого
мемристора (с половинным заполнением) отсут-
ствует и σ′ = 0, но в пределе α → 1 перенормиро-
ванная петля в координатах σ–Q все равно остается
неизменной. И это при том, что общий наклон
петли при переходе от α < 1 к α > 1 меняется
на противоположный, что соответствует смене
знака σ′.

Амплитуду петли гистерезиса сопротивления
σ|τ=T/2 можно вычислить непосредственно по
формулам (3), (10), (11). Но можно получить
и приближенное явное выражение, исходя из
асимптотики (6) при r = 1/2:

σ|τ=T/2 ≃ −4p
∞∑

k=0

th
(
T
16

(
p2 + 4π2(2k + 1)

))

p2 + 4π2(2k + 1)
. (12)

Это выражение правильно воспроизводит амплиту-
ду сопротивления как в петлях с малым периодом
T ≪ 1, так и в петлях с большим T ≫ 1, когда со-
противление выходит на насыщение:

σ|τ=T/2,T≫1 ≃ −(1/2) th(p/4).

Заметная погрешность появляется лишь при про-
межуточных значениях p и T . Амплитуда петли и
ее асимптотика (12) построены на рис. 4 как функ-
ция периода колебаний проходящего через мемри-
стор тока для разных значений p.

Приведенное выше феноменологическое описа-
ние сопротивления мемристора не зависит напря-
мую от конкретного материала и конкретного ме-
ханизма формирования электрического сопротив-
ления на контактах. Его основным предположени-
ем является возможность представить удельное со-
противление (поверхностное или объемное) в виде
степенного ряда по c, откуда, с учетом сохране-
ния количества вакансий в закрытом с обеих сто-
рон мемристоре, в низшем порядке по степеням c

получается выражение (10). Входящие в него пара-
метры R0, R1 и α описывают свойства материала
мемристора и механизм формирования электриче-
ского сопротивления на его (асимметричных) кон-
тактах. Эти параметры можно определить из неза-
висимых измерений или подгонкой.

В случае R0 ≫ R1 влиянием изменения элек-
трического сопротивления, связанного с перераспре-
делением ионов, на электрическое поле, движущее
этими ионами, можно пренебречь. Простой способ
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учесть этот эффект без значительного усложнения
модели — использовать определение

p = 2(d/a) sh (aqρI/kBΘ)

в качестве уравнения самосогласования, подставив в
него величину ρ = ρ0+ρ1σ

′, которая уже будет зави-
сеть от состояния мемристора. Можно ожидать, что
это приведет к дополнительному скосу петель ги-
стерезиса, но детальное исследование этого эффекта
осталось за рамками данной работы. Также мы не
учитывали емкость мемристора и считали, что им-
пульсы тока являются идеально прямоугольными.
Тем не менее мы точно учли нелинейные гистере-
зисные эффекты, связанные с ограниченностью кон-
центрации подвижных вакансий, которые способны
проявить себя в самых разных конкретных реализа-
циях закрытых с обоих сторон мемристоров на базе
самых разных материалов и с различными типами
контактов.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы рассмотрели эволюцию точно решаемой
нелинейной модели мемристора с подвижными за-
ряженными вакансиями под действием периодиче-
ского (состоящего из прямоугольных импульсов со
скважностью 2) внешнего тока. Получено и реше-
но (в общем случае численно) уравнение для петель
гистерезиса. В частном случае, когда амплитуда и
период колебаний внешнего тока малы, дана ана-
литическая асимптотика решения этого уравнения.
Показано, что наибольшая эффективность переме-
щения заряда вакансий достигается, когда мемри-
стор заполнен ими ровно наполовину от максималь-
но возможного количества. Введена мера эффектив-
ности перемещения вакансий в сравнении с процес-
сом их свободной диффузии и исследована ее за-
висимость от периода внешнего тока. Эта зависи-
мость содержит максимум, соответствующий наи-
большему отношению величины вынужденного пе-
ремещения заряда вакансий над его свободной диф-
фузией за то же время. Получены аналитические
асимптотики периода внешнего тока, соответствую-
щего максимуму эффективности, для малых и боль-
ших его амплитуд, а также асимптотика амплитуды
петли гистерезиса сопротивления. Для большой ам-
плитуды внешнего тока оптимальный период пере-
ключения мемристора связан с временем записи и
временем хранения информации в нем простым со-
отношением (8).

ПРИЛОЖЕНИЕ.
ЗЕРКАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОЕ
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВАКАНСИЙ

Эволюция распределения вакансий под действи-
ем периодической с периодом T и скважностью 2 по-
следовательности знакопеременных прямоугольных
импульсов внешнего тока приводит к тому, что рас-
пределения вакансий на временах t и t + T/2 (со
сдвигом на половину периода) являются зеркально-
симметричными относительно точки ξ = 1/2. Два
таких распределения, c(ξ) и c̃(ξ), связаны соотноше-
нием c(ξ) = c̃(1− ξ), а соответствующие им первооб-
разные функции u(ξ) = r− ũ(1− ξ), где c̃(ξ) = ũ′(ξ),
ũ(0) = 0, ũ(1) = r. По определению (4) коэффици-
енты разложения u(ξ) равны

un=
2

p

1∫

0

(
ep(r−ũ(1−ξ)) − P (ξ; p, r)

)
e−pξ/2 sin(nπξ)dξ.

(13)
После замены переменных y = 1 − ξ, использо-
вания тождеств P (1 − ξ; p, r) = eprP (ξ;−p, r) и
sinnπ(1 − y) = (−1)n sinnπy получим соотноше-
ние между коэффициентами разложения зеркально-
симметричных функций:

un = epr−p/2(−1)n
(
ũn|p→−p

)
. (14)

Другими словами, коэффициенты разложения
распределения вакансий прямо пропорциональ-
ны коэффициентам разложения их зеркально-
симметричного распределения в обратном (p→ −p)
базисе. Из этого соотношения непосредственно сле-
дует выражение (5).
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