
ЖЭТФ, 2024, том 166, вып. 6 (12), стр. 781–794 © 2024

ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД В ТОЧКЕ БОЛЬШОГО ВЗРЫВА В
РЕШЕТОЧНОЙ ТЕОРИИ ГРАВИТАЦИИ

С. Н. Вергелес a,b*

a Институт теоретической физики им. Л. Д. Ландау Российской академии наук
142432, Черноголовка, Московская обл., Россия

b Московский физико-технический институт, кафедра теоретической физики
141707, Долгопрудный, Московская обл., Россия

Поступила в редакцию 11 апреля 2024 г.,
после переработки 6 августа 2024 г.

Принята к публикации 9 августа 2024 г.

Решеточная регуляризация теории гравитации дает новые возможности для изучения физики Большого

взрыва. Доказано, что в изучаемой здесь 4D-решеточной модели гравитации существует высокотемпера-

турная фаза, которая характеризуется обращением в нуль среднего тензора энергии-импульса материи и

коллапсом пространства в точку. Показано также существование низкотемпературной фазы в длинновол-

новом пределе, геометрические свойства которой и динамика соответствуют известным представлениям:

расширение Вселенной сначала идет по экспоненциальному закону, а затем плавно переходит на степен-

ной режим.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работах автора [1–5] изучалась модель дис-
кретной гравитации на симплициальном комплек-
се. Эта модель включала степени свободы чистой
гравитации (тетрады, связность), а также ферми-
онные дираковские поля, минимально связанные с
гравитацией. В частности, в работе [5] была опи-
сана дискретная симметрия действия Z2, назван-
ная PT-симметрией. Это PT-преобразование меняет
знак тетрад на противоположный и взаимно заменя-
ет дираковские поля с их эрмитово-сопряженными,
т. е. взаимно переставляет частицы и античастицы.

В настоящей работе делается следующий шаг:
мы показываем, что при ультравысоких температу-
рах PT-симметрия не нарушена, но она нарушена
при достаточно низких температурах. В высокотем-
пературной фазе средние значения тензора энергии-
импульса материи, так же как тетрад, равны нулю.
Напротив, в низкотемпературной фазе эти величи-
ны отличны от нуля. Поле тетрады является пара-
метром порядка.

* E-mail: vergeles@itp.ac.ru

Как известно, в Минимальной стандартной мо-
дели (MSM) число фермионных степеней свободы
кратно превышает число бозонных степеней свобо-
ды (даже с учетом двух гравитонов). Отсюда сле-
дует, что полная энергия вакуумных нулевых коле-
баний отрицательна. Мы предполагаем, что некото-
рые свойства MSM вблизи точки Большого взрыва
могут быть описаны в рамках изучаемой здесь дис-
кретной гравитации. Здесь нас интересует следую-
щий вопрос: может ли продолжение решений конти-
нуальных уравнений Эйнштейна в окрестность точ-
ки Большого взрыва содержать некоторую инфор-
мацию о свойствах высокотемпературной фазы в ре-
шеточной теории? Для ответа на этот вопрос мы
решаем уравнения Эйнштейна в рамках парадиг-
мы Фридмана, но с затравочной космологической
постоянной положительного знака. Положительная
космологическая постоянная компенсирует огром-
ную отрицательную энергию вакуума. А посколь-
ку мы рассматриваем континуальную теорию как
длинноволновый предел дискретной теории грави-
тации, все величины в уравнениях (плотность ва-
куумной энергии ε, затравочная космологическая
постоянная Λ0 и т. д.) конечны. Поэтому как сами
уравнения Эйнштейна, так и их решения, математи-
чески корректны. Более того, полученные решения
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демонстрируют необходимые общие для космологии
свойства: вблизи точки Большого взрыва имеет ме-
сто экспоненциальный режим расширения Вселен-
ной (фаза инфляции), но затем расширение пере-
ходит на степенной режим. Интересно также, что
в найденном решении модуль энергии вакуума |ε|
уменьшается при приближении к точке Большого
взрыва. Иными словами, тензор энергии-импульса
материи в континуальной теории стремится к нулю
при приближении к точке Большого взрыва. По на-
шему мнению, эта тенденция говорит о том, что рас-
сматриваемое континуальное уравнение Эйнштейна
действительно моделирует дискретную теорию гра-
витации в длинноволновом пределе. Однако нужно
иметь в виду, что по мере уменьшения абсолютного
значения тензора энергии-импульса роль квантовых
флуктуаций растет, и классические уравнения Эйн-
штейна становятся неприменимыми (см. разд. 4).

Статья организована следующим образом.
Для облегчения чтения работы в разд. 2 приво-

дится определение того варианта решеточной тео-
рии гравитации, который здесь изучается.

В разд. 3 устанавливается главный результат ра-
боты: в изучаемой модели решеточной гравита-
ции дискретная PT-симметрия не нарушена при
сверхвысоких температурах. Но при низких тем-
пературах имеет место спонтанное нарушение этой
симметрии.

В разд. 4 рассматривается решение уравнений
Эйнштейна в рамках парадигмы Фридмана. Такое
рассмотрение имеет смысл, поскольку решеточная
теория переходит в обычную теорию гравитации
в длинноволновом пределе. Показано, что решение
классических уравнений возможно лишь на некото-
ром удалении от точки Большого взрыва. Причина
этого в том, что при приближении к особенности
квантовые флуктуации становятся существенными.

Настоящая работа носит модельный характер.

2. ВВЕДЕНИЕ В РЕШЕТОЧНУЮ ТЕОРИЮ
ГРАВИТАЦИИ

2.1. Определение решеточной теории

Нам необходимо определить ту модель реше-
точной гравитации, которая здесь изучается. Более
полная информация по этому предмету содержится
в работах [1–5].

В этом разделе используется евклидова сигнату-
ра. Пусть γa есть эрмитовы 4× 4-матрицы Дирака,
так что

γaγb + γbγa = 2δab, σab ≡ 1

4
[γa, γb], a = 1, 2, 3, 4,

γ5 ≡ γ1γ2γ3γ4 = (γ5)†. (1)

Рассмотрим ориентируемый 4-мерный симпли-
циальный комплекс K. Предположим, что каждый
его 4-симплекс принадлежит такому подкомплек-
су K′ ∈ K, который имеет геометрическую реа-
лизацию в R

4, топологически эквивалентную дис-
ку без пустот. Вершины обозначаются aV , индексы
V и W нумеруют вершины и 4-симплексы s4W со-
ответственно. Необходимо использовать локальную
нумерацию вершин принадлежащих заданному 4-
симплексу: все 5 вершин 4-симплекса s4W нумеру-
ются как aV(W)i

, i = 1, 2, 3, 4, 5. В дальнейшем обо-
значения с дополнительным нижним индексом (W)

указывают на то, что соответствующие величины
принадлежат 4-симплексу s4W . Заметим, что вели-
чина, принадлежащая 4-симплексу s4W , может при-
надлежать также соседнему 4-симплексу s4W′ , если
эти 4-симплексы имеют общие симплексы меньшей
размерности. Символ Леви-Чивита с попарно раз-
личными индексами

εV(W)1V(W)2V(W)3V(W)4V(W)5
= ±1

в зависимости от того, определяет ли порядок вер-
шин s4W = aV(W)1

aV(W)2
aV(W)3

aV(W)4
aV(W)5

четную
или нечетную ориентацию 4-симплекса s4W . Эле-
мент компактной группы Spin(4) и элемент алгебры
Клиффорда,

ΩV1V2 = Ω−1
V2V1

= exp (ωV1V2) =

= exp

(
1

2
σabωab

V1V2

)
∈ Spin(4), σab ≡ 1

4
[γaγb],

êV1V2 ≡ eaV1V2
γa ≡ −ΩV1V2 êV2V1Ω

−1
V1V2

, (2)

|eV1V2 | < 1, |eV1V2 | ≡
√∑

a

(eaV1V2
)2,

определены на каждом ориентированном 1-
симплексе aV1aV2 . Ограниченность тетрады
согласно (2) необходима для сходимости функ-
ционального интеграла статистической суммы.
Этим ограничением, накладываемым на тетраду,
настоящая работа отличается от предыдущих работ
автора по теории дискретной гравитации. По пред-
положению множество переменных {Ω, ê} является
множеством независимых динамических перемен-
ных. Фермионные степени свободы (дираковские
спиноры) определены на вершинах комплекса:

Ψ†
V , ΨV . (3)
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Множество переменных {Ψ†, Ψ} взаимно независи-
мы, причем спиноры Ψ†

V и ΨV находятся во взаим-
ной инволюции (или антиинволюции) относительно
операции эрмитова сопряжения.

Рассмотрим модель с действием

A = Ag +AΨ +AΛ0 . (4)

Здесь Ag и AΨ являются действиями чистой
гравитации и дираковского поля соответственно:

Ag = − 1

5! · 2l′2P

∑

W

∑

σ

εσ(V(W)1)σ(V(W)2)σ(V(W)3)σ(V(W)4)σ(V(W)5)×

×Tr γ5

{
Ωσ(V(W)5)σ(V(W)1)Ωσ(V(W)1)σ(V(W)2)Ωσ(V(W)2)σ(V(W)5)êσ(V(W)5)σ(V(W)3)êσ(V(W)5)σ(V(W)4)

}
, (5)

AΨ =
1

5 · 242
∑

W

∑

σ

εσ(V(W)1)σ(V(W)2)σ(V(W)3)σ(V(W)4)σ(V(W)5)×

×Trγ5

{
Θ̂σ(V(W)5)σ(V(W)1)êσ(V(W)5)σ(V(W)2)êσ(V(W)5)σ(V(W)3)êσ(V(W)5)σ(V(W)4)

}
, (6)

Θ̂V1V2 ≡ Θa
V1V2

γa = Θ̂†
V1V2

, Θa
V1V2

=
i

2

(
Ψ†

V1
γaΩV1V2ΨV2 −Ψ†

V2
ΩV2V1γ

aΨV1

)
. (7)

Каждая σ является одной из 5! перестановок вершин V(W)i −→ σ(V(W)i). Можно проверить, что (ср. с (2))

Θ̂V1V2 ≡ −ΩV1V2Θ̂V2V1Ω
−1
V1V2

. (8)

Вклад в решеточное действие от космологической постоянной имеет вид

AΛ0 = − 1

5! · 12
Λ0

l′2P
εabcd

∑

W

∑

σ

εσ(V(W)1)σ(V(W)2)σ(V(W)3)σ(V(W)4)σ(V(W)5)×

×eaσ(V(W)5)σ(V(W)1)
ebσ(V(W)5)σ(V(W)2)

ecσ(V(W)5)σ(V(W)3)
edσ(V(W)5)σ(V(W)4)

. (9)

Статистическая сумма представляется интегралом

Z =
∏

1−simplices

∫

|eV1V2 |<1

∏

a

deaV1V2

∫
dµ{ΩV1V2}×

×
∏

V

∫
dΨ†

VdΨV exp(A). (10)

Везде dµ{ΩV1V2} есть инвариантная мера на группе
Spin(4).

Действие (4), а также интеграл (10) инвариант-
ны относительно калибровочных преобразований

Ω̃V1V2 = SV1ΩV1V2S
−1
V2

, ˜̂eV1V2 = SV1 êV1V2 S
−1
V1

,

Ψ̃V = SVΨV , Ψ̃†V = Ψ†
VS

−1
V , (11)

SV ∈ Spin(4).

Проверка этого факта облегчается при исполь-
зовании соотношения (ср. с соотношением для
êV1V2 в (11))

˜̂
ΘV1V2 = SV1Θ̂V1V2S

−1
V1

, (12)

которое непосредственно следует из (11).

Рассматриваемая решеточная модель инва-
риантна относительно глобальной дискретной
Z2-симметрии, которая является аналогом комби-
нированной PT-симметрии. Обозначим оператор
этого преобразования как ÛPT . Тогда преобразован-
ные динамические переменные выражаются через
исходные переменные следующим образом:

Û−1
PTΨV ÛPT = UPT

(
Ψ†

V

)t

,

Û−1
PTΨ

†
V ÛPT = − (ΨV)

t
U−1
PT ,

783



С. Н. Вергелес ЖЭТФ, том 166, вып. 6 (12), 2024

UPT = iγ1γ3, (13)

Û−1
PT e

a
V1V2
ÛPT = −eaV1V2

,

Û−1
PTω

ab
V1V2
ÛPT = ωab

V1V2
.

Здесь верхний индекс t обозначает транспонирова-
ние дираковских матриц и спиноров. Имеем

U−1
PTγ

aUPT = (γa)t,

U−1
PTσ

abUPT = −(σab)t.
(14)

Из (13) и (14) следует, что

U−1
PTΩV1V2UPT = (ΩV2V1)

t , (15)

Û−1
PTΘ

a
V1V2
ÛPT = −Θa

V1V2
. (16)

2.2. Длинноволновый предел

Перейдем к длинноволновому пределу, т. е. к пре-
делу медленно изменяющихся при движении вдоль
решетки полей. В этом пределе действие (4) транс-
формируется в хорошо известное континуальное
действие гравитации в форме Палатини и дираков-
ского поля, минимально связанного с гравитацией,
плюс вклад космологической постоянной. Этот пре-
дельный переход имеет смысл вместе с переходом
к сигнатуре Минковского. В результате компакт-
ная калибровочная группа Spin(4) преобразуется в
некомпактную группу Spin(3, 1). Далее в этом разде-
ле все решеточные переменные в случае евклидовой
сигнатуры снабжены штрихом. Для полевых пере-
менных в случае сигнатуры Минковского использу-
ются старые обозначения.

Для указанной трансформации действия необхо-
димы следующие деформации контуров интегриро-
вания в интеграле (10):

ω′4α
V1V2

= iω0α
V1V2

, ω′αβ
V1V2

= −ωαβ
V1V2

,

e′
4
V1V2

= e0V1V2
, e′

α
V1V2

= ieαV1V2
.

(17)

Переменные ωab
Wij , eaWij в сигнатуре Минковского

являются вещественными и их индексы принимают
значения

a, b, . . . = 0, 1, 2, 3, α, β, . . . = 1, 2, 3. (18)

В ортонормированном базисе (ОНБ) метрический
тензор ηab = diag(1, −1, −1, −1). Дираковские мат-
рицы преобразуются как

γ′4 = γ0, γ′α = iγα, γ′5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3,

1

2
(γaγb + γbγa) = ηab, (19)

Trγ5γaγbγcγd = 4iεabcd, ε0123 = 1.

Таким образом, для спиновых матриц
σab = (1/4)[γa, γb] имеем

σ′4α = iσ0α, σ′αβ = −σαβ . (20)

При помощи (17)–(20) находим

ω′
V1V2 =

1

2
ωab
V1V2

σab ≡ ωV1V2 ,

ê′V1V2
= γae

a
V1V2

≡ êV1V2 ,
(21)

Ω′
V1V2 = exp

(
1

2
ω′ab

V1V2
σ′ab

)
=

= exp

(
1

2
ωab
V1V2

σab

)
≡ ΩV1V2 ∈ Spin(3, 1). (22)

При переходе к сигнатуре Минковского дираковские
спиноры преобразуются следующим образом:

Ψ′
V = ΨV , Ψ′†

V = Ψ†
Vγ

0 = ΨV . (23)

Переход к длинноволновому пределу возможен
для таких конфигураций полей, которые достаточ-
но медленно изменяются при переходах от симплек-
са к симплексу, т. е. при небольших или значитель-
ных перемещения по решетке. Это правило касает-
ся любых решеток. В нашей теории именно на эта-
пе перехода к длинноволновому пределу возникает
необходимость введения локальных координат. Ло-
кальные координаты — это маркеры вершин решет-
ки. Рассмотрим некоторый 4D-подкомплекс K′ ∈ K
с тривиальной топологией четырехмерного диска и
геометрической реализацией в R

4. Таким образом,
каждая вершина подкомплекса приобретает коорди-
наты xµ, являющиеся координатами образа верши-
ны в R

4:

xµ
V ≡ xµ(aV), µ = (0, 1, 2, 3) = (0, i). (24)

На этом этапе координаты являются безразмерны-
ми. Рассмотрим некоторый симплекс s4W ∈ K′. Обо-
значим все пять вершин этого 4-симплекса как Vi,
i = 1, 2, 3, 4 и Vm 6= Vi. Свойства геометрической
реализации таковы, что четыре бесконечно малых
вектора

dxµ
VmVi

≡ xµ
Vi
− xµ

Vm
= −dxµ

ViVm
∈ R

4, i = 1, 2, 3, 4,

(25)

линейно независимы.
В работах [1–5] доказано, что в R

4 существу-
ют 1-формы ωµ(x) и êµ(x) такие, что справедливы
равенства

ωµ

(
1

2
(xVm + xVi)

)
dxµ

VmVi
= ωVmVi , (26)
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êµ

(
1

2
(xVm + xVi)

)
dxµ

VmVi
= êVmVi . (27)

Далее предполагается, что 1-формы гладко зависят
от точек в R

4, являющихся образами вершин ком-
плекса. В длинноволновом пределе элементы ΩVmVi

близки к единице и с точностью до O
(
(dx)2

)
вклю-

чительно имеет место формула

ΩVmViΩViVjΩVjVm =

= exp

[
1

2
Rµν(xVm)dxµ

(VmVi)
dxν

(VmVj)

]
, (28)

Rµν = ∂µων − ∂νωµ + [ωµ, ων ]. (29)

Выпишем длинноволновый предел действия (4):

A
′
g −→ iAg, Ag = − 1

4 l2P
εabcd

∫
R

ab ∧ec ∧ ed,

R
ab = R

ab
µν dx

µ ∧ dxν , (30)

A
′
Ψ −→ iAΨ, AΨ =

1

6
εabcd

∫
Θa ∧ eb ∧ ec ∧ ed,

Θa =
i

2

[
ΨγaDµ Ψ−

(
Dµ Ψ

)
γaΨ

]
dxµ,

Dµ = (∂µ + ωµ) , (31)

A
′
Λ0
−→ iAΛ0 , AΛ0 = −2Λ0

l2P

∫
e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3.

(32)

Все остальные слагаемые при таком переходе будут
содержать дополнительные множители в положи-
тельной степени lP /λ −→ 0, поэтому они опуска-
ются. Здесь λ — характерная длина волн физиче-
ской подсистемы. Эта ситуация типична при перехо-
де к длинноволновому пределу в любой решеточной
теории.

Действие (30)–(32) является действием Гиль-
берта – Эйнштейна, минимально связанным с дира-
ковским полем и записанным в форме Палатини.
Оно инвариантно относительно диффеоморфизмов.
Этот факт не случаен, так как в (24) сам способ вве-
дения координат таков, что уже на этом этапе видна
независимость действия от произвола введения ко-
ординат. Мы говорим ”почти произвольно”, так как
и диффеоморфизмы — это не произвольные замены
координат, а локально взаимно однозначные и диф-
ференцируемые нужное число раз.

Для ясности укажем на тот факт, что на решет-
ке все переменные и константы безразмерны и по-
рядка единицы. В частности, безразмерна константа

l′P ∼ 1 в (5) и (9), а также дифференциалы dxµ
VmVi

в
(25). При переходе к размерным величинам мы по-
лагаем

dxµ
VmVi

= dxµ/lP ∼ 1, (33)

где дифференциал dxµ измеряется в сантиметрах и
lP ∼ 10−32 см (см. (53)). Из (33) видно, что шаг нере-
гулярной решетки имеет размер порядка lP . И при
этом все слагаемые действия безразмерны, но пере-
менные величины и константы приобретают размер-
ность. Например, в слагаемом (32) космологическая
постоянная Λ0 ∼ l−2

P .
В сигнатуре Минковского PT-симметрия дей-

ствия определяется формулами (13), (14), (16) с той
лишь разницей, что в этих формулах следует сде-
лать замену Ψ† −→ Ψ.

3. СВЕРХВЫСОКИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ В
РЕШЕТОЧНОЙ ТЕОРИИ ГРАВИТАЦИИ

Рассмотрим состояние решеточной теории при
сверхвысоких температурах. Как известно, стати-
стическая сумма Tr exp(−βH) в квантовой теории
отличается от амплитуды перехода за конечное вре-
мя ∆t, представленной в форме функционального
интеграла, переходом к мнимому времени ∆t = −iβ,
β = 1/T , и взятием следа. Мы должны изучить
некоторые свойства статистической суммы (10) в
случае сверхвысоких температур, т. е. β −→ 0.

В приложении к изучаемой здесь решеточной
теории это означает следующее.

Пусть 4D-решетка имеет две 3D-подрешетки Σ1

и Σ2, которые образуют ее границу. Для просто-
ты мы предполагаем, что между Σ1 и Σ2 имеет-
ся N < ∞ 4D-решеточных слоев, каждый толщи-
ной в одно ребро. Подрешетки Σ1 и Σ2 считаются
тождественными, т. е. между всеми элементами этих
подрешеток имеется взаимно однозначное соответ-
ствие. Последнее свойство дает возможность вычис-
лить статистическую сумму.

Обозначим через Φ1ξ и Φ2ξ голоморфные функ-
ции фермионных переменных с вещественными ко-
эффициентами, определенные соответственно на Σ1

и Σ2. Чтобы вычислить след по фермионным пере-
менным, необходимо использовать полный набор го-
ломорфных волновых функций

Φ1ξ ≡ Φ1ξ{Ψ†
V}

и их эрмитово-сопряженных функций

Φ†
2ξ ≡

(
Φ2ξ{Ψ†

V}
)†

= Φ2ξ{ΨV}.
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Индекс ξ перечисляет независимые ортонормиро-
ванные функции из их полного набора. Функционал

Φ†
2ξ exp(β A)Φ1ξ (34)

должен быть помещен под интеграл (10) и долж-
на быть вычислена сумма по ξ. В интеграле (10) на
отождествленных между собою 1-симплексах, при-
надлежащих Σ1 и Σ2, должны быть отождествлены
переменные {Ω} и {ea}.

Нас интересует случай β ≪ 1. Докажем, что дис-
кретная PT-симметрия (13)–(16) не нарушена при
сверхвысоких температурах.

Имеет место следующее
Утверждение. В некой конечной окрестности

точки β = 0 свободная энергия статистической
суммы (10), за исключением слагаемого вида
−(C1 M+4NνΨ) lnβ (см. (42)), является голо-
морфной функцией переменной β. Все симметрии
действия (4), включая дискретную PT-симметрию,
сохранены. �

Приведем некоторые аргументы в пользу Утвер-
ждения. Рассмотрим высокотемпературное разло-
жение статистической суммы в 2D-модели Изин-
га, которая есть сумма по всем замкнутым путям
с самопересечениями на решетке. Пусть решетка
содержит L −→ ∞ ребер и на ней зафиксирован
путь (возможно, несколько не пересекающихся пу-
тей) суммарно из l ребер. Заметим, что l — четное
число и l ≥ 4. При вычислении статистической сум-
мы удобно выделить множитель (chβ)L, который не
дает особенность в свободной энергии. Тогда каждо-
му ребру пути следует приписать вес th β. Пусть gl
есть число таких замкнутых путей. Имеем строгое
неравенство

gl <
L!

l!(L− l)!
, (35)

так как число в правой части неравенства (35)
включает в себя также и число всех незамкнутых
путей веса (th β)l. Поэтому статистическая сумма
Изинга Z

Z

(chβ)L
= 1 +

∑

l

gl(th β)
l <

<
L∑

l=0

L!

l!(L− l)!
(thβ)l =

= (1 + thβ)L ≡ ZM . (36)

Отсюда видно, что удельная свободная энергия на
одно ребро,

fM = − lnZM/L = − ln(1 + thβ),

является голоморфной функцией в конечной
окрестности точки β = 0 и в случае L −→ ∞. Это
наблюдение является следствием того, что величи-
на ZM по сути является локальной при малых β,
т. е. эффективно ZM есть произведение локальных
голоморфных функций. Иными словами, дальний
порядок отсутствует при малых β. Но если из
суммы ZM устранить незамкнутые контуры, то
дальнего порядка не возникнет. Однако размер
окрестности голоморфности может измениться.
Это значит, что предел f = − lnZ/L при L −→ ∞
существует. Действительно, величина в левой части
(36) может быть представлена как

Z/(chβ)L = [1 + ρ(thβ)]L, (37)

причем голоморфная функция ρ(thβ) → 0 при
β → 0. Поэтому и

f = − ln chβ − ln[1 + ρ(thβ)] (38)

является голоморфной функцией в некоторой ко-
нечной окрестности точки β = 0.

Аналогичные рассуждения могут быть проведе-
ны и в случае статистической суммы (10), хотя этот
случай качественно сложнее. Как фермионные, так
и бозонные интегралы в (10) хорошо определены.
Рассмотрим качественно результаты этих интегри-
рований.

Пусть N −→ ∞ и νΨ обозначают числа вер-
шин комплекса и дираковских полей соответствен-
но. Интегрирование в (10) по дираковскому полю
дает фактор под оставшимися интегралами вида

β4NνΨP{Ω, ea}, (39)

где P{Ω, ea} есть калибровочно инвариантный одно-
родный полином переменных Ω и ea степеней 4NνΨ
и 12NνΨ соответственно.

Далее рассмотрим интегралы по бозонным пе-
ременным. Сначала рассмотрим интегрирование по
переменным Ω.

Рассмотрим в полиноме P{Ω, ea} слагаемое,
являющееся нечетным относительно переменной
ΩV1V2 . Интеграл

∫
dµ{ΩV1V2} . . . от тензорного

произведения нечетного числа элементов ΩV1V2

равен нулю. Разложим экспоненту по слагаемым,
содержащим элемент ΩV1V2 . Предположим, что
в результате конечного числа таких шагов (для
конечного подкомплекса) мы будем иметь тензорное
произведение четного числа элементов ΩV1V2 на
каждом 1-симплексе aV1aV2 . Поэтому в результате
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интегрирования по калибровочной группе первое
ненулевое слагаемое получит дополнительный
фактор βC M, где M → ∞ есть число 1-симплексов
комплекса и 0 ≤ C ∼ 1. Все остальные слагаемые
этого разложения в результате интегрирования
по калибровочной группе дают дополнительное
калибровочно инвариантное слагаемое F{ea;β} в
статистическую сумму. Это слагаемое является
функционалом переменных {ea} и хорошо схо-
дящейся голоморфной функцией параметра β в
окрестности нуля, причем

F{ea;β}
βC M+4N νΨ

→ 0 при β → 0.

Имеется всего два типа инвариантов относительно
действия калибровочной группы (11) и связанных с
вершиной aV :

eaVV1
eaVV2

, (40)

εabcde
a
VV1

ebVV2
ecVV3

edVV4
. (41)

В (40) вершины aV1 и aV2 необязательно разные, и в
(41) 1-симплексы (aVaV1), (aVaV2), (aVaV3), (aVaV4)

необязательно принадлежат одному 4-симплексу.

Коротко рассмотрим интеграл по переменным
{ea}. Заметим, что если под интегралом содержит-
ся выражение (40) в первой степени и с разными aV1

и aV2 и оно не пересекается с другими аналогичны-
ми выражениями, то интеграл тождественно равен
нулю. Аналогичное утверждение справедливо в от-
ношении выражения (41). Следовательно, выраже-
ния (40) и (41) должны быть под интегралом в таких
степенях и комбинациях, чтобы переменная eaV1V2

на
каждом 1-симплексе (aV1aV2) была в четной (воз-
можно, нулевой) степени. Возможно, что для этого
разложение в (34) по вкладу в действие от β AΛ0 (см.
(9)) необходимо.

Действие (4) локально, т. е. оно состоит из слага-
емых (локальных операторов), каждое из которых
определено на ближайших элементах решетки. На-
зовем один из таких операторов A, другой — B, и
будем считать, что операторы A и B разнесены на
значительное расстояние вдоль решетки. Рассмот-
рим коррелятор 〈AB〉. Чтобы этот коррелятор был
отличен от нуля, необходимо разлагать экспоненту
по этим операторам так, чтобы между оператора-
ми A и B оказалось достаточное количество смеж-
ных локальных операторов. Но такое разложение
даст параметр β ≪ 1 в достаточно высокой сте-
пени, по меньшей мере пропорциональной числу 1-
симплексов между A и B, и с коэффициентом поряд-

ка единицы. Поэтому статистическая сумма в высо-
котемпературной фазе носит локальный характер.

Сделаем вывод из проведенного рассмотрения.
При сверхвысокой температуре (β = 1/T −→ 0)

интеграл статистической суммы (10) является голо-
морфной функцией в окрестности точки β = 0 и
имеет форму (ср. с (37))

Z = constβC1 M+4N νΨ(1 + f(β))C2 M, (42)

f(β)→ 0 при β → 0,

C1 ∼ C2 ∼ 1.

Отсюда следует справедливость Утверждения. В
свою очередь, из Утверждения следует, что в вы-
сокотемпературной фазе не нарушены никакие сим-
метрии, включая и дискретную PT-симметрию.

Исходя из справедливости Утверждения, зай-
мемся вычислением средних некоторых операторов.

Дискретное PT-преобразование (13)–(16) не из-
меняет меру и подынтегральное выражение (за ис-
ключением, возможно, усредняемой величины), но
меняет местами начальное и конечное состояния:

(
Φ†

2ξ

)′
≡ Φ†

2ξÛ
†
PT = Φ2ξ{UPT (Ψ

†
V)

t},

Φ′
1ξ ≡ ÛPTΦ1ξ = Φ1ξ{−Ψt

VU
−1
PT }, (43)

(
Φ†

2ξ

)′
Φ′

1ξ = Φ1ξ{Ψt
VU

−1
PT }Φ2ξ{UPT (Ψ

†
V)

t}.

Здесь штрих над символом волновой функции озна-
чает, что она PT-преобразована. Из последнего ра-
венства видно, что начальная и конечная волновые
функции переставляются местами в результате PT-
преобразования, и при этом их скалярное произве-
дение сохраняется. Это означает, что оператор ÛPT

является антиунитарным.
Согласно общему правилу, интеграл не изменя-

ется при замене переменных интегрирования. В на-
шем случае представляет интерес интеграл по фер-
мионным и тетрадным переменным и сумма по фер-
мионным состояниям ξ. Интеграл по переменным
связности {Ω} следует исключить. В противном слу-
чае дальнейшее рассуждение потеряет смысл. Рас-
смотрим два интеграла.

Первый случай:

Z{Ω} =
∑

ξ

∫

e

∫

Ψ†Ψ

Φ†
2ξ exp(β A)Φ1ξ

PT−→ Z{Ω}.
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Второй случай:

〈Θa
V1V2
〉e,Ψ = N

∑

ξ

∫

e

∫

Ψ†Ψ

Φ†
2ξΘ

a
V1V2

exp(β A)Φ1ξ

PT−→ −〈Θa
V1V2
〉e,Ψ.

Второй случай рассмотрим подробнее. Имеем це-
почку равенств:

〈Θa
V1V2
〉e,Ψ = N

∑

ξ

∫

e

∫

Ψ†Ψ

Φ†
2ξΘ

a
V1V2

exp(β A)Φ1ξ =

= N
∑

ξ

∫

e

∫

Ψ†Ψ

(
Φ†

2ξ

)′
Θa

V1V2
exp(β A)Φ

′
1ξ =

= N
∑

ξ

∫

e

∫

Ψ†Ψ

Φ†
1ξ

{
Û−1
PTΘ

a
V1V2

exp(β A)ÛPT

}†
Φ2ξ =

= −N
∑

ξ

∫

e

∫

Ψ†Ψ

Φ†
1ξΘ

a
V1V2

exp(β A)Φ2ξ =

= −〈Θa
V1V2
〉e,Ψ. (44)

Здесь N{Ω} — нормировочная константа, интеграл
вычисляется лишь по переменным тетрад и дира-
ковского поля, но не по переменным связности. Ес-
ли бы интегрирование включало также интеграл по
переменным {Ω}, то любая калибровочно неинвари-
антная величина, как Θa

V1V2
, обращалась бы в нуль

тождественно. Но интеграл (44) содержателен, так
как в нем калибровка фиксирована. В (44) первое
равенство является определением среднего значе-
ния, второе равенство является следствием Утвер-
ждения, третье и четвертое равенства являются
следствиями равенств (43) и (16) соответственно.

Из цепочки равенств (44) вытекает главный вы-
вод настоящей работы:

〈Θa
V1V2
〉e,Ψ ≡ 〈Θa

V1V2
〉Gauge Fix = 0. (45)

Вакуумное среднее величины Θa
V1V2

в длинновол-
новом пределе в сигнатуре Минковского при нуле-
вой температуре было вычислено в [6]:

〈0|Θa
µ|0〉 =

2

π2l4P
eaµ 6= 0,

Θa
µ =

i

2

[
ΨγaDµ Ψ−

(
Dµ Ψ

)
γaΨ

]
, (46)

Dµ = (∂µ + ωµ) .

Сравнение уравнений (45) и (46) показывает, что
в решеточной теории гравитации, связанной с ди-
раковским полем, имеется фазовый переход по
температуре.

Фазовый переход из фазы с нулевым значением
среднего величины Θa

µ в фазу с ненулевым значени-
ем этой величины и физическое значение этого пе-
рехода рассматривался в работе [7]. Работа [8] также
может быть интересна в этой связи.

4. УРАВНЕНИЯ ЭЙНШТЕЙНА И ИХ
РЕШЕНИЯ

Здесь мы используем стандартную
пространственно-плоскую метрику Робертсона –
Уокера:

ds2 = dt2 − a2(t)(dxα)2, α = 1, 2, 3, (47)

H = ȧ/a и a(t) — параметр Хаббла и космический
масштабный фактор. Мы полагаем c = 1. В форму-
лах с восстановленной размерностью делаются со-
ответствующие замечания.

Прежде всего покажем, что в конце фазы ин-
фляции и далее квантовые вакуумные флуктуации
несущественны при рассмотрении динамики макро-
скопических областей пространства и содержащейся
в них материи.

Наш подход предполагает, что все физические
величины определены с учетом вакуумных нулевых
колебаний квантованных полей. В частности, плот-
ность энергии и давление вакуума включают энер-
гию и давление вакуума. Известно, что имеют место
следующие одновременные коммутационные соот-
ношения для компонент тензора энергии-импульса
в пространстве Минковского [9]:

[
T 00(x), T 00(y)

]
=

= −i~
(
T 0k(x) + T 0k(y)

)
∂kδ

(3)(x− y)+

+ Schwinger Terms, (48)

и так далее. Швингеровы члены являются высшими
производными от δ-функций и они здесь не интерес-
ны. Такие же коммутационные соотношения имеют
место в искривленном пространстве, если они запи-
саны вблизи центра нормальных координат Римана.

Обозначим lP порядок размеров шага решетки,
который назовем планковским масштабом. Тогда
δ(3)(0) ∼ l−3

P . При помощи (48) и известного пра-
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вила мы находим порядок квантовых флуктуаций
плотности энергии на длинах волн порядка λ≫ lP :

∆ε ∼
√

~|ε|
l3Pλ

,
∆ε

|ε| ∼
√

~

l3Pλ|ε|
. (49)

В настоящую эпоху, а также в значительной части
фазы инфляции температура вакуума Tvac ∼ ~H

(см. разд. 5) весьма мала по сравнению с максималь-
ной (по модулю) энергией частиц в дираковском мо-
ре |ǫ| ∼ ~/lP . Поэтому плотность вакуумной энергии
|ε| ∼ ~/l4P , и мы получаем оценку

∆ε/|ε| ∼
√
lP /λ ∼ 10−16

для λ ∼ 1 см, lP ∼ 10−32 см.
(50)

Заметим, что при условии справедливости длин-
новолнового предела имеет смысл полагать
λ/a ∼ const1, lP /a ∼ const2, и поэтому lP /λ ∼ const.
Следовательно, оценка (50) остается справедливой
в очень широком диапазоне, включая значительную
часть фазы инфляции. В этом же диапазоне оказы-
вается оправданным использование классических
уравнений Эйнштейна для описания макроскопиче-
ской динамики. Однако при приближении к точке
Большого взрыва температура вакуума становится
слишком большой. В результате этого плотность
энергии |ε| быстро уменьшается по абсолютной
величине вследствие заселения фермионами уров-
ней положительной энергии. Оценки (49) и (50)
становятся неправильными, и в ситуации ∆ε/|ε| ∼ 1

классические уравнения неприменимы. Динамика
становится полностью квантовой. Более детальное
изучение границы перехода от классического опи-
сания к квантовому не входит в задачи настоящей
работы.

Продемонстрируем тенденцию стремления сред-
ней энергии к нулю при росте температуры на про-
стом примере. Рассмотрим одну ферми-частицу, ко-
торая может быть лишь в двух состояниях с энер-
гиями ±ǫ. Пусть частица помещена в термостат с
нулевым химическим потенциалом и такой темпе-
ратурой, что ǫ/T −→ 0. Тогда ε = 〈ǫ〉 −→ 0.

4.1. Решение уравнений Эйнштейна с

затравочной космологической постоянной

Мы полагаем, что тензор энергии-импульса иде-
альной релятивистской жидкости подходит для ре-
шения поставленной задачи:

T a
b = (ε+ p)UaUb − pδab . (51)

Мы работаем в ортонормальном базисе, в котором
метрический тензор

ηab = diag(1,−1,−1,−1).

В правой части уравнения (51) символы ε и p обозна-
чают соответственно плотность энергии и давление,
и эти величины включают свои вакуумные значе-
ния. Так как фермионные поля, в отличие от бозон-
ных, дают отрицательный вклад в энергию вакуума
и согласно стандартной модели фермионных полей
кратно больше бозонных, то мы полагаем ε < 0.
Кроме того, решеточная регуляризация означает,
что |ε|, |p| < ∞. Ua является средней 4-скоростью
макроскопической области решетки. В нашем слу-
чае Ua = (1, 0, 0, 0). Для компенсации вакуумной
энергии в уравнения Эйнштейна вводится конечная
положительная космологическая постоянная Λ0:

R
a
b −

1

2
δab R = 8πGT a

b + Λ0δ
a
b . (52)

В решеточной теории космологическая постоянная
вводится естественным образом (см. (9)). Мы пола-
гаем, что космологическая постоянная (восстанов-
ленной размерности)

Λ0 = const ∼ l−2
P , (53)

lP ∼
√

8πG~

c3
∼ 10−32 см.

Заметим, что затравочная космологическая посто-
янная на решетке, как и все прочие константы и пе-
ременные, является безразмерной и порядка едини-
цы. Для метрики мы используем анзац (47). Чтобы
не перегружать формулы, введем обозначения

8πGε = ε̃, 8πGp = p̃. (54)

Все компоненты уравнений Эйнштейна сводятся к
двум независимым:

3
ȧ2

a2
= Λ0 + ε̃, 2

ä

a
+

ȧ2

a2
= Λ0 − p̃. (55)

Уравнение ∇aT
a
b = 0 является следствием уравне-

ний (55), и поэтому оно излишне. При помощи пара-
метра Хаббла H(t) уравнения (55) переписываются
следующим образом:

2Ḣ + (ε̃+ p̃) = 0, 3H2 − (Λ0 + ε̃) = 0. (56)

Таким образом, мы имеем три неизвестных функции
{ε̃(t), p̃(t), H(t)} и два уравнения (56). Недостающее
уравнение есть уравнение состояния, связывающее

3 ЖЭТФ, вып. 6 (12)
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плотность энергии и давление. В отношении урав-
нения состояния релятивистской материи известны
следующие факты: (i) в случае реальной пылевид-
ной материи p = 0; (ii) в случае реальной ультраре-
лятивистской материи p = ε/3; (iii) в случае плот-
ности энергии и давления вакуума в пространстве
де Ситтера p = −ε. Во всех трех случаях плотность
энергии и давление связаны линейно. Кроме того,
эти величины имеют одинаковую размерность. По-
этому для плотности энергии и давления, включа-
ющих вакуумные значения, мы принимаем следую-
щую гипотезу линейной связи:

p̃ = κΛ0 + (κ − 1)ε̃←→ ε̃+ p̃ = κ(ε̃+ Λ0). (57)

Это уравнение является линейным и неоднородным
с неизвестной безразмерной функцией κ(t), асимп-
тотики которой далее определяются исходя из из-
вестной динамики. Система уравнений (56) и (57)
имеет следующее решение:

Ḣ = −3

2
κH2 −→

H(t) = H0



1 +
3

2
H0

t∫

t0

κ(t′)dt′




−1

, (58)

ε̃(t) = −Λ0 + 3H2
0


1 +

3

2
H0

t∫

t0

κ(t′)dt′




−2

, (59)

p̃(t) = Λ0 + 3
(
κ(t)− 1

)
H2

0


1 +

3

2
H0

t∫

t0

κ(t′)dt′




−2

.

(60)

Здесь H0 — константа интегрирования, играющая
роль параметра Хаббла в начале фазы инфляции и
t0 > 0.

Из решений (58)–(60) видно, что случаю (i) соот-
ветствует значение κ(t) = 1, случаю (ii) — значение
κ(t) = 4/3, случаю (iii) — значение κ(t) = 0.

Укажем некоторые свойства решения (58)–(60).
Приводимые ниже оценки весьма грубы, они но-
сят модельный характер. Примем следующие оцен-
ки для продолжительности фазы инфляции tinf и
для константы H0:

tinf ∼= 10−37с, H0
∼= 1039с−1. (61)

Отсюда H0tinf ∼= 100.

Оценки значения параметра Хаббла сильно рас-
ходятся в различных источниках. Мы приняли зна-
чение H ∼ 1.7 · 1015 ГэВ, что эквивалентно зна-
чению (61) [10]. В работе [11] дана оценка зна-
чения параметра Хаббла в конце фазы инфля-
ции:

√
GH < 10−5. Это значение соответствует

H ∼ 1038 см−1, что близко к значению (61).
Возьмем κ(t0) ∼= 1/150 и предположим, что в те-

чение времени tinf функция κ изменяется несуще-
ственно. Это предположение означает (см. первое из
уравнений (58)), что в фазе инфляции |Ḣ| ≪ H2.
Последнее неравенство является необходимым усло-
вием инфляции [12]. Тогда в промежутке времени
t0 < t < t0 + tinf решения (58)–(60) принимают вид

H(t) ∼= H0, ε̃(t) ∼= −p̃ ∼= −Λ0 + 3H2
0 . (62)

Таким образом, в течение инфляции мас-
штабный фактор a(t) увеличивается в
exp(H0tinf ) ≈ exp 100 ≈ 1043 раз.

Предположим, что когда t > t0 + tinf , функция
κ(t) становится равной κ = 4/3. В этом случае ре-
шения (58)–(60) трансформируются в решения, рас-
ширяющиеся по степенному закону:

H(t) ∼= 1

2t
,

ε̃(t) ∼= −Λ0 +
3

4t2
, (63)

p̃ ∼= Λ0 +
1

4t2
.

Решение (63) показывает, что масштабный фактор
и плотность реальной материи изменяются в соот-
ветствии с хорошо известным законом, так же как
и правильное уравнение состояния в случае ультра-
релятивистской материи:

a(t) ∝
√
t,

ρreal =
3

32πGt2
, (64)

preal =
1

3
εreal.

Здесь размерность восстановлена.
Из равенств (59) и (60) видно, что по мере при-

ближения к точке Большого взрыва величины |ε̃| и
p̃ уменьшаются и становятся равными

ε̃ = −(Λ0 − 3H2
0 ),

p̃ = Λ0 − 3(1− κ(t0))H
2
0

при t = t0. Если предположить, что при t −→ 0

функция κ −→ 0 и 3H2
0 −→ Λ0, тогда тензор
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энергии-импульса стремится к нулю в точке Боль-
шого взрыва. Однако выше было показано, что та-
кое продолжение классического решения в непо-
средственную окрестность точки Большого взрыва
невозможно вследствие развития квантовых флук-
туаций. Тем не менее тенденция стремления к нулю
тензора энергии-импульса в классическом решении
по мере приближения к точке Большого взрыва по-
казывает согласованность представленных кванто-
вого и классического подходов.

Оценим температуру Tc фазового перехода, на-
рушающего PT-симметрию. Для этого воспользуем-
ся результатом Воловика [13–16], вычислившим точ-
но локальную температуру «вакуума» в простран-
стве де Ситтера:

Tvac =
~H

π
. (65)

Хотя в изучаемой теории параметр Хаббла, в отли-
чие от случая пространства де Ситтера, не являет-
ся постоянным, здесь мы примем формулу (65) для
оценки температуры.

Было показано, что в точке фазового перехода
классические уравнения Эйнштейна (56) не имеют
силы. Однако мы их используем лишь для проведе-
ния качественной оценки. Так как в точке фазового
перехода среднее тензора энергии-импульса ферми-
онов равно нулю (ε = 0), то согласно второму урав-
нению (56) имеем Hc ∼

√
Λ0. Отсюда и при помощи

(65), (53) получаем оценку

Tc ∼
~c

lP
∼ 1018 ГэВ, или Tc ∼ 1031 К. (66)

Температуру фазового перехода можно оценить так-
же как энергию дираковского подвала, заключен-
ную в планковский объем

VP ∼ l3P : Tc ∼ (~c/l4P )l
3
P ∼ ~c/lP .

Эта температура по порядку величины совпадает с
температурой Великого объединения.

Оценим также значение температуры в кельви-
нах в начале фазы инфляции, когда по некоторым
оценкам H0 ∼ 1039 с−1. Тогда

T0 ∼
~H0

k
∼ 1028 K. (67)

Оценка температуры (67) соответствует известным
оценкам температуры в начальной фазе инфляции.

4.2. Короткий обзор проблемы расходящейся

космологической постоянной

Проблема космологической постоянной заключа-
ется в том, что плотность энергии квантовых ну-
левых колебаний в вакууме расходится как четвер-
тая степень параметра обрезания в импульсном про-
странстве, и в настоящее время нет общепринятого
решения, как скомпенсировать эту огромную плот-
ность энергии.

Нам представляется, что выше в этом разделе
представлено возможное решение проблемы, кото-
рое корректно в том случае, когда пространство-
время имеет свойство зернистости (решетка) на са-
мых малых масштабах. Действительно, введение
конечной затравочной космологической постоянной
приводит к осмысленному решению уравнений Эйн-
штейна: в начальной фазе мы имеем экспоненци-
альное расширение Вселенной (режим инфляции),
которое переходит в известное расширение по сте-
пенному закону в режиме ультрарелятивистской
материи.

Нам представляется уместным дать здесь весь-
ма короткий и не полный обзор попыток решить эту
проблему в рамках традиционной квантовой теории
поля.

В фундаментальном обзоре [17] были сделаны
следующие утверждения относительно расходящей-
ся энергии вакуума. (i) В плоском пространстве-
времени Минковского эти расходимости, вообще го-
воря, имеют место, но в случае суперсимметрич-
ных теорий они полностью сокращаются. (ii) В ис-
кривленном пространстве-времени даже в случае
супергравитации космологическая постоянная рас-
ходится. (iii) Теория суперструн также не спасает
ситуацию.

Из более поздних и специализированных ра-
бот отметим работы [18–23]. В этих работах уси-
лия направлены на решение проблемы космологи-
ческой постоянной путем микроскопического анали-
за. Вычислялись вероятности следующих процессов.
Пусть имеется массивная частица в пространстве де
Ситтера. Такая частица рождает аналогичные час-
тицы в течение достаточно продолжительного вре-
мени. Эта проблема изучалась как для свободных,
так и для взаимодействующих полей. Аналогич-
ный процесс имеет место в плоском пространстве-
времени для массивных заряженных частиц в по-
стоянном и однородном электрическом поле: рож-
даются пары частица-античастица, которые умень-
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шают начальное электрическое поле. В случае про-
странства де Ситтера идея заключается в том, что
рождение пар также ведет к уменьшению космоло-
гической постоянной со временем. К сожалению, в
цитированных работах не изучалось обратное вли-
яние квантованных материальных полей на геомет-
рию пространства-времени. Возможно, дальнейшие
усилия в этом направлении приведут к решению
проблемы космологической постоянной.

В работе [24] вычислялось среднее тензора
энергии-импульса квантованного скалярного поля
в случае анизотропной и меняющейся во времени
классической метрики. Регуляризация проводилась
следующим образом: из полученной величины
вычиталось среднее тензора энергии-импульса,
вычисленное в случае стационарного вакуума.

Авторы работы [25] изучают такие модели тео-
рии поля, которые, не являясь суперсимметричны-
ми, имеют одинаковое число бозонных и фермион-
ных степеней свободы. В этом случае расходимости
высшей четвертой степени сокращаются в кванто-
вом среднем тензора энергии-импульса. Показано,
каким условиям должны удовлетворять перенорми-
рованные массы полей для сокрашения оставшихся
расходимостей. Этот подход можно назвать методом
тонкой настройки теории, в результате которой бес-
конечная энергия вакуума исчезает.

Работа [26] представляется нам интересной и
комплиментарной к настоящей работе, так как в ней
также вводится затравочная космологическая по-
стоянная. Сокращение вакуумной энергии является
динамическим эффектом, а не результатом тонкой
настройки.

Другой интересный подход к решению пробле-
мы, использующий термодинамическую идеологию,
представлен в работе [27] (см. там также ссылки на
работы F. R. Klinkhamer and G. E. Volovik). Главная
идея заключается в следующем. Предположим, что
система приходит в состояние термодинамического
равновесия и рассмотрим большой термодинамиче-
ский потенциал Ω, отнесенный к пространственному
объему V :

Ω(β, µ, V ) = −P (T, µ)V. (68)

В случае термодинамического равновесия Вселен-
ной (если оно существует), давление в правой части
равенства (68) стремится к нулю, так как у Вселен-
ной нет вообще внешнего давления. Но эффектив-
ный тензор энергии-импульса материи формирует-
ся потенциалом (68). Поэтому эффективная плот-

ность энергии материи, включающая энергию ваку-
ума, оценивается как ε ∼ Ω/V −→ 0.

В работе [28] подвергается критике использова-
ние метрики (47) по причине сильных флуктуаций
всех полей на планковских масштабах частот и длин
волн. Это заключение делается на основе изучения
корреляторов компонент тензора энергии-импульса
квантованных материальных полей. Вычисление по-
казывает, что даже в случае свободных квантован-
ных полей вакуумные средние компонент тензора
энергии-импульса и их флуктуации — одного поряд-
ка и они расходятся как четвертая степень парамет-
ра обрезания. Однако корреляторы между длинно-
волновыми и коротковолновыми степенями свободы
стремятся к нулю. Поэтому длинноволновая дина-
мика может рассматриваться независимо от флук-
туаций на планковском масштабе. Поэтому исполь-
зование метрики (47) законно в случае описания
низкочастотной физики. Однако это допущение ста-
новится неправильным при уменьшении масштабно-
го фактора, росте температуры и уменьшении сред-
него значения плотности энергии (см. разд. 3).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работах [29–32] и [5] было предложено
равенство

〈
eaV1V2

〉
= κ

(0)
(V1V2)

〈
Θa

V1V2

〉
, (69)

которое имеет место как в решеточной теории грави-
тации, идентичной изучаемой здесь, так и в непре-
рывной теории. Соотношение (69) подтверждается
также тем фактом, что величины в нем под знаком
среднего преобразуются одинаково под действием
всех симметрий теории, включая дискретную PT-
симметрию. Соотношение (46), полученное прямым
вычислением в континуальном пределе при нуле-
вой температуре, является еще одним аргументом
в пользу справедливости соотношения (69).

Следовательно, если гипотеза (69) верна, тогда в
высокотемпературной фазе вследствие (45) и левая
часть уравнения (69) исчезает:

〈
eaV1V2

〉
Gauge Fix = 0. (70)

Этот результат получается и непосредственно, тем
же путем, каким был получен результат (45). По-
следнее равенство означает, что в изучаемой модели
решеточной теории гравитации пространство кол-
лапсирует в точку в высокотемпературной фазе.
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Однако в длинноволновом пределе при низкой
температуре тензор энергии-импульса дираковского
поля отличен от нуля (46), квантованное поле тетра-
ды слабо флуктуирует и его среднее не равно нулю.

Изложенное выше означает, что в изучаемой ре-
шеточной теории гравитации имеется фазовый пе-
реход по температуре (возможно, более одного). В
высокотемпературной фазе пространство сворачи-
вается в точку, среднее от тензора энергии-импульса
равно нулю и дискретная PT-симметрия не наруше-
на. Наоборот, в низкотемпературной фазе эти ве-
личины не равны нулю и PT-симметрия наруше-
на. Роль параметра порядка играет среднее 〈eaµ〉,
становящееся ненулевым в низкотемпературной фа-
зе. В низкотемпературной фазе начинается процесс
экспоненциального расширения пространства, пере-
ходя на степенной закон расширения. В процес-
се фазового перехода из высокотемпературной фа-
зы в низкотемпературную могут образоваться доме-
ны с противоположными значениями средних 〈eaµ〉
и 〈Θa

µ〉. Доменная стенка между такими доменами
изучалась в работе [6].
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