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Показано, что критерий Конторовича нейтральной устойчивости релятивистских ударных волн (реля-

тивистский аналог критерия Дьякова–Конторовича в классической гидродинамике), после исключения

производной вдоль ударной адиабаты Тауба–Гюгонио с использованием соотношений на релятивистском

ударно-волновом разрыве, сводится к ограничению на изоэнтальпийную производную внутренней энер-

гии по удельному объему в системе покоя: p > −(∂ε/∂v)
w
> p0. Полученная формулировка справедлива

и в классической гидродинамике. Выведены следствия данной формулировки для ударных волн с одно-

фазным и двухфазным конечными состояниями в среде с фазовым переходом первого рода. Показано

влияние параметра Риделя и изохорной теплоемкости на реализуемость нейтрально устойчивых ударных

волн. В модельной постановке задачи исследовано влияние локальной термодинамической неравновес-

ности на затухание возмущений нейтрально устойчивой ударной волны.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Линейная теория устойчивости ударных волн в
средах с произвольными термодинамическими свой-
ствами выделяет диапазон параметров ударной вол-
ны, в котором в рамках анализа линеаризованной
задачи для уравнений, описывающих эволюцию воз-
мущений, последние не растут и не затухают. По-
ток энергии акустической составляющей вторичных
волн в этом случае направлен от ударной волны в
сторону ударно-сжатого вещества, т. е. ударная вол-
на является источником вынужденного излучения
звука, если имеет место нелинейная устойчивость,
или спонтанного в противном случае. Для обозна-
чения этого диапазона в литературе используют-
ся термины: неустойчивость Дьякова–Конторовича,
спонтанное излучение звука ударной волной, ней-
тральная (в рамках линейной теории) устойчивость
ударной волны. С выполнением условий нейтраль-
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ной устойчивости связывают сложное поведение
ударных волн, состоящее в аномально медленном за-
тухании возмущений и связанной с этим неоднород-
ностью параметров за ее фронтом.

Впервые анализ устойчивости нерелятивистской
ударной волны к малым двумерным возмущениям в
среде с произвольными термодинамическими свой-
ствами был выполнен С. П. Дьяковым [1] с ис-
пользованием метода нормальных мод и позднее
уточнен В. М. Конторовичем [2]. В рамках про-
веденного исследования были получены критерии
неустойчивости ударной волны, связывающие без-
размерную производную вдоль ударной адиабаты
L = j2(∂V/∂p)H , j = ρv — плотность потока мас-
сы через поверхность ударной волны, число Маха
течения за фронтом ударной волны (M) и степень
сжатия вещества в ударной волне:

L < −1 или L > 1 + 2M

(неустойчивость),
(1)

L >
1−M2(1 + V0/V )

1−M2(1− V0/V )

(нейтральная устойчивость).
(2)
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Впоследствии эти условия были вновь получены
на основе более общего математического подхода [3].
В работе Конторовича [4] анализ был обобщен на
случай релятивистской гидродинамики и получена
релятивистская формулировка критериев устойчи-
вости, которые в нерелятивистском пределе перехо-
дят в (1), (2). В [5] введен релятивистский аналог па-
раметра L и предложена формулировка критериев
устойчивости ударной волны, полученных в [4], по-
средством этого параметра. До настоящего времени
выполнение (2) фиксировалось для ударных волн в
металлах [6–8], в условиях неравновесной ионизации
в газах [9, 10], в реальном газе [11–13]. Установлено
выполнение этого условия в горячей плазме угле-
рода, кремния, алюминия, ниобия [14], в неадиаба-
тических условиях при протекании реакций [15, 16].
В большинстве случаев реализация условия обнару-
живалась в результате непосредственной проверки
выполнения (2) на ударной адиабате.

Впервые на тот факт, что условие нейтраль-
ной устойчивости ударной волны, после исключе-
ния из него параметра L с использованием соот-
ношений на ударно-волновом разрыве, существенно
упрощается, было указано в [17] для случая нере-
лятивистской ударной волны. Позднее устойчивость
релятивистских ударных волн в линейном прибли-
жении была повторно исследована в [18, 19] на ос-
нове метода, аналогичного [3]. Исследование кор-
ректности смешанной задачи для уравнений, опи-
сывающих эволюцию возмущений с использовани-
ем условия Лопатинского, привело к формулировке
критерия нейтральной устойчивости ударной вол-
ны в виде ограничения на производные уравнения
состояния. На основе полученных результатов был
рассмотрен вопрос устойчивости ударных волн для
некоторых уравнений состояния [11, 20]. Термоди-
намическая формулировка в виде ограничения на
термодинамические производные обладает преиму-
ществом непосредственной, без построения ударных
адиабат для конкретного уравнения состояния, свя-
зи между термодинамическими свойствами среды
и устойчивостью ударной волны и является удоб-
ным инструментом для анализа реализуемости ней-
трально устойчивых ударных волн в рамках реля-
тивистской и классической гидродинамики.

Изучению этой связи для сред с фазовыми пе-
реходами посвящена данная работа. В разд. 2 на
основе результата Конторовича [4] получена экви-
валентная термодинамическая формулировка кри-
терия нейтральной устойчивости релятивистской
ударной волны в виде ограничения на изоэнтальпий-
ную производную внутренней энергии по удельному

объему. В разд. 3 даны примеры применения это-
го термодинамического критерия для оценки реали-
зуемости нейтральной устойчивости ударных волн
в средах с различными уравнениями состояния. В
разд. 4 показано, что в термодинамической форму-
лировке критерий нейтральной устойчивости удар-
ных волн одинаково записывается в релятивистском
и нерелятивистском случаях. В разд. 5 выведены
следствия данной формулировки для ударных волн
с однофазным и двухфазным конечными состояния-
ми в среде с фазовым переходом первого рода. Пока-
зано влияние параметра Риделя и изохорной тепло-
емкости на реализуемость нейтрально устойчивых
ударных волн. В разд. 6 в рамках модельной по-
становки задачи, которая опирается на результаты
предыдущих разделов, показано влияние неравно-
весности внутренних степеней свободы молекул на
затухание возмущений нейтрально устойчивой удар-
ной волны.

2. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ
НЕЙТРАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ

УДАРНЫХ ВОЛН

Критерий нейтральной устойчивости реляти-
вистской ударной волны в рамках специальной
теории относительности впервые получен Кон-
торовичем на основе исследования устойчивости
методом нормальных мод. Результат представлен в
системе отсчета, связанной с ударно-волновым раз-
рывом, с использованием системы единиц, в которой
скорость света равна 1. Критерий сформулирован в
виде следующей цепочки неравенств [4]:

− 1

u2y

(
1 + 2γ

uy
c

)
<

(
∂h

∂p

)

H

<

− 1

u2y

1−M2 − (1 + 2u2y)M
2/(u2yα)

1−M2 +M2/(u2yα)
. (3)

Здесь

γ = 1/
√
1− v2,

α = [h]/[p]− 2,

где [·] обозначает скачок соответствующей величины
на ударно-волновом разрыве; uy = γv — компонен-
та 4-вектора скорости, нормальная к поверхности
ударной волны; v — соответствующая компонента
гидродинамической скорости, M = v/c — число Ма-
ха течения за фронтом ударной волны, c — скорость
звука:

c2 = (∂p/∂e)S ;
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e — плотность внутренней энергии; p — давле-
ние; h = e+ p — плотность энтальпии; производная
(∂h/∂p)H берется вдоль ударной адиабаты Тауба –
Гюгонио [21]:

h20V
2
0 − h2V 2 + (p− p0)(h0V

2
0 + hV 2) = 0, (4)

где индекс «0» относится к состоянию перед удар-
ной волной; V — удельный объем в связанной си-
стеме отсчета. В зависимости от рассматриваемой
системы удельные величины приходятся на части-
цу, единицу барионного числа или единицу массы.

Левое неравенство в (3) для определения грани-
цы нейтральной устойчивости ударной волны не су-
щественно, поскольку участок неустойчивости

− 1

u2y

(
1 + 2γ

uy
c

)
>

(
∂h

∂p

)

H

, (5)

соответствующий экспоненциальному росту возму-
щений, на ударной адиабате всегда перекрывает-
ся областью структурной неустойчивости или ме-
тастабильного поведения ударной волны. Интерес
представляет правое неравенство, так как оно опре-
деляет границу области устойчивых ударных волн
и области нейтральной устойчивости. Рассмотрим
условия, которым должно удовлетворять уравнение
состояния вещества, чтобы в нем были возможны
ударные волны, отвечающие (3). Для этого преоб-
разуем правое неравенство (3), исключив производ-
ную вдоль ударной адиабаты и скорость, с исполь-
зованием соотношений на релятивистском ударно-
волновом разрыве. Запишем это неравенство в эк-
вивалентном виде

1 + u2yq

2(1 + u2y)
<

1

1 + (M−2 − 1)u2yα
, (6)

где по определению

q =

(
∂h

∂p

)

H

,

и преобразуем отдельно левую и правую части (6).
Согласно (4) приращения плотности энергии, дав-
ления и удельного объема вдоль ударной адиабаты
Тауба–Гюгонио связаны соотношением

X0

X
dp+

[p]− h

X
dX = de, (7)

где X ≡ hV 2. Используя соотношение на ударно-
волновом разрыве

X0

X
= u−2

y

[p]

h
+ 1, (8)

тождество

v2 =
u2y

1 + u2y

и вводя обозначения

g =
[p]

h
− 1, V̄p =

h

V

(
∂V

∂p

)

e

, V̄e =
h

V

(
∂V

∂e

)

p

, (9)

получим выражение для левой части (6):

1 + u2yq

2(1 + u2y)
=

1 + g(V̄pv
2 − V̄e)

1 + g(V̄pc2 − V̄e)
. (10)

Из соотношений на релятивистском ударно-волно-
вом разрыве следует выражение для параметра α:

α =

(
1− [p]

h

) / (
u2y +

[p]

h

)
. (11)

С учетом (11) правая часть (6) приводится к виду

1

1 + (M−2 − 1)u2yα
=

1 + g(1− v2)

1 + g(1− c2)
. (12)

После подстановки преобразованных выражений
(10) и (12) в (6) имеем

1 + g(V̄pv
2 − V̄e)

1 + g(V̄pc2 − V̄e)
<

1 + g(1− v2)

1 + g(1− c2)
. (13)

Из соотношения для квадрата скорости звука

c2 = −(1 + V̄e)/V̄p > 0,

ограничения на параметр g, которое следует из со-
отношений на ударно-волновом разрыве:

−1 < g < −1/2,

принципа причинности c < 1 и условия эволюци-
онности ударно-волнового разрыва v < c следует,
что знаменатель правой части (13) положителен, а
знак знаменателя левой части неравенства противо-
положен знаку V̄p. После приведения к общему зна-
менателю, деления на g, V̄p и v2 − c2, приходим к
неравенству, эквивалентному (13),

[p]
(
1− V̄e/V̄p

)
> hc2. (14)

С учетом тождества

1− V̄e/V̄p = wε|V ,

где

wε|V =

(
∂w

∂ε

)

V

,
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ε = V e — внутренняя энергия, w = ε+pV — энталь-
пия, (14) принимает вид

hc2 − wε|V [p] < 0. (15)

Условие (15) равносильно критерию нейтральной
устойчивости ударной волны в формулировке Кон-
торовича. Термодинамическое тождество

wε|V (εV |w + p) = hc2,

доказательство которого дано в Приложении, мож-
но записать в виде

wε|V (G+ [p]) = hc2, (16)

где

G = εV |w + p0.

Выразив производную wε|V из (16), после подста-
новки в (15) получим эквивалентную запись условия
нейтральной устойчивости ударной волны:

G

G+ [p]
hc2 < 0, (17)

из которой следует, что условие нейтральной устой-
чивости выполняется тогда и только тогда, когда па-
раметр G заключен в диапазоне −[p] < G < 0, что
равносильно ограничению на производную внутрен-
ней энергии:

p > −εV |w > p0. (18)

Левое неравенство в (18) равносильно условию
wε|V > 0, другая запись которого имеет вид Γ > −1,
где

Γ = V pT |V /εT |V
— параметр Грюнайзена. Невыполнение этого усло-
вия представляется экзотичным, хотя не противоре-
чит законам термодинамики. В этих условиях силу
критерия приобретает правое неравенство

−εV |w > p0, (19)

которое чаще всего не выполняется и выполнение
которого в ограниченной области фазовой диаграм-
мы означает реализуемость нейтральной устойчи-
вости ударных волн. Это условие выполняется при
отрицательной производной в левой части (19) в
первую очередь для ударных волн высокой интен-
сивности. Приведем ряд примеров.

3. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОГО КРИТЕРИЯ

Релятивистское уравнение состояния газа невза-
имодействующих частиц [22],

w =
K3(1/(w − ε))

K2(1/(w − ε))
, (20)

где K2 и K3 — модифицированные функции Бес-
селя второго рода второго и третьего порядка, не
допускает выполнение (19) в силу того, что левая
часть неравенства равна нулю. Аналогично урав-
нения состояния ультрарелятивистского газа, излу-
чения, нерелятивистского идеального газа, а также
любое калорическое уравнение состояния, связыва-
ющее энтальпию и внутреннюю энергию функцио-
нальной зависимостью вида f(w, ε) = 0, или в пара-
метрической записи pV = f(T ), ε = ε(T ), допуска-
ют существование только устойчивых в рамках ли-
нейной теории [1–4] ударных волн. Одним из при-
ложений релятивистской гидродинамики является
моделирование ударного сжатия ядерной материи
при столкновении релятивистских ядер в коллай-
дерах, приводящего к образованию кварк-глюонной
плазмы и последующему ее расширению и адро-
низации. На этапе столкновения параметры кварк-
глюонной плазмы оцениваются из соотношений на
ударно-волновом разрыве, и вопрос устойчивости
ударной волны поднимался в литературе, см., на-
пример, [23–25]. Калорическое уравнение состояния
кварк-глюонной плазмы в рамках модели мешков
(M.I.T. bag model, см. [26]), при выводе которого
пренебрегается массой кварков, имеет вид

w =
4

3
(ε−BV ), (21)

где B > 0 — константа модели мешков. Следо-
вательно, выполнение (3) для ударных волн с ко-
нечным состоянием в области фазовой диаграм-
мы ядерного вещества, соответствующей кварк-
глюонной плазме, невозможно, если влияние кор-
ректирующих поправок к (21) не превысит стаби-
лизирующее влияние константы B.

Пусть уравнение состояния вещества задано в
параметрической форме

p = p(V, T ), ε = ε(V, T ). (22)

Перейдем в (19) от переменных (p, w) к переменным
(V, T ). Такой переход является взаимно однознач-
ным. В результате получим

(pV )V |T − ξ(V pV |T + TpT |V ) > p0, (23)
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ξ =
1

1 + εT |V /(V pT |V )
.

Необходимое условие реализуемости нейтраль-
ной устойчивости, соответствующее пределу удар-
ных волн бесконечной интенсивности, (p0 → 0) в
(23), может быть записано в виде

(pV )V |T cV > V pT |V εV |T , (24)

где

εV |T = TpT |V − p, cV = εT |V .
Следовательно, для среды с положительным па-
раметром Грюнайзена, что является наиболее рас-
пространенным случаем для реальных сред, неза-
висимость внутренней энергии от объема ε = ε(T )

либо отрицательность производной εV |T < 0 при
(pV )V |T > 0 означает безусловную (независимо от
сV ) реализуемость нейтрально устойчивых ударных
волн. В этом случае существует пороговая интен-
сивность ударной волны, выше которой критерий
Дьякова–Конторовича выполняется. В оставших-
ся случаях реализуемость нейтральной устойчиво-
сти определяется величиной изохорной теплоемко-
сти. И, напротив, если (pV )V |T < 0, неотрицатель-
ность εV |T влечет безусловную устойчивость удар-
ных волн в соответствии с этим критерием. На та-
ких примерах мы видим, как свойство вынужденно-
го или спонтанного излучения звука ударной волной
одновременно с фактом ее нейтральной устойчиво-
сти в рамках линейной теории определяется по урав-
нению состояния без построения ударных адиабат и
проверки критерия в его первоначальном виде.

4. НЕРЕЛЯТИВИСТСКИЙ ПРЕДЕЛ

Полученная в рамках более общей теории форма
записи условия нейтральной устойчивости ударной
волны (18) одинаково справедлива для релятивист-
ских и нерелятивистских ударных волн. В качестве
иллюстрации этого утверждения выведем ее непо-
средственно из (2). Приращения переменных вдоль
ударной адиабаты

ε− ε0 +
1
2 (p+ p0)(V − V0) = 0 (25)

связаны соотношением

εV |pdV + εp|V dp+
V − V0

2
dp+

p+ p0
2

dV = 0, (26)

которое с учетом выражения для скорости звука и
соотношений на ударно-волновом разрыве приводит
к следующему выражению для параметра Дьякова:

L = −1 +
1−M2

1− 1
2 (p− p0)/(p+ εV |p)

. (27)

Так как, с другой стороны, (2) равносильно

L > −1 +
1−M2

1
2 (1−M2(V − V0)/V )

, (28)

условие Дьякова–Конторовича можно записать в
виде

1−M2

1− 1
2 (p− p0)/(p+ εV |p)

>
1−M2

1
2 (1−M2(V − V0)/V )

.

(29)
M < 1, V0 > V , следовательно, обе дроби положи-
тельны и условие принимает вид

M2V0 − V

V
> 1− p− p0

p+ εV |p
. (30)

С учетом тождеств

c2

V 2
=
p+ εV |p
εp|V

, M2 =
p− p0
V0 − V

V 2

c2
(31)

имеем
wε|V [p] > c2/V, (32)

что является нерелятивистским аналогом (15). Ис-
пользуя нерелятивистский предел тождества (16)

wε|V (G+ [p]) = c2/V , (33)

имеем окончательно

p > −εV |w > p0.

Ожидаемо приходим к результату, полученному в
рамках релятивистской гидродинамики. Метод нор-
мальных мод и метод исследования корректно-
сти смешанной задачи для возмущений одинако-
во определяют границы устойчивости, соответствен-
но, ограничения на производные уравнения состо-
яния за фронтом нейтрально устойчивой ударной
волны [11]

ρ

p

(
∂p

∂ρ

)

ε

< 1, 1 +
1

ρεp|V
> 0 (34)

эквивалентны (18). Действительно, соотношения

−εV |w =
wV |ε
wε|V

=
p+ V pV |ε
1 + V/εp|V

> p0,

p+ εV |w =
hc2

wε|V
=

hc2

1 + V/εp|V
> 0

показывают связь между (34) и (18). При этом (18)
имеет простую термодинамическую трактовку: ней-
трально устойчивые ударные волны возможны толь-
ко в условиях, когда внутренняя энергия уменьша-
ется при расширении в изоэнтальпийном процессе,
а границами нейтральной устойчивости в простран-
стве термодинамических переменных являются ли-
нии уровня производной внутренней энергии по объ-
ему εV |w.
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5. НЕЙТРАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ
УДАРНЫХ ВОЛН И ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД

ПЕРВОГО РОДА

5.1. Двухфазные состояния за фронтом

ударной волны

Для ударных волн с конечным состоянием в
двухфазной области фазового перехода (p = ps(T )

и pV |T = 0, где ps — давление на линии насыщения)
условие (24) принимает вид

cV
R

> θ
(
θ/(1− I−1)− 1

)
Z, (35)

где

Z =
pV

RT

— коэффициент сжимаемости,

θ =
d(ln ps)

d(lnT )

— функция температуры, характеризующая наклон
кривой фазового равновесия в плоскости перемен-
ных (p, T ), I = p/p0 — перепад давления на фронте
ударной волны. Необходимое условие реализуемости
нейтрально устойчивых ударных волн, соответству-
ющее пределу ударных волн бесконечной интенсив-
ности, есть

cV
R

> θ (θ − 1)Z. (36)

Из (36) следует безусловная (независимо от cV )
реализуемость нейтральной устойчивости сильных
ударных волн при 0 < θ < 1. Ударная волна в этом
случае является нейтрально устойчивой при перепа-
де давления на фронте I > (1− θ)

−1. В случае θ < 0

и θ > 1 реализуемость таких ударных волн опреде-
ляется величиной изохорной теплоемкости. Фазово-
му переходу жидкость–газ для широкого круга ве-
ществ соответствует случай θ > 1.

Значение θ в критической точке являет-
ся параметром подобия термодинамических
свойств различных веществ (параметр Риде-
ля, α = (d(ln p)/d(lnT ))c) и в рамках закона
соответственных состояний аппроксимируется
зависимостью

α = 4.919ω + 5.811,

где ω — ацентрический фактор Питцера, что с уче-
том корреляции для сжимаемости

Zc = 0.291− 0.080ω

дает

(θ (θ − 1)Z)c ≈ 8.135 + 12.97ω.

Рис. 1. Левая и правая части (36) для H2O на границе

двухфазной области в зависимости от приведенной темпе-

ратуры

Рис. 2. Линии уровня εV |
w

для магния, k′ — граница ней-

тральной устойчивости ∂Ω(pk), где pk — начальное давле-

ние ударной адиабаты k, C.p. — критическая точка

На границе двухфазной области со стороны насы-
щенной жидкости и насыщенного пара правая часть
(36) является функцией температуры. Эти зависи-
мости, следующие из закона соответственных состо-
яний для ацентрического фактора воды ω = 0.344

[27], показаны на рис. 1, где также представлены
данные о теплоемкости жидкой воды и пара на гра-
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нице двухфазной области со стороны двухфазных
состояний [28]. Правая и левая части (36) внутри
двухфазной области на изотерме являются линей-
ными функциями удельного объема, следователь-
но, выполнения неравенства на границах двухфаз-
ной области со стороны жидкости и газа достаточно,
чтобы оно выполнялось во всех внутренних точках.
Из рис. 1 следует, что (36) выполняется в околокри-
тической области при температуре, превышающей
приблизительно 0.78, при всех значениях удельного
объема. При меньшей приведенной температуре по-
являются двухфазные состояния с преобладающей
долей пара, для которых (36) не выполняется. По-
хожая картина имеет место и для других веществ.
В [7] на основе широкодиапазонного уравнения со-
стояния показана аналогичная картина нейтраль-
ной устойчивости ударных волн с конечным состо-
янием в двухфазной области металлов. На рис. 2
для широкодиапазонного уравнения состояния маг-
ния (см. [7]) показаны области нейтральной устой-
чивости ударных волн, построенные как линии уров-
ня εV |w. Обозначение k′ соответствует границе об-
ласти ∂Ω(pk), где pk — начальное давление ударной
адиабаты k. Каждая из показанных ударных адиа-
бат имеет участки нейтральной устойчивости на пе-
ресечении с соответствующей областью Ω(pk) как в
двухфазной, так и в однофазной области.

5.2. Однофазные состояния за фронтом

ударной волны

Рассмотрим следствия (23) для ударных волн с
конечным состоянием в однофазной области фазо-
вого перехода при положительном наклоне кривой
фазового равновесия в критической точке θc > 0.

Из непрерывности pV |T при переходе через кри-
тическую точку из двухфазной области в одно-
фазную следует, что между бинодалью фазового
перехода и кривой Бойля (определяемой услови-
ем (pV )V |T = 0) в переменных (V, p) выполняется
(pV )V |T > 0. Из непрерывности производной pT |V
в критической точке (соотношение Планка–Гиббса
(pT |V )c = (dps/dT )c, означающее, что в критиче-
ской точке наклон линии насыщения в координатах
(T, p) равен наклону критической изохоры) следует
непрерывность εV |T , а из тождества

(∂(εV |T )/∂T )|V = (∂cV /∂V )|T

— ограниченность ее производной по температуре.
Заметим, что модели, в которых теплоемкость при
постоянном объеме зависит только от температуры,

приводят к постоянству εV |T на изохоре. Следова-
тельно, если наклон кривой фазового равновесия в
плоскости переменных (T, p) заключен в интервале
0 < θc < 1, в окрестности критической точки со сто-
роны однофазных состояний существует пересече-
ние областей (pV )V |T > 0 и εV |T < 0, соответствую-
щее безусловной реализуемости (независимо от теп-
лоемкости cV ) нейтральной устойчивости ударных
волн.

Граница нейтральной устойчивости на (V, p)-
диаграмме в этом случае расположена между кри-
вой Бойля и кривой εV |T = 0 и проходит через
точки их пересечения, если такие имеются. Если
наклон кривой фазового равновесия удовлетворяет
условию θc > 1, то в окрестности критической точ-
ки со стороны однофазных состояний выполняются
условия (pV )V |T > 0 и εV |T > 0. Фазовый переход
жидкость–газ соответствует этому случаю. Пусть
εV |T сохраняет знак во всей области над бинодалью,
как это имеет место для рассмотренных ниже моде-
лей реального газа. Тогда, в зависимости от вели-
чины изохорной теплоемкости, нейтральная устой-
чивость ударных волн возможна только для состоя-
ний за фронтом ударной волны, заключенных меж-
ду бинодалью и кривой Бойля. Так как предел боль-
шой теплоемкости соответствует выполнению усло-
вия нейтральной устойчивости ударных волн для
всех состояний между бинодалью и кривой Бойля, а
предел низкой теплоемкости — его невыполнению (в
этом пределе (23) принимает вид −εV |T > 0), суще-
ствует пороговое значение теплоемкости, при кото-
ром нейтрально устойчивые ударные волны стано-
вятся возможны. Оценим этот порог на основе тер-
модинамического критерия нейтральной устойчиво-
сти ударных волн для некоторых моделей реального
газа.

5.3. Влияние теплоемкости

Пусть состояние жидкости и газа описывается
единым уравнением состояния ε = ε(p, V ), как в слу-
чае уравнения Ван дер Ваальса. Из (29) заключа-
ем, что граница ∂Ω(p0) области нейтральной устой-
чивости проходит через точки пересечения прямой
p = p0 и границы гиперболичности, определяемой
условием c = 0, где c — адиабатическая скорость
звука. Эти точки расположены на плоскости (V, p)

ниже спинодали и соответствуют термодинамиче-
ски неустойчивым состояниям. Рассмотрим уравне-
ние состояния общего вида:

p = r(V )RT −A(V ), (37)
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Рис. 3. Схема, показывающая зависимость области ней-

тральной устойчивости ∂Ω(p0) в реальных газах от изохор-

ной теплоемкости. Кривые 1–3 — адиабатическая спино-

даль для трех значений теплоемкости cV 3 > cV 2 > cV 1.

Ω(p0) для каждого значения cV определяется неравен-

ством (43)

где r(V ), A(V ) — функции удельного объема. За-
висимость (37) обобщает уравнение состояния газа
Ван дер Ваальса, второе уравнение Дитеричи, раз-
личные приближения модели твердых сфер, уточ-
няющие функцию r(V ), и модели члена притяже-
ния A(V ). Для оценки реализуемости нейтральной
устойчивости ударной волны в однофазной области
слабую температурную зависимость этого члена, ко-
торая учитывается в полуэмпирических уравнениях
состояния, можно линеаризовать в окрестности би-
нодали. При известной зависимости изохорной теп-
лоемкости от температуры вида εT |V = cV (T ) фун-
даментальное уравнение такого газа записывается в
параметрической форме:

ε(V, T ) = ε0 +

T∫

0

cV (t
′)dt′ +

V∫

∞

A(v′)dv′,

s(V, T ) = s0 +

T∫

0

cV (t
′)

t′
dt′ +R

V∫

∞

r(v′)dv′.

(38)

Квадрат адиабатической скорости звука в такой сре-
де есть

c2 = V 2

((
rR

cV
− r′

r

)
(p+A) +A′

)
, (39)

r′ = dr/dV, A′ = dA/dV.

Используя (39), выразим квадрат скорости звука че-
рез давление при c = 0, представив его как функцию
объема p|c=0 = H(V, cV ):

c2 = V 2

(
rR

cV
− r′

r

)
(p−H(V, cV )), (40)

H(V, cV ) = −A′
/ (rR

cV
− r′

r

)
−A. (41)

Для данной среды

ep|V =
1

V

εT |V
pT |V

=
1

rV

cV
R
. (42)

Подстановка (40) и (42) в (32) приводит к условию
нейтральной устойчивости ударной волны:

p− p0 < λ(H(V, cV )− p0), (43)

λ = V

(
r′

r
− R

сV
r

) / (
1 + V

r′

r

)
. (44)

В случае газа с постоянной изохорной теплоем-
костью кривая p = H(V, cV ) — адиабатическая спи-
нодаль. Граница области нейтральной устойчиво-
сти ∂Ω(p0) в плоскости переменных (V, p), в соот-
ветствии с (43), есть образ адиабатической спино-
дали при растяжении относительно прямой p = p0
в направлении оси p с коэффициентом, зависящим
от объема и теплоемкости. Это дает простую каче-
ственную картину положения области нейтральной
устойчивости относительно бинодали, показанную
на рис. 3, из которой следует, что если p0 превы-
шает максимум давления на адиабатической спино-
дали (кривая 1 ), (18) не выполняется даже в об-
ласти метастабильных и нестабильных состояний.
При повышении теплоемкости адиабатическая спи-
нодаль смещается в область более высоких давлений
и при некотором значении теплоемкости ∂Ω(p0) вы-
ходит в область термодинамически стабильных од-
нофазных состояний (кривая 2 ). При дальнейшем
увеличении теплоемкости становятся возможными
сверхкритические давления за фронтом нейтраль-
но устойчивой ударной волны (показана штриховой
линией). При еще большей теплоемкости ∂Ω(p0) про-
ходит через критическую точку фазового перехода
и становятся возможными нейтрально устойчивые
ударные волны со сверхкритической плотностью за
фронтом ударной волны (кривая 3 ). Чтобы пока-
зать чувствительность пороговых значений тепло-
емкости к параметру θc, который согласно (36) игра-
ет важную роль в вопросе реализуемости нейтраль-
но устойчивых ударных волн в околокритической
области, количественные оценки пороговых значе-
ний теплоемкости приведем для газов Ван дер Ва-
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альса и Дитеричи. Согласно уравнению Ван дер Ва-
альса параметр подобия Риделя θc = 4, в то время
как для уравнения Дитеричи θc = 5, что существен-
но ближе к экспериментальным значениям. Для га-
зов Ван дер Ваальса и Дитеричи

r(V ) = (V − b)
−1
, A(V ) =

a

V n
,

и условие (43) имеет простой вид

p− p0 < γ
V

b
(H(V, cV )− p0),

H(V, cV ) =
a

γV n
(n− γ − nb/V ),

(45)

где

γ = 1 +R/cV .

Согласно (45) максимум давления на границе ней-
тральной устойчивости составляет

max
∂Ω(0)

(p) =
a

bn
(n− γ)

n
(n− 1)

n−1

n2n−1
. (46)

С учетом параметров критической точки

Vc =
n+ 1

n− 1
b, pc =

a

bn

(
n− 1

n+ 1

)n+1

, θc =
2n

n− 1
,

RTc
pcVc

=
4n

(n− 1)(n+ 1)

максимум давления на ∂Ω(0), отнесенный к давле-
нию в критической точке, есть

max
∂Ω(0)

(p/pc) =
(n− γ)

n
(n+ 1)

n+1

(n− 1)2n2n−1
. (47)

Согласно (47) граница нейтральной устойчивости
ударных волн выходит в область сверхкритических
давлений при условии

γ < n− (n− 1)
2/n

n(2n−1)/n

(n+ 1)
(n+1)/n

, (48)

что дает

γ < 2− (2/3)3/2 ≈ 1.455

для газа Ван дер Ваальса (n = 2) и

γ < 5/3(1− 52/5/218/5) ≈ 1.405

для газа Дитеричи (n = 5/3).
Условие достижения в нейтрально устойчивой

ударной волне сверхкритических плотностей полу-
чим, подставив в (45) параметры критической точ-
ки

γ <

(
2n

n− 1
− n− 1

n+ 1
(1− p0)

) / (
p0 +

n+ 1

n− 1

)
.

(49)

Для уравнений состояния Ван дер Ваальса и Дите-
ричи имеем γ < 1.222 и γ < 1.187 соответственно.
Следует отметить близость этих значений к усло-
вию реализуемости нейтрально устойчивых удар-
ных волн с начальным состоянием в однофазной об-
ласти. Согласно [13] реализация таких ударных волн
становится возможной при γ ≈ 1.215 и γ ≈ 1.199 со-
ответственно. Это условие отвечает касанию грани-
цы области нейтральной устойчивости ∂Ω(p0) удар-
ной адиабатой с начальной точкой на бинодали фа-
зового перехода при давлении p0.

Полученные оценки согласуются с общей тенден-
цией, вытекающей из (24) и непрерывности θ при
переходе через критическую точку: чем выше значе-
ние параметра подобия Риделя для фазового пере-
хода, тем выше пороговые значения изохорной теп-
лоемкости, при которых реализуются нейтрально
устойчивые ударные волны. Поскольку эксперимен-
тальные значения параметра Риделя (θc ≈ 5.8) пре-
вышают значения для уравнения Дитеричи (θc = 5)

и уравнения Ван дер Ваальса (θc = 4), для реальных
веществ можно ожидать еще более жестких ограни-
чений, чем дают эти модели. В этом случае тепло-
емкости поступательных и вращательных степеней
свободы молекул недостаточно для реализации ней-
трально устойчивых ударных волн с конечным со-
стоянием в однофазной области. Необходимо нали-
чие термодинамических факторов, связанных с воз-
буждением внутренних степеней свободы, что при-
вело бы к повышению теплоемкости или иных тер-
модинамических факторов (поправок на неидеаль-
ность), приводящих к уменьшению величины изо-
энтальпийной производной внутренней энергии по
удельному объему.

Модели сред, в которых до настоящего времени
рядом авторов констатировалось выполнение усло-
вия нейтральной устойчивости ударных волн, дают
представление о таких факторах. Для нейтрально
устойчивых ударных волн с конечным состоянием
в двухфазной области фазовой диаграммы таким
фактором являются фазовые превращения. И здесь
мы сталкиваемся со следующей проблемой.

Линейная теория устойчивости ударных волн с
использованием метода нормальных мод или в рам-
ках исследования корректности смешанной задачи
для возмущений рассматривает ударную волну как
поверхность разрыва, за которой выполняются усло-
вия локального термодинамического равновесия. В
то же время факторы, которые приводят к выполне-
нию условия нейтральной устойчивости, такие как
возбуждение внутренних степеней свободы молекул,
фазовые переходы в многофазной среде, иониза-

10 ЖЭТФ, вып. 4
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ция с установлением равновесия между электрон-
ной и ионной подсистемой и т. д., предполагают, что
к узкой градиентной зоне с преимущественно вяз-
кой структурой, которую можно рассматривать как
ударно-волновой разрыв, примыкает протяженная
зона релаксации среды к термодинамическому рав-
новесию. При этом на вязком скачке в приближе-
нии замороженности процессов релаксации условие
нейтральной устойчивости не выполняется. Ожида-
ется, что взаимодействие ударно-волнового разры-
ва с зоной релаксации приведет к тем свойствам
длинноволновых двумерных возмущений, которые
предсказывает линейная теория, а именно: измене-
ние закона затухания возмущений ударной волны
по сравнению с тем случаем, когда ударная вол-
на устойчива в линейном приближении; вынужден-
ное (или спонтанное) излучение звука ударной вол-
ной. Здесь мы сошлемся на результат недавних ра-
бот [29, 30], в которых для ударной волны, удовле-
творяющей условию (2), выполнен линейный анализ
устойчивости с учетом релаксационной структуры
и показано, что взаимодействие ударной волны и
примыкающей к ней зоны релаксации согласуется
с выводом классической теории об излучении звука
ударной волной.

Вместе с тем линейный анализ не позволяет
определить факт устойчивости или неустойчивости
ударной волны при выполнении условия Дьякова–
Конторовича и определить закон затухания (или ро-
ста) возмущений, который в этом случае определя-
ется нелинейными членами разложения по амплиту-
де возмущений. Фактически выполнение этого усло-
вия просто сигнализирует о смене закона затухания
возмущений по сравнению с устойчивой в рамках
линейной теории ударной волной. Поэтому в следу-
ющем разделе мы рассмотрим влияние неравновес-
ности внутренних степеней свободы на скорость за-
тухания возмущений в рамках нелинейной задачи.

6. ВЛИЯНИЕ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЙ
НЕРАВНОВЕСНОСТИ

В качестве простой модели нейтрально устойчи-
вой ударной волны рассматривается ударная волна
с конечным состоянием в однофазной околокрити-
ческой области фазового перехода жидкость–газ в
газе с уравнением состояния

p(ρ, T ) =
ρRT

1− bρ
− aρ2,

ε(ρ, T ) = c0V T − aρ+N
RΘ

eΘ/T − 1
,

(50)

где характеристическая температура Θ одинакова
для N гармонических осцилляторов, приходящих-
ся на одну частицу. Считается, что при изменении
температуры система приходит в равновесие в тече-
ние характерного времени τ . Модельная кинетика
постулировалась в виде

τdΥ/dt = Υeq −Υ,

где

Υ−1 = c0V /R+N
Θ/T

eΘ/T − 1
. (51)

Приведенная к безразмерному виду с использо-
ванием параметров критической точки фазового пе-
рехода система, описывающая течение такого газа,
есть

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0,

∂ρv

∂t
+∇ · (ρvv + Ip) = 0,

∂(e+ 1
2ρv

2)

∂t
+∇ ·

((
e+ 1

2ρv
2 + p

)
v
)
= 0,

p =
Υ(e+ 3ρ2)

1− ρ/3
− 3ρ2,

∂ρΥ

∂t
+∇ · (ρvΥ) = ρτ−1(Υeq(p, ρ)−Υ),

Υeq(p, ρ) =

(
c0V /R+

N

x(e1/x − 1)

)−1

,

x =

(
p+ 3ρ2

)
(ρ−1 − 1/3)

(3/8)Θ
,

(52)

где e = ρε — плотность внутренней энергии, v —
вектор скорости. Для данной системы рассматрива-
ется задача об эволюции начального периодическо-
го возмущения фронта нейтрально устойчивой удар-
ной волны.

Течение рассматривается в пространственной об-
ласти

(x, y) ∈ [−l, L]× [0,Λ]

в системе отсчета, в которой невозмущенная удар-
ная волна неподвижна. Начальное возмущение зада-
но искривлением формы ударно-волнового разрыва

x = f(y),

где

f(y) = (1/5)Λ cos(πy/Λ),

Λ — полупериод возмущения. Начальные данные,
соответствующие нейтрально устойчивой ударной
волне:

(p, V ) = (0.1, 20) при x < f(y);

p = 1.2 при x > f(y).
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Оставшиеся параметры определялись из соотноше-
ний на невозмущенном ударно-волновом разрыве в
условиях равновесия внутренних степеней свободы
Υ = Υeq.

На границах y = 0 и y = Λ заданы условия сим-
метрии. Условие на участке границы x = −l фикси-
рует параметры течения перед ударной волной, на
удаленной границе при x = L ставились неотража-
ющие граничные условия.

Выбирались следующие параметры модели,
обеспечивающие выполнение условия нейтраль-
ной устойчивости ударной волны при заданных
параметрах начального состояния и конечного
давления:

c0V /R = 3/2, N = 12, Θ = 3.

Затухание возмущений ударной волны определя-
ется зависимостью от времени усредненных пульса-
ций давления на контуре C за ее фронтом. Кон-
тур усреднения расположен в зоне релаксации за
ударно-волновым разрывом с постоянным смещени-
ем относительно его текущего положения, см. рис. 4.
На рис. 5 показаны результаты расчета для трех
значений полуширины зоны релаксации ∆, опреде-
ляемой как расстояние от ударно-волнового разры-
ва, на котором разность Υ−Υeq уменьшается в два
раза по сравнению с максимальным значением. Мас-
штаб времени tΛ — время, за которое ударная вол-
на проходит расстояние, равное половине простран-
ственного периода возмущения Λ. Представленные
расчеты показывают изменение характера затуха-
ния возмущений в зависимости от соотношения ши-
рины зоны релаксации и пространственного периода
возмущения. При ∆/Λ = 0.3 наблюдается закон за-
тухания, близкий к экспоненциальному, характерно-
му для устойчивых ударных волн. При ∆/Λ = 0.005

закон затухания изменяется на более слабый, кото-
рый можно аппроксимировать степенной зависимо-
стью.

Изменение закона затухания по сравнению с
устойчивой ударной волной является вполне ожи-
даемым для нейтрально устойчивых в рамках ли-
нейного анализа ударных волн. Стабилизирующее
влияние конечной ширины зоны релаксации прояв-
ляется в большей степени для коротковолновых воз-
мущений. Следует отметить, что это влияние явля-
ется достаточно сильным: уже при отношении дли-
ны волны возмущения к характерной ширине зоны
релаксации порядка 20 мы видим существенное из-
менение в скорости затухания возмущений.

Из расчетов, представленных на рис. 5, мож-
но заключить, что в отношении скорости затуха-

Рис. 4. Положение контура C, на котором вычисляют-

ся среднеквадратичные пульсации давления за фронтом

ударной волны

Рис. 5. Влияние зоны релаксации на затухание возмуще-

ний нейтрально устойчивой ударной волны; Λ — полупе-

риод возмущения, ∆ — полуширина зоны релаксации, tΛ
— время, за которое ударная волна проходит расстояние Λ

ния возмущений диапазон нейтральной устойчиво-
сти ударных волн остается выделенным при учете
неравновесной структуры ударной волны. При этом
практическая значимость будет определяться шири-
ной релаксационной зоны и спектром возмущений в
конкретной задаче.
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Учет влияния структуры ударной волны, как
известно, корректирует выводы линейной тео-
рии устойчивости ударных волн, рассматривающей
ударную волну как поверхность разрыва. В част-
ности, в диапазоне параметров (1), в котором ли-
нейная теория предсказывает развитие двумерной
неустойчивости, вязкие ударные волны не реализу-
ются, а сжатие вещества происходит в комбиниро-
ванной волне [31–35]. В среде с фазовым переходом
такая комбинированная волна сжатия может иметь
двухволновую структуру, в которой предвестник со-
ответствует сжатию вещества в исходной фазе, а
следующая за ней ударная волна является волной
фазового превращения. Теоретический пример дает
ударное сжатие ядерной материи в условиях кварк-
адронного фазового перехода [25]. Из термодинами-
ческой формулировки критерия нейтральной устой-
чивости (18) следует, что при распаде нейтрально
устойчивой ударной волны вследствие структурной
неустойчивости замыкающая ударная волна в ком-
бинированной волне сжатия сохраняет свойство ней-
тральной устойчивости, если интенсивность пред-
вестника не превышает порогового значения

δp < −(εV |w + p0).

В этом отношении влияние структурного фактора
также является условным.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Термодинамическая формулировка критерия
нейтральной устойчивости ударной волны совпада-
ет для релятивистских и нерелятивистских ударных
волн и сводится к простому условию на производ-
ную внутренней энергии по удельному объему при
постоянной энтальпии: p > −εV |w > p0, где индекс
«0» соответствует начальному состоянию. Такая
формулировка критерия позволяет рассматривать
реализуемость нейтрально устойчивых ударных
волн в средах с различными термодинамическими
свойствами отдельно от анализа ударных адиабат. В
частности, определяющее влияние на реализуемость
нейтрально устойчивых ударных волн в среде с фа-
зовым переходом первого рода оказывает наклон
кривой фазового равновесия в плоскости (p, T ). При
значениях параметра Риделя θc = d(ln ps)/d(ln T ),

характерных для фазового перехода жидкость–газ,
выполнение условия нейтральной устойчивости для
ударных волн с конечным состоянием в однофазной
области требует высокой теплоемкости среды, пре-
вышающей теплоемкость идеального газа с учетом

вращательных и поступательных степеней свобо-
ды молекул. Результаты для модельного уравнения
состояния, обобщающего уравнения состояния Ван
дер Ваальса и Дитеричи, показали, что при увели-
чении параметра Риделя пороговое значение теп-
лоемкости, при котором становится возможна ней-
тральная устойчивость ударных волн, увеличивает-
ся. Выполнению условия нейтральной устойчивости
для ударных волн с конечным состоянием в двух-
фазной области фазового перехода жидкость–газ
способствует высокая изохорная теплоемкость, обу-
словленная теплотой фазового перехода. Рассмот-
рение термодинамических факторов, которые при-
водят к выполнению условия нейтральной устойчи-
вости ударных волн, на основе термодинамического
критерия и по литературным данным о случаях
его выполнения, говорит о том, что условие ней-
тральной устойчивости выполняется в результате
влияния зоны релаксации среды к локальному тер-
модинамическому равновесию за фронтом ударной
волны, поскольку вязкий скачок с возбуждением
поступательных и вращательных степеней свободы
не удовлетворяет этому условию. В неравновесной
зоне протекают процессы, уменьшающие величину
изоэнтальпийной производной внутренней энергии
по удельному объему. На основе простой модели ре-
лаксации внутренних степеней свободы молекул для
ударной волны с конечным состоянием в околокри-
тической области фазового перехода жидкость–газ
показано влияние зоны релаксации на скорость за-
тухания возмущений ударной волны.

Финансирование. Работа поддержана мини-
стерством науки и высшего образования Российской
Федерации (государственное задание №075-01129-
23-00).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Преобразуем правую часть термодинамического
тождества

wε|V εV |w = −wV |ε (53)

следующим образом:

−wV |ε = −p− V pV |ε =
= −p− V pV |S − V pS |V SV |ε =

= −p− V pV |S − V
pT |V
ST |V

SV |ε =

= −p− V pV |S − V
pT |V
εT |V

p = hc2 − pwε|V .
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После подстановки в (53) и перегруппировки

wε|V (εV |w + p) = hc2, (54)

где

wε|V = 1 + Γ = 1− V̄e/V̄p,

Γ = V pε|V — параметр Грюнайзена, определение
безразмерных параметров V̄e и V̄p дано в (9). В нере-
лятивистском пределе, h→ ρ, (54) принимает вид

wε|V (εV |w + p) = ρc2. (55)
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Kontorovitch Instability of Shock Waves in Hot

Plasmas, Phys. Rev. E 98 , 033205 (2018); DOI:

10.1103/PhysRevE.98.033205.

15. C. Huete and M. Vera, D’Yakov–Kontorovich

Instability in Planar Reactive Shocks, J. Fluid Mech.

879, 54 (2019); DOI:10.1017/jfm.2019.942.

16. C. Huete, F. Cobos-Campos, E. Abdikamalov, and

S. Bouquet, Acoustic Stability of Nonadiabatic High-

Energy-Density Shocks, Phys. Rev. Fluids 5, 113403

(2020); DOI:10.1103/PhysRevFluids.5.113403.

17. G. R. Fowles, Stimulated and Spontaneous Emission

of Acoustic Waves from Shock Fronts, Phys. Fluids

24, 220 (1981); DOI:10.1063/1.863369.

18. A. M. Anile and G. Russo, Linear Stability for

Plane Relativistic Shock Waves, Phys. Fluids 30, 1045

(1987); DOI:10.1063/1.866302.

19. G. Russo and A. M. Anile, Stability Properties of

Relativistic Shock Waves: Basic Results, Phys. Fluids

30, 2406 (1987).

20. G. Russo, Stability Properties of Relativistic Shock

Waves: Applications, Astrophys. J. 334, 707 (1988);

DOI:10.1086/166872.

21. A. H. Taub, Relativistic Rankine–Hugoniot

Equations, Phys. Rev. 74, 328 (1948); DOI:

10.1103/PhysRev.74.328.

22. J. L. Synge, The Relativistic Gas, Series in Physics,

North-Holland Publ. Comp. (1957).

23. K. A. Bugaev and M. I. Gorenstein, Relativistic

Shocks in Baryonic Matter, J. Phys. G: Nucl. Phys.

13, 1231 (1987).

24. K. A. Bugaev, M. I. Gorenstein, B. Kämpfer, and
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