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Исследуется асимптотика плотности заряда ρind(r), индуцированного азимутально-симметричной по-

тенциальной ямой конечного радиуса R. Получено аналитическое выражение для ρind(r) на расстояниях

r ≫ R. Показано, что для широкой области параметров потенциала плотность индуцированного заряда

может быть представлена в виде ρind(r) = F (r)LV , где F (r) зависит только от расстояния, а LV — от

параметров потенциала. Также исследуется поведение плотности индуцированного заряда при глубине

потенциальной ямы, близкой к критическому значению.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известно, что внешнее поле приводит к
появлению поляризационных эффектов в материа-
ле. Так, в поле примеси возникает плотность инду-
цированного заряда ρind (r), внешнее магнитное поле
индуцирует ток, а также может приводить к эффек-
ту Бома – Ааронова. Такого типа явления описыва-
ются как эффекты поляризации вакуума, т. е. основ-
ного состояния системы. Эффекты поляризации ва-
куума возникают в различных системах. Так, в рам-
ках квантовой электродинамики исследуется плот-
ность заряда, индуцированного кулоновским полем
иона [1–4]. В графене плотность заряда, индуциро-
ванного полем кулоновской примеси, исследовалась
в работах [5–16]. Плотность индуцированного заря-
да в графене в случае локализованного потенциала
подробно рассматривалась в [17].

В настоящей работе мы исследуем поведение
плотности заряда, индуцированного локализован-
ным потенциалом, в двумерных дихалькогенидах
переходных металлов (ДПМ). Эти материалы отно-
сятся к так называемым графеноподобным, или ди-
раковским материалам, поскольку движение заря-
женных одночастичных возбуждений электронного

* E-mail: iterekhov@yandex.ru

газа описывается (2 + 1)-мерным уравнением Дира-
ка [18]. Отметим, что безразмерная константа вза-
имодействия между электронами (аналог постоян-
ной тонкой структуры) в ДПМ не мала, поэтому в
ДПМ реализуется некоторый вариант (2+1)-мерной
квантовой электродинамики с сильной связью. Кро-
ме того, в экспериментах можно создавать различ-
ные внешние поля, в том числе и достаточно силь-
ные. Поэтому исследование эффектов поляризации
вакуума внешними полями в ДПМ также позволя-
ет изучать и непертурбативные эффекты, аналогич-
ные эффектам квантовой электродинмики, напри-
мер, роджение электрон-позитронных пар сильным
полем и парадокс Клейна.

В двумерных дираковских материалах плот-
ность заряда, индуцированная кулоновским полем,
а также непертурбативные эффекты исследова-
лись в работах [19, 20]. Мы рассматриваем плот-
ность заряда ρind (r), индуцированного аксиально-
симметричной потенциальной ямой глубины U с ха-
рактерным радиусом R. Мы вычисляем функцию
ρind (r) аналитически на расстояниях r ≫ R при раз-
личных значениях ширины запрещенной зоны и глу-
бины потенциала. Для вычисления асимптотики мы
используем метод функции Грина для электрона во
внешнем поле, развитый в работе [21]. Мы показы-
ваем, что в широкой области изменений парамет-
ров потенциала плотность индуцированного заряда
можно представить в виде ρind (r) = F (r)LV , где ко-
эффициент LV зависит от конкретного вида потен-
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циала и не зависит от расстояния r, а функция F (r)
не зависит от потенциала.

Статья имеет следующую структуру: в разд. 2
мы приводим общее выражение для плотности инду-
цированного заряда; в разд. 3 исследуем уравнение
для функции Грина; в разд. 4 рассматриваем волно-
вые функции и поведение уровней энергии для свя-
занных состояний электрона в потенциальной яме; в
разд. 5 вычисляем асимптотику плотности индуци-
рованного заряда. В Заключении обсуждаем полу-
ченные результаты.

2. ОБЩЕЕ РАССМОТРЕНИЕ

Плотность заряда, индуцированного потенциа-
лом V (r), можно представить в виде контурного ин-
теграла от функции Грина электрона:

ρind (r) = −ieN
∫

C

dǫ

2π
Tr{G(r, r|ǫ)}, (1)

где e — заряд электрона, коэффициентN = 4 связан
с вырождением по спину электрона и по количеству
долин в ДПМ, функция Грина G(r, r′|ǫ) удовлетво-
ряет следующему уравнению [18]:

[ǫ− V (r) − vF σ · p−∆σz ]G(r, r
′|ǫ) = δ(r− r′). (2)

Здесь σ = (σx, σy), σa — сигма-матрицы Паули,
p = −i~ (∂/∂x, ∂/∂y) — оператор импульса, ∆ —
половина ширины запрещенной зоны, vF — посто-
янная размерности скорости. Сигма-матрицы отве-
чают псевдоспиновым степеням свободы. В урав-
нении (2) опущено слагаемое, отвечающее спин-
орбитальному взаимодействию, поскольку констату
спин-орбитального взаимодействия можно считать
малой [18]. Мы рассматриваем потенциалы V (r),
достаточно быстро убывающие на расстояниях R,
т. е. V (r) ≈ 0 при r ≫ R. Ниже мы полагаем
~ = vF = 1. Функция Грина электрона, находя-
щегося в поле потенциальной ямы, имеет разрезы
и полюсы, отвечающие состояниям непрерывного
спектра и связанным состояниям электрона соот-
ветственно. На рис. 1 схематично изображены раз-
резы и полюсы. Разрезы изображены толстыми ли-
ниями, полюсы — крестиками. Разрезы расположе-
ны на действительной оси и находятся в интерва-
лах (−∞,−∆] и [∆,∞). Полюсы лежат в интерва-
ле (−∆,∆). Контур интегрирования C проходит ни-
же действительной оси в левой полуплоскости, пе-
ресекает действительную ось между левым разре-
зом функции Грина и полюсом, который отвечает

связанному состоянию с минимальной энергией, за-
тем контрур проходит выше действительной оси, см.
рис. 1. Такой выбор контура интегрирования означа-
ет, что все состояния с энергиями ǫ 6 −∆ заняты.
Используя аналитические свойства функции Грина,

Re{ǫ}

Im{ǫ}

C

C
′

Рис. 1. Аналитические свойства функции Грина по премен-

ной ǫ и контруры интегрирования. Разрезы и полюсы изоб-

ражены толстыми линиями и крестиками соответственно

мы деформируем контур интегрирования по ǫ так,
чтобы от совпадал с мнимой осью, выполняем заме-
ну переменных ǫ→ iǫ и получаем

ρind (r) = ρ̃(r)− eN
∑

ǫn<0

|ψn(r)|2, (3)

где

ρ̃(r) = eN

∞∫

−∞

dǫ

2π
Tr{G(r, r|iǫ)}, (4)

ψn(r) — волновая функция электрона, имеющего
энергию ǫn < 0. Поэтому для вычисления плотности
индуцированного заряда необходимо найти функ-
цию Грина и волновые функции связанных состо-
яний.

Для вычисления асимптотики плотности инду-
цированного заряда на расстояниях r ≫ R удобно
представить уравнение для функции Грина в следу-
ющем виде [21]:

G(r, r′|iǫ) = G(0)(r, r′|iǫ) +

+

∫
dr1 dr2G

(0)(r, r1|iǫ) [V (r1)δ(r1 − r2) +

+ V (r1)G(r1, r2|iǫ)V (r2)]G
(0)(r2, r

′|iǫ), (5)

где G(0)(r, r′|iǫ) — решение уравнения (2) при
V (r) = 0. В уравнении (5) масштабы расстояний
r и R разделились, поскольку в правой части
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уравнения от r зависит только функция G(0), а
аргументы r1 и r2 функции G локализованы на
масштабе R, т. е. r1,2 ∼ R, поскольку потенциал
отличен от нуля на масштабе R. Такое разделе-
ние масштабов позволяет вычислить асимптотику
плотности индуцированного заряда [21].

Используя выражения (4) и (5), мы представля-
ем функцию ρ̃(r) в виде

ρ̃(r) = ρ̃(1)(r) + ρ̃(2)(r). (6)

Здесь ρ̃(1)(r) — линейный по потенциалу V (r) вклад,
ρ̃(2)(r) — вклад более высоких по потенциалу поряд-
ков:

ρ̃(1)(r) = eN

∞∫

−∞

dǫ

2π

∫
dr1 Tr

{
G(0)(r, r1|iǫ)V (r1) ×

× G(0)(r1, r|iǫ)
}
, (7)

ρ̃(2)(r) = eN

∞∫

−∞

dǫ

2π

∫
dr1dr2 Tr

{
G(0)(r, r1|iǫ)×

× V (r1)G(r1, r2|iǫ)V (r2)G
(0)(r2, r|iǫ)

}
. (8)

Таким образом, необходимо вычислить функции
G(0)(r, r′|iǫ) и G(r, r′|iǫ).

3. ФУНКЦИЯ ГРИНА ЭЛЕКТРОНА В ПОЛЕ
ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЯМЫ

Решая уравнение (2) при нулевом потенциале,
получаем

G(0)(r, r′|iǫ) = − i

2π

[
(ǫ − iσz∆)K0(κρ) +

+ κ
σ · ρ
ρ

K1(κρ)

]
, (9)

где ρ = r− r′, κ =
√
ǫ2 +∆2, Ka(b) — функция Мак-

дональда.
Для азимутально-симметричного потенциала

удобно представить функцию Грина в следующем
виде:

G(r, r′|ǫ) = 1

2π

∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′) ×

×
(

A(∆)
m (r, r′|ǫ) −ie−iφ′B(∆)

m (r, r′|ǫ)
ieiφC(∆)

m (r, r′|ǫ) ei(φ−φ′)D(∆)
m (r, r′|ǫ)

)
. (10)

Подставляя данное представление в уравнение (2) и
учитывая следующее представление для δ-функции:

δ(r− r′) =
δ(r − r′)

2π
√
rr′

∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′), (11)

получаем уравнения

(ǫ − V (r) −∆)A(∆)
m − ∂C(∆)

m

∂r
− m+ 1

r
C(∆)
m =

δ(r − r′)√
rr′

,

(ǫ − V (r) + ∆)C(∆)
m +

∂A(∆)
m

∂r
− m

r
A(∆)

m = 0. (12)

Функции D(∆)
m и B(∆)

m выражаются через функции

A(∆)
m и C(∆)

m следующим образом:

D(∆)
m = A(−∆)

−m−1, B(∆)
m = −C(−∆)

−m−1. (13)

Поэтому для вычисления функции Грина необходи-
мо решить два уравнения (12).

4. ВОЛНОВАЯ ФУНКЦИЯ ЭЛЕКТРОНА В
ПОЛЕ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЯМЫ

Для нахождения индуцированного заряда необ-
ходимо знать волновую функцию электрона ψn(r) в
потенциале, см. (3). Уравнение для волновой функ-
ции имеет вид [18]

[ǫ− V (r) − σ · p−∆σz ]ψ(r) = 0. (14)

Явный вид волновой функции и спектр зависят от
конкретного вида потенциала. Рассмотрим подроб-
но решения в случае потенциальной ямы вида

V (r) = −Uθ(R− r), (15)

где θ(x) — функция Хевисайда, R и U — радиус
и глубина потенциальной ямы. Волновые функции
в таком потенциале хорошо исследованы [22]. Под-
ставляя волновую функцию в виде

ψn(r) =




un(r)

idn(r)e
iφ


 eimφ (16)

в уравнение (14) и решая его, находим [22]

un(r) = h





J|m|(µnr), r < R,

gK|m|(µ̃nr), r > R,
(17)
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dn(r) = h






σµn

ǫn + U +∆
J|m|+σ(µnr), r < R,

gµ̃n

ǫn +∆
K|m|+σ(µ̃nr), r > R,

(18)

где σ = 1 при m > 0 и σ = −1 при m < 0, ǫn — энер-
гия связанного состояния, µn =

√
(ǫn + U)2 −∆2,

µ̃n =
√
∆2 − ǫ2n, Ja(b) — функция Бесселя. Энергия

ǫn зависит от m. Коэффициенты g и h могут быть
найдены из условия непрерывности функций un(r) и
dn(r) в точке r = R и условия нормировки волновой
функции [22]:

g =
J|m|(µnR)

K|m|(µ̃nR)
, (19)

h2 =
ǫn + U +∆

2πUR2

(
∆J2

m(µnR)

∆ + ǫn
+

∆J2
m+1(µnR)

∆− ǫn
+

+
∆(U + 2ǫn)− (2m+ 1)(∆2 + ǫn(U + ǫn))

Rµnµ̃2
n

×

× Jm(µnR)Jm+1(µnR)

)−1

. (20)

Условие непрерывности функций приводит к урав-
нению для энергий ǫn связанных состояний:

σµn(ǫn +∆)

µ̃n(ǫn + U +∆)

J|m|+σ(µnR)

J|m|(µnR)
=
K|m|+σ(µ̃nR)

K|m|(µ̃nR)
. (21)

Можно проверить, что каждый уровень энергии ǫn
плавно уменьшается от ∆ до −∆ при увеличении U
от нуля до некоторого критического значения глу-
бины потенциала Uc, при котором уровень энергии
достигает значения −∆ и исчезает из дискретного
спектра. При таком значении потенциала возника-
ют процессы рождения пар электрон–дырка (ана-
лог рождения электрон-позитронных пар в кванто-
вой электродинамике) [22, 23]. В качестве примера
на рис. 2 изображена зависимость энергии низше-
го связанного состояния от глубины потенциала при
R∆ = 1. Значение критической глубины потенциала
Uc разное для разных уровней энергии. Минималь-
ное значение Uc соответствует исчезновению низше-
го связанного состояния. При критическом значении
потенциала возникают особенности плотности инду-
цированного заряда [17].

Для вычисления плотности индуцированного за-
ряда необходимо вычислить значения глубины по-
тенциала U0, при которых энергии связанных состо-
яний становятся равными нулю, см. (3). Для иссле-
дования поведения индуцированного заряда вблизи
критического значения глубины потенциала необхо-
димо также вычислить значение Uc.

Величины U0 и Uc могут быть найдены численно
для произвольных значений ∆ и R. Для этого чис-
ленно решается уравнение (21) при ǫn = 0 и ǫn = −∆

соответственно. Однако в случае, когда параметры
R и ∆ удовлетворяют соотношениям R∆ ≪ 1 или
R∆ ≫ 1, значения U0 и Uc находятся аналитически.
Так, полагая ǫ0 = 0 в уравнении (21), находим ре-
шения в главном и следующем за главным порядках
по параметрам малости. При R∆ ≪ 1 получаем

U0 ≈ gc
R

−∆ ln
1

R∆
. (22)

При R∆ ≫ 1 находим

U0 ≈ ∆+
g2c

2R2∆
, (23)

где gc — наименьшее положительное решение урав-
нения J0(gc) = 0 (gc ≈ 2.4). Полагая ǫ0 = −∆ в
уравнении (21), для Uc получаем выражение

Uc

∆
= 1 +

√
1 +

g2c
R2∆2

, (24)

которое в предельных случаях параметра R∆ при-
нимает вид

Uc ≈
gc
R

+∆ (25)

при R∆ ≪ 1 и

Uc ≈ 2∆ +
g2c

2R2∆
(26)

при R∆ ≫ 1. Отметим, что в случае R∆ ≪ 1 значе-
ния U0 и Uc совпадают в главном приближении по
малому параметру, т. е.

U0 ≈ Uc. (27)

Рис. 2. Зависимость отношения ǫ0/∆ от U/∆ при R∆ = 1
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5. АСИМПТОТИКА ПЛОТНОСТИ
ИНДУЦИРОВАННОГО ЗАРЯДА

Асимптотика плотности индуцированного заря-
да зависит от соотношений между расстоянием
r, характерной шириной R потенциальной ямы
V (r) и комптоновской длиной волны электрона
1/∆. Мы рассмотрим два случая. Первый случай:
R ≪ r ≪ ∆−1. Во втором случае r ≫ R и r ≫ ∆−1,
а соотношение между R и ∆ произвольно. В первом
случае (R ≪ r ≪ ∆−1) при вычислении асимптоти-
ки индуцированного заряда в интеграл по энергии
ǫ основной вклад дают масштабы ǫ ∼ 1/r. При та-
ких энергиях можно пренебречь величиной ширины
запрещенной зоны, поскольку r∆ ≪ 1. Поэтому ре-
зультат для асимптотики плотности индуцирован-
ного заряда ρind (r) будет совпадать с результатом
работы [17], где исследовался индуцированный за-
ряд в графене. Ниже мы подробно рассмотрим вто-
рой случай.

Для вычисления ρ̃(1)(r) на расстояниях r ≫ R,
подставляем функцию Грина (9) в выражение (7) и
получаем

ρ̃(1)(r) = − eN

2π3

∞∫

0

dǫ

∫
dr′ V (r′){

(
ǫ2−∆2

)
K2

0 (κρ)−

− κ2K2
1(κρ)}, (28)

где ρ = |r− r′|. Интеграл по переменной r′ сходится
на масштабе локализации потенциала R. Поскольку
r ≫ R и r ≫ ∆−1, аргумент функции Макдональда
κρ ≫ 1. Подставляя асимптотику функции Макдо-
нальда для больших аргументов [24],

Km(x) ≈
√

π

2x
e−x, (29)

в выражение (28), используя метод Лапласа, вычис-
ляем интеграл по ǫ. Результат имеет вид

ρ̃(1)(r) =
eN

2
√
π

(
∆

r

)3/2∫
dr′

2π
V (r′)e−2ρ∆. (30)

Ниже мы предполагаем также, что выполнено сле-
дующее соотношение:

R2∆

r
≪ 1. (31)

В этом случае мы интегрируем по направлению век-
тора r′, и получаем

ρ̃(1)(r) = F (r)L(1)
V , (32)

где

F (r) = −eN
√
∆e−2r∆

2
√
πr3/2

, (33)

L(1)
V = −∆

∞∫

0

dr′r′ V (r′) I0(2r
′∆), (34)

Im(x) — модифицированная функция Бесселя пер-
вого рода. Видно, что линейный по потенциалу
вклад в плотность индуцированного заряда убывает
экспоненциально на больших расстояниях.

Для вычисления асимптотики ρ̃(2)(r) подставля-
ем функции Грина в виде (9) и (10) в выражение (8),
затем полагаем r1 = 0 и r2 = 0 в аргументах функ-
ций G(0), используем асимптотику функции Макдо-
нальда (29), интегрируем по направлениям векторов
r1 и r2, учитываем условие (31), используем соотно-
шения (13) и получаем

ρ̃(2)(r) =
eN∆

2r

∞∫

−∞

dǫ

2π
e−2κr

∞∫

0

∞∫

0

dr1dr2 r1r2V (r1)V (r2)×

×
∑

s=−1,1

∞∑

m=−∞
Im(κr2)

{
Im(κr1)A(s∆)

m (r1, r2|iǫ)−

− s Im+1(κr1) C(s∆)
m (r1, r2|iǫ)

}
. (35)

Здесь A(±∆)
m (r1, r2|iǫ) и C(±∆)

m (r1, r2|iǫ) — решения
системы уравнений (12).

Следуя результатам работы [17], вводим функ-
ции

a(±∆)
m (r, iǫ) =

∞∫

0

dr′r′V (r′) Im(κr′)A(±∆)
m (r, r′|iǫ), (36)

c(±∆)
m (r, iǫ) =

∞∫

0

dr′r′V (r′) Im(κr′) C(±∆)
m (r, r′|iǫ), (37)

которые удовлетворяют следующим уравнениям:
(
∂

∂r
− m

r

)
a(±∆)
m (r, iǫ) +

+ (iǫ− V (r) ±∆) c(±∆)
m (r, iǫ) = 0,

(iǫ− V (r) ∓∆) a(±∆)
m (r, iǫ)−

−
(
∂

∂r
+
m+ 1

r

)
c(±∆)
m (r, iǫ) = V (r) Im(κr).

(38)

Для получения этих уравнений мы умножили обе
части уравнения (12) на r′ V (r′) Im(κr′) и проинте-

846



ЖЭТФ, том 163, вып. 6, 2023 Индуцированный заряд в ДПМ. . .

грировали по r′. Граничные условия для функций
имеют вид

a(±∆)
m (0, iǫ) <∞, c(±∆)

m (0, iǫ) <∞,

lim
r→∞

a(±∆)
m (r, iǫ) = lim

r→∞
c(±∆)
m (r, iǫ) = 0.

(39)

Выражая ρ̃(2)(r) через a(±∆)
m (r, iǫ) и c

(±∆)
m (r, iǫ), по-

лучаем

ρ̃(2)(r) =
eN∆

2r

∞∫

−∞

dǫ

2π
e−2κr

∞∫

0

dr1 r1V (r1)×

×
∑

s=−1,1

∞∑

m=−∞

{
Im(κr1)a

(s∆)
m (r1, iǫ)−

− sIm+1(κr1)c
(s∆)
m (r1, iǫ)

}
. (40)

Таким образом, для вычисления функции ρ
(2)
ind

(r)

необходимо найти функции a(∆)
m (r, iǫ) и c(∆)

m (r, iǫ).
Предположим, что функции a

(∆)
m (r, iǫ) и

c
(∆)
m (r, iǫ) не имеют особенностей при малых ǫ,

тогда интеграл по энергии можно вычислить,
используя метод Лапласа:

ρ̃(2)(r) = F (r)L(2)
V , (41)

где

L(2)
V = −∆

2

∑

s=−1,1

∞∑

m=−∞

∞∫

0

dr1 r1V (r1)
{
Im(κr1)×

× a(s∆)
m (r1, 0)−sIm+1(κr1)c

(s∆)
m (r1, 0)

}
. (42)

Видно, что зависимость от расстояний и зависи-
мость от потенциала факторизовались. Ниже, на
примере конкретного вида потенциала, мы пока-
жем, что пренебрежение зависимостью от энергии в
функциях a(∆)

m (r, iǫ) и c
(∆)
m (r, iǫ) оправдано для ши-

рокой области изменения параметров потенциала.
Однако выражение (41) не верно при значениях по-
тенциала U , близких U0, т. е. таких, что полюс функ-
ции Грина, отвечающий связанному состоянию, рас-
положен близко к контуру интегрирования. В этом
случае вычисление по переменной ǫ необходимо вы-
полнять аккуратнее, поскольку функции a

(∆)
m (r, iǫ)

и c(∆)
m (r, iǫ) содержат особенность, см. ниже.
Явный вид функций a

(∆)
m (r, iǫ) и c

(∆)
m (r, iǫ) зави-

сит от вида потенциала V (r), поэтому далее мы ис-
следуем плотность заряда, индуцированного потен-

циалом (15). Решения уравнений (38) для потенци-
ала (15) имеют вид

a(±∆)
m (r, iǫ) =

=





H
(±)
m J|m|(κr) −

U ±∆+ iǫ

U + 2iǫ
Im(κr), r < R,

G
(±)
m Km(κr), r > R,

(43)

c(±∆)
m (r, iǫ) =

=






−κσH
(±)
m J|m|+σ(κr)

U ±∆+ iǫ
+
κI|m|+σ(κr)

U + 2iǫ
, r < R,

κ

iǫ±∆
G

(±)
m K|m|+σ(κr), r > R,

(44)

где κ =
√
(U − iǫ)2 −∆2. Коэффициенты H

(±)
m и

G
(±)
m могут быть найдены из условий непрерывно-

сти функций a(±∆)
m (r, iǫ) и c(±∆)

m (r, iǫ) в точке r = R.
Мы не приводим явного вида коэффициентов в силу
их громоздкости.

Подставляя выражения (43) и (44) в (40), выпол-
няя простые преобразования и интегрирование по
переменной r1, получаем следующее выражение:

ρ̃(2)(r) =
eN UR∆

2r

∞∫

−∞

dǫ

2π

U + iǫ

(U + 2iǫ)κ
e−2κrI1(2κR)−

− eN∆

r

∞∑

m=0

∞∫

−∞

dǫ

2π

e−2κr(Mmγm + Pmγm+1)

κR(U + 2iǫ)2Dm
, (45)

где

γm = yIm+1(y)Jm(x) + xIm(y)Jm+1(x), (46)

Mm = B̃m

(
κ[(U + iǫ)κ− U∆] +

+ Uy
[ (
κ2 − iǫU

)
Am + κ∆Ãm

])
+

+ κ

(
iǫκ+ Uy

[
κAm +∆Ãm

])
Bm, (47)

Pm = Bm

(
κ[(U + iǫ)κ− U∆] +

+ Uy
[ (
κ2 − iǫU

)
Ãm + κ∆Am

])
−

− κ

(
iǫκ+ Uy

[
κÃm +∆Am

])
B̃m, (48)

Dm = κκ
(
B2

m − B̃2
m

)
+ 2BmB̃m

(
κ2 − iǫU

)
, (49)

Am = Im(y)Km+1(y), Ãm = Im+1(y)Km(y), (50)

Bm = Jm(x)Km+1(y), B̃m = Jm+1(x)Km(y), (51)

x = κR, y = κR. В первом слагаемом в правой
части (45) вычисляем интеграл методом Лапласа,
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предполагая, что r ≫ R и r ≫ 1/∆, складываем по-
лученный результат для ρ̃(2)(r) с функцией ρ̃(1)(r),
см. (32), вычисленной для потенциала (15), и полу-
чаем

ρ̃(r) = −eN∆

Rr

∞∫

−∞

dǫ

2π

e−2κr

κ(U + 2iǫ)2
×

×
∞∑

m=0

Mmγm + Pmγm+1

Dm
. (52)

Исследуем зависимость функции ρ̃(r) от глубины
потенциальной ямы.

При r ≫ 1/∆ экспонента e−2κr изменяется на
масштабе ǫ ∼ ∆/

√
r∆, т. е. при ǫ ≪ ∆. Предпола-

гая, что величины Dm не имеют особенностей при
малых ǫ, вычисляем интеграл и получаем

ρ̃(r) = F (r)LV , (53)

где

LV =
U

∆

∞∑

m=0

Jm(x)Jm+1(x)

x
(
B2

m − B̃2
m

)
+ 2yBmB̃m

∣∣∣∣∣∣
ǫ=0

. (54)

Таким образом, функция ρ̃(r) является произведе-
нием функции от r и коэффициента LV , который
зависит от параметров потенциала и не зависит от r.

При малой глубине потенциала, т. е. при U ≪ ∆,
получаем

LV =
URI1(2R∆)

2
. (55)

Этот результат согласуется с вкладом ρ̃(1) (34) для
потенциала (15). Знаменатель в выражении (54) об-
ращается в нуль при значениях потенциала U = U0,
которые удовлетворяют уравнению (21) при ǫn = 0.
Поэтому при U = U0 функция LV имеет особен-
ность. Для того чтобы правильно вычислить функ-
цию ρ̃(r) (52) при значениях U , близких к U0, мы
выделяем зависимость знаменателя Dm при малых
значениях ǫ. Для этого раскладываем знаменатель
Dm по энергии, удерживаем члены до линейного по
ǫ порядка включительно и получаем следующее вы-
ражение:

ρ̃(r) = −eNU
Rr

∞∑

m=0

∞∫

−∞

dǫ

2π

Jm (x0) Jm+1 (x0) e
−2κr

βm + iǫαm
,(56)

где x0 = R
√
U2 −∆2, βm = Dm|ǫ=0,

αm = − 2U2R∆√
U2 −∆2

Km(R∆)Km+1(R∆) ×

×
(
J2
m(x0) + J2

m+1(x0) +

+
U − (2m+ 1)∆

x0∆
Jm(x0)Jm+1(x0)

)
. (57)

Исследуем поведение одного из членов суммы вы-
ражения (56) при изменении U . Рассмотрим, напри-
мер, слагаемое с m = 0. Для удобства обозначим его
как ρ̃0(r). Интеграл по энергии содержит большой
параметр r∆ в экспоненте, параметр β0 в знаменате-
ле, который при U , близких к U0, становится малым.
Из них можно построить безразмерный параметр
λ = r|β0/α0|. Если λ ≫ 1, то в знаменателе мож-
но положить ǫ = 0, поскольку сходимость интегра-
ла определяется экспонентой, а интеграл сходится
на масштабах ǫ ∼ ∆/

√
r∆. В этом случае ответ для

данного слагаемого совпадает с полученным ранее.
Если же параметр λ ≪ 1, то сходимость интеграла
определяется знаменателем, поэтому мы пренебре-
гаем зависимостью экспоненты от энергии. Вычис-
ляя интеграл, находим

ρ̃0(r) = −eN
Rr

e−2r∆ sign(U0 − U)J0(x0)J1(x0)

2|α0|
. (58)

Отметим, что при λ≪ 1 зависимость функции ρ̃0(r)
от r отличается от ее поведения при λ ≫ 1. Одна-
ко при фиксированном значении U , отличном от U0,
т. е. при фиксированном β0/α0, всегда можно найти
достаточно большую величину r, такую что спра-
ведлива асимптотика (52), которая верна при λ≫ 1.
Несмотря на то, что функция ρ̃0(r) меняется скач-
ком при U = U0,

ρ̃0(r)
∣∣
U=U0−0

= −ρ̃0(r)
∣∣
U=U0+0

,

плотность индуцированного заряда при U = U0 ни-
каких особенностей не имеет, поскольку в случае,
когда полюс функции Грина оказывается в левой
полуплоскости, мы должны прибавить вклад этого
полюса к функции ρ̃(r), см. (3). Подставляя выра-
жения (17)–(20) в (16) и полагая m = 0, ǫ0 = 0,
получаем вклад полюса при U = U0 + 0:

−eN |ψ0(r)|2
∣∣∣
ǫ=0

= 2ρ̃(r) sign (U0 − U). (59)

Таким образом, плотность индуцированного заряда
непрерывна при U = U0.
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При значениях глубины потенциала, близких к
Uc, т. е. в случае, когда энергия основного состояния
близка к −∆, функция ρ̃(r) убывает как e−2r∆/r3/2,
см. (53), тогда как квадрат волновой функции убы-
вает как h2g2K2

1 (r
√
∆2 − ǫ2), см. (17), (18). Это озна-

чает, что на больших расстояниях r
√
δǫ∆ ≫ 1 вклад

волновой функции, отвечающей состоянию с энер-
гией ǫ = −∆ + δǫ, в плотность индуцированного
заряда является главным. Здесь δǫ ≪ ∆. Однако
коэффициент h2g2 стремится к нулю при прибли-
жении уровня энергии к валентной зоне (δǫ → 0).
Поэтому существует область расстояний, в которой
|ρ̃(r)| ≫ |e||ψ0(r)|2. Предполагая δǫ достаточно ма-
лым, получаем условие на эту область:

max
(
∆−1, R

)
≪ r ≪ r⋆, (60)

r⋆ =
1

∆
ln

∣∣∣∣
R3∆3

√
rδǫ

ln2
(
R
√
δǫ∆

)∣∣∣∣ . (61)

На таких расстояниях плотность индуцирован-
ного заряда совпадает с функцией ρ̃(r), т. е.
ρind (r) = ρ̃(r). При r & r⋆ поведение плотно-
сти индуцированного заряда определяется поведе-
нием волновой функции, поэтому ρind (r) убывает
как exp{−2r

√
2δǫ∆}. При U = Uc связанное состоя-

ние исчезает из дискретного спектра. Это приводит
к скачку плотности индуцированного заряда при
U = Uc:

ρind (r)
∣∣
U=Uc+0

− ρind (r)
∣∣
U=Uc−0

= eN |ψ0(r)|2. (62)

При U = Uc + 0 происходит процесс рождения пар
электрон–дырка. Электроны локализуются на мас-
штабах, много меньших, чем r, а дырки утекают
на бесконечность. Поэтому полный индуцирован-
ный заряд становится отличным от нуля и равным
eN , см. [17, 23].

Рассмотрим поведение плотности индуцирован-
ного заряда в случае R∆ ≪ 1. При U < ∆ подстав-
ляем в (54) асимптотику функции Макдональда для
малых аргументов,

Km(y) ≈ − ln(y)δm,0 + (1− δm,0)
2m−1Γ(m)

ym
, (63)

где Γ(x) — гамма-функция Эйлера, используем ана-
литическое продолжением функции Бесселя и полу-
чаем

LV ≈ UR2∆/2. (64)

Основной вклад в LV дает слагаемое с m = 0,
остальные слагаемые подавлены степенями пара-
метра R∆. Подставляя (64) и (33) в (53), получаем

ρ̃ind (r) = −eNUR
2e−2r∆

4
√
π

(
∆

r

)3/2
. (65)

Этот результат совпадает с выражением (32) для
ρ̃(1)(r), вычисленным для потенциала (15) в случае
R∆ ≪ 1. Поправки по параметру U могут быть
легко вычислены. Для этого необходимо разложить
функции Бесселя в выражении (54).

В случае U > ∆ выделяем главный по параметру
R∆ вклад и получаем

LV ≈ UR∆√
U2 −∆2

J1(R
√
U2 −∆2)

J0(R
√
U2 −∆2)

. (66)

Функция LV регулярна при U = ∆ и равна (64). При
U ≫ ∆ получаем

LV ≈ R∆
J1(UR)

J0(UR)
. (67)

Видно, что функция LV имеет особенность при
U = gc/R. Данное значение потенциала получено
в главном порядке по параметру R∆. Как описано
выше, особенность возникает при U = U0, однако с
нашей точностью U = Uc, см. (27). Поскольку два
значения совпали, а при U > Uc связанное состояние
с минимальной энергией исчезает из спектра, инду-
цированный заряд совпадает с функцией ρ̃. Таким
образом, при R∆ ≪ 1 получаем

ρind (r) = ρ̃(r).

Подчеркнем, что данное выражение для плотности
индуцированного заряда не справедливо при значе-
ниях потенциала, близких к Uc. Отметим также, что
знак плотности индуцированного заряда изменяется
скачком при U = Uc.

Исследуем поведение индуцированного заряда,
находящегося на больших расстояниях при R∆ ≪ 1:

Q>(r) = 2π

∞∫

r

dr′r′ρind (r
′). (68)

Для вычисления Q>(r) в главном приближении по
R∆ мы подставляем ρ̃(r′), см. (56), вместо ρind (r′)
в (68), оставляем только слагаемое с m = 0. Затем
вычисляем β0 и α0 в главном приближении по пара-
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метру R∆, выполняем интегрирование по r′, делаем
замену переменных ǫ→ ǫ/∆ и получаем

Q>(r) = −eNR∆J0(UR)J1(UR)×

×
∞∫

0

dǫ
e−2r∆

√
1+ǫ2

J2
0 (UR) + 4ǫ2(R∆)2 ln2(R∆)J2

1 (UR)
. (69)

Если

|J0(UR)| ≫
R
√
∆| ln(R∆)|√

r
,

то

Q>(r) = −eN
√
π∆RJ1(UR)

2
√
rJ0(UR)

e−2r∆. (70)

Если

|UR− gc| ≪
R
√
∆| ln(R∆)|√

r
,

то

Q>(r) = −eNπ sign(gc − UR)

4| ln(R∆)| e−2r∆. (71)

Таким образом, заряд, находящийся снаружи
окружности радиуса r, изменяется скачком при пре-
вышении критической глубины потенциала.

Рассмотрим поведение индуцированного заря-
да Q<(r), который находится внутри окружности
радиуса r. При UR < gc полный индуцирован-
ный заряд Qtot = Q<(r) + Q>(r) = 0. Поэто-
му Q<(r) = −Q>(r). В случае, когда UR больше
минимального gc, полный индуцированный заряд
Qtot = eNM , где M — число критических значе-
ний gc, меньших UR, т. е. число уровней, исчезнув-
ших из дискретного спектра. Это связано с процес-
сами, аналогичными процессам рождения электрон-
позитронных пар [23]. Поэтому в случае R∆ ≪ 1 и
при условии, что параметр UR больше минималь-
ного значения gc, получаем Q<(r) = eNM +Q>(r).
Поскольку индуцированный заряд Q>(r) экспонен-
циально подавлен, имеем Q<(r) ≈ eNM .

Отметим, что рассматривать задачу при глубине
потенциала, большей чем gc/R, где gc — наимень-
шее положительное решение уравнения J0(gc) = 0,
не имеет смысла, поскольку при U > gc/R задача
становится многочастичной. При U , большем ми-
нимального критического значения, поле рождает
четыре электрон-дырочные пары. Дырки уходят на
бесконечность, а электроны, в зависимости от ве-
личины R, локализуются либо на масштабе потен-
циала R, либо на масштабе комптоновской длины
волны электрона в материале, 1/∆, см. [23, 25]. По-
этому при вычислении индуцированного заряда при
U > Uc необходимо также учесть потенциал, созда-
ваемый рожденными электронами.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе мы исследовали поведение
плотности индуцированного заряда в поле потенци-
альной ямы. Мы показали, что в широкой области
значения параметров локализованного потенциала
плотность индуцированного заряда представляется
в виде произведения функции, зависящей от рассто-
яния, и функции, зависящей от параметров потен-
циала, т. е. зависимости от расстояния и потенциала
факторизуются. При приближении глубины потен-
циала к критическому значению существует область
расстояний (60), на которых плотность индуциро-
ванного заряда представляется в факторизованном
виде. В случае, когда глубина потенциала превыша-
ет критическое значение, плотность индуцированно-
го заряда изменяется скачком на величину, пропор-
циональную квадрату волновой функции состояния,
исчезающего из дискретного спектра (62). Для по-
тенциала (15) в случае R∆ ≪ 1 мы нашли аналити-
ческое выражение для плотности индуцированного
заряда (53) (см. также (33) и (66)). Мы исследова-
ли поведение индуцированного заряда, находящего-
ся вне окружности большого радиуса и внутри этой
окружности.
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