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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ îïòè÷åñêîãî ïîëÿ ñ õîðî-

øåé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþò èçëó÷åíèå ëàçåðà, ðàáî-

òàþùåãî âûñîêî íàä ïîðîãîì, è çàíèìàþò öåíòðàëü-

íîå ìåñòî â �îðìàëèçìå êàíòîâîé îïòèêè. Êîãåðåíò-

íîå ñîñòîÿíèå îäíîé ìîäû îïòè÷åñêîãî ïîëÿ ñ áåç-

ðàçìåðíîé êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé α ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ â âèäå [1℄

|α〉 = e−|α|2/2
∞∑

n=0

αn√
n!
|n〉, (1)

ãäå |n〉 � n-�îòîííîå ñîñòîÿíèå Ôîêà [2℄. Êîãåðåíò-

íûå ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåïîëíåííûé

áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îïòè÷åñêîé ìî-

äû è ëþáîå êëàññè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ìîäû ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé âçâåøåííóþ ñìåñü òàêèõ ñîñòîÿíèé.

Îïòè÷åñêèå ïîëÿ â êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèÿõ øè-

ðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ñîâðåìåííûõ ñèñòåìàõ ïåðåäà-

÷è èí�îðìàöèè, â êîòîðûõ ñèãíàë ïåðåäàåòñÿ êàê

ïî îïòè÷åñêîìó âîëîêíó, òàê è ïî îòêðûòîìó ïðî-

ñòðàíñòâó. Õîòÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ ñâåòîäèîäû ìîãóò

*

E-mail: dhoroshko�yahoo.
om

ïðèìåíÿòüñÿ â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ ñâåòà, íàèáîëü-

øàÿ åìêîñòü îïòè÷åñêîãî êàíàëà ñâÿçè äîñòèãàåòñÿ

ïðè èñïîëüçîâàíèè ëàçåðíûõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ è êî-

ãåðåíòíûõ îïòè÷åñêèõ ïðèåìíèêîâ. Â ñîâðåìåííîé

îïòè÷åñêîé ëèíèè ñâÿçè ñîñòîÿíèÿ íîñèòåëÿ èí�îð-

ìàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåñêîëüêî êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé îäíîé ìîäû îïòè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïåðåêðû-

òèå äâóõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé äàåòñÿ �îðìóëîé

|〈α|β〉|2 = e−|α−β|2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íîé áëèçîñòè àìïëèòóä

äâà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî

íåîðòîãîíàëüíûìè è èõ ðàçëè÷åíèå ïðè èçìåðåíèè

ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîé îøèáêîé, îáóñëîâëåííîé êâàí-

òîâûì øóìîì. Â ïîäîáíîì ñëó÷àå êàíàë ïåðåäà÷è

èí�îðìàöèè ðàññìàòðèâàþò êàê êâàíòîâûé êàíàë

ñâÿçè [3℄ è äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ îøèáîê ïðèâëå-

êàþò êâàíòîâóþ òåîðèþ èçìåðåíèé [4℄.

Â òèïè÷íîé ñîâðåìåííîé ñèñòåìå âîëîêîííî-

îïòè÷åñêîé ñâÿçè ñîñòîÿíèÿ íîñèòåëÿ èí�îðìàöèè

ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè îðòîãîíàëüíûìè. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïðè èñïîëüçîâàíèè âñåãî äâóõ êîãåðåíò-

íûõ ñîñòîÿíèé ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè �àçàìè, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò ïîïóëÿðíîé ñõåìå �àçîâîãî ìàíèïó-

ëèðîâàíèÿ BSPK [5℄, âåëè÷èíà ïåðåêðûòèÿ ñîñòî-

ÿíèé ðàâíà |〈α|β〉|2 = exp(−4N), ãäå N = |α|2 �

ñðåäíåå ÷èñëî �îòîíîâ â îäíîì îêíå ìîäóëÿöèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîé ñõåìå êâàíòîâîå ðàññìîò-
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ðåíèå ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì òîëüêî ïðè î÷åíü

íèçêîì óðîâíå ñèãíàëà. Ïî ìåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ñèãíàëà â îïòè÷åñêîì âîëîêíå åãî ìîùíîñòü óìåíü-

øàåòñÿ èç-çà ïîòåðü, è êîãäà îíà ñòàíîâèòñÿ ñðàâ-

íèìîé ñ ïðåäåëîì ÷óâñòâèòåëüíîñòè �îòîäåòåêòî-

ðà, èñïîëüçóåìîãî â êîãåðåíòíîì îïòè÷åñêîì ïðè-

åìíèêå, ñèãíàë ïîäâåðãàåòñÿ óñèëåíèþ íà îïòè÷å-

ñêîì ïîâòîðèòåëå. Òèïè÷íûå âåëè÷èíû ÷àñòîòû ìî-

äóëÿöèè è ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðèåìíèêà â ñîâðåìåí-

íûõ âîëîêîííî-îïòè÷åñêèõ ñåòÿõ ñîñòàâëÿþò f = 10

��ö è P = 1 ìêÂò ñîîòâåòñòâåííî [6℄. Òàêèì îá-

ðàçîì, ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ â îêíå ìîäóëÿöèè ìî-

æåò áûòü îöåíåíà êàê E = P/f = 10−16
Äæ, â

òî æå âðåìÿ ýíåðãèÿ îäíîãî �îòîíà íà äëèíå âîë-

íû λ = 1.5 ìêì ñîñòàâëÿåò Eph = 2π~c/λ ∼ 10−19

Äæ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëå íà ïðèåìíèêå ñîäåð-

æèò â ñðåäíåì N = E/Eph = 1000 �îòîíîâ íà

îäèí ïåðåäàâàåìûé áèò èí�îðìàöèè. Ïåðåêðûòèå

äâóõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé â äàííîì ñëó÷àå íè-

÷òîæíî ìàëî è ðàññìîòðåíèå êâàíòîâîãî øóìà íå

òðåáóåòñÿ. Îäíàêî áûñòðûé ïðîãðåññ â îáëàñòè òå-

ëåêîììóíèêàöèé ïðèâîäèò ê èñïîëüçîâàíèþ ìîäó-

ëÿòîðîâ ñ ÷àñòîòîé f = 25 ��ö è �îòîïðèåìíèêîâ ñ

÷óâñòâèòåëüíîñòüþ P = 0.1 ìêÂò, ÷òî ñíèæàåò ñðåä-

íåå ÷èñëî �îòîíîâ äî N = 40. Êðîìå òîãî, íåîáõî-

äèìîñòü ïîâûøåíèÿ åìêîñòè êàíàëîâ ñâÿçè ïðèâî-

äèò ê âíåäðåíèþ ïðîãðåññèâíûõ �îðìàòîâ �àçîâîãî

è àìïëèòóäíîãî ìàíèïóëèðîâàíèÿ, â êîòîðûõ â îä-

íîì îêíå ìîäóëÿöèè ìîæåò ïåðåäàâàòüñÿ íåñêîëüêî

áèòîâ èí�îðìàöèè [5�7℄. Ïðè ýòîì ïåðåêðûòèå ñî-

ñåäíèõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé óæå îïðåäåëÿåòñÿ íå

òîëüêî óðîâíåì ñèãíàëà, íî è ãåîìåòðèåé ðàñïîëî-

æåíèÿ ñîñòîÿíèé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îáðà-

çóþùèõ òàê íàçûâàåìîå ¾ñèãíàëüíîå ñîçâåçäèå¿ [8℄.

Òàê, â ïåðñïåêòèâíîì �îðìàòå M-PSK èñïîëüçóåò-

ñÿ M çíà÷åíèé �àçû [5, 6℄, ïðè÷åì àìïëèòóäû êî-

ãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé èìåþò âèä αk =
√
Nei2πk/M ,

è ïåðåêðûòèå ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé äàåòñÿ �îðìóëîé

|〈αk|αk+1〉|2 = e−4N sin2(π/M)
, ÷òî ðàâíî ïðèìåðíî

2 · 10−3
äëÿ N = 40, M = 16. Ïîäîáíîå ïåðåêðû-

òèå ïðèâîäèò ê îøèáêå â äèñêðèìèíàöèè ñîñòîÿíèé

ïîðÿäêà 10−3
, ÷òî áëèçêî ê ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìî-

ìó óðîâíþ îøèáîê, èñïðàâëÿåìûõ êîäàìè êîððåê-

öèè îøèáîê [6℄. Òàêèì îáðàçîì, â áëèæàéøåì áó-

äóùåì êâàíòîâûé øóì ìîæåò ñòàòü ñóùåñòâåííûì

äëÿ ìàññîâûõ ñåòåé òåëåêîììóíèêàöèé. Êðîìå òîãî,

êâàíòîâûé øóì èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ îïòè÷å-

ñêîé ñâÿçè ÷åðåç îòêðûòîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè êîòî-

ðîé óñèëåíèå ñèãíàëà íåâîçìîæíî. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ

ñïóòíèêîâîé îïòè÷åñêîé ñâÿçè òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà

ñïåöèàëüíûõ ïðèåìíèêîâ íà îñíîâå äåòåêòîðîâ îäè-

íî÷íûõ �îòîíîâ, â êîòîðûõ êâàíòîâûé øóì èãðàåò

êëþ÷åâóþ ðîëü [9℄. Äðóãèì âàæíûì ïðèëîæåíèåì,

òðåáóþùèì êâàíòîâîãî àíàëèçà îïòè÷åñêîãî êàíà-

ëà ñâÿçè, ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàÿ êðèïòîãðà�èÿ, â êîòî-

ðîé ñîñòîÿíèÿ ïîëÿ íàìåðåííî ñîçäàþòñÿ íåîðòîãî-

íàëüíûìè óæå íà âõîäå â êàíàë ñâÿçè ñ öåëüþ ñäå-

ëàòü íåçàìåòíûé ïåðåõâàò èí�îðìàöèè íåâîçìîæ-

íûì [10�12℄. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå åìêîñòè

îïòè÷åñêîãî êàíàëà ñâÿçè íà îñíîâå ïåðåêðûâàþ-

ùèõñÿ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àê-

òóàëüíîé ñîâðåìåííîé çàäà÷åé ñ øèðîêîé îáëàñòüþ

ïðèìåíåíèÿ. Ïîìèìî ýòîãî, èññëåäîâàíèå àíñàìáëåé

êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé âàæíî äëÿ òàêèõ ïðèëîæå-

íèé, êàê êâàíòîâîå êîäèðîâàíèå [13,14℄, îïòè÷åñêàÿ

êâàíòîâàÿ òåëåïîðòàöèÿ [15, 16℄, êâàíòîâûå îïòè÷å-

ñêèå èçìåðåíèÿ ïðè íàëè÷èè îáðàòíîé ñâÿçè [17�19℄

è äðóãèõ.

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ åìêîñòü îïòè÷åñêî-

ãî êàíàëà ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ è òðåõ ïðîèç-

âîëüíûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé. Ñ ýòîé öåëüþ âû-

÷èñëÿåòñÿ ýíòðîïèÿ �îí Íåéìàíà äëÿ ñòàòèñòè÷å-

ñêîé ñìåñè äâóõ è òðåõ ðàâíîâåðîÿòíûõ êîãåðåíò-

íûõ ñîñòîÿíèé. Â ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ âûâîä ýí-

òðîïèè ñìåñè äâóõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé [20℄ è

àíàëèç ìîíîòîííîñòè ýíòðîïèè ñìåñè òðåõ ïðîèç-

âîëüíûõ ñîñòîÿíèé ñ ðàâíûìè ïåðåêðûòèÿìè [21℄.

Ñëó÷àé äâóõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëåí â

ðàçä. 2, ãäå, ïîìèìî ýíòðîïèè êàê �óíêöèè ïåðå-

êðûòèÿ, ñîâïàäàþùåé ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [20℄,

ðàññ÷èòàíà ìàêñèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ïðè çàäàííîì

ñðåäíåì ÷èñëå �îòîíîâ è íàéäåíû ñîáñòâåííûå âåê-

òîðû îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ñòàòèñòè÷åñêîé ñìåñè.

Ñëó÷àé òðåõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ðàññìîòðåí â

ðàçä. 3, ãäå, â îòëè÷èå îò ðàáîòû [21℄, ðàññìàòðèâà-

þòñÿ ïðîèçâîëüíûå ïåðåêðûòèÿ ñèãíàëüíûõ ñîñòîÿ-

íèé. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òàêæå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ìàêñè-

ìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ïðè çàäàííîì ñðåäíåì ÷èñëå �î-

òîíîâ è ïðîâåäåíî åå ñðàâíåíèå ñî ñëó÷àåì äâóõ êî-

ãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé. Â ýòîì æå ðàçäåëå â àíàëèòè-

÷åñêîé �îðìå âûâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ñìåñè òðåõ ïðî-

èçâîëüíûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé. Îáñóæäåíèå ðå-

çóëüòàòîâ ïðîâîäèòñÿ â Çàêëþ÷åíèè.

2. ÝÍÒ�ÎÏÈß ÑÌÅÑÈ ÄÂÓÕ

Ï�ÎÈÇÂÎËÜÍÛÕ ÊÎ�Å�ÅÍÒÍÛÕ

ÑÎÑÒÎßÍÈÉ

Ìû ðàññìàòðèâàåì îäíó ìîäó îïòè÷åñêîãî ïîëÿ ñ

îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ �îòîíà a† è

a ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèìè êàíîíè÷åñêî-

ìó êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ: [a, a†] = 1. Êî-
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ãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ìîäû ñ êîìïëåêñíîé àìïëèòó-

äîé α èìååò âèä (1). �àññìîòðèì äâà êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè àìïëè-

òóäàìè α è β. Ýòè ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû äëÿ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè â îïòè÷åñêîé ëèíèè

ñâÿçè, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé áóêâû äâóõáóêâåííîãî àë-

�àâèòà [13℄. Â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòîòû óïîòðåáëåíèÿ

îáåèõ áóêâ ñîâïàäàþò è ðàâíû 1/2, ñîñòîÿíèå ñëó-

÷àéíî âûáðàííîé ìîäû çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì ïëîò-

íîñòè

ρ =
1

2
(|α〉〈α| + |β〉〈β|) . (2)

Îïòèìàëüíîå äåêîäèðîâàíèå èí�îðìàöèè íà ïðèíè-

ìàþùåé ñòîðîíå ðåàëèçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì êîëëåê-

òèâíîãî êâàíòîâîãî èçìåðåíèÿ äëèííûõ áëîêîâ, ñî-

ñòàâëåííûõ èç îïòè÷åñêèõ ìîä, íåñóùèõ îäíî èç

óêàçàííûõ ñîñòîÿíèé. Ìàêñèìàëüíàÿ äîñòóïíàÿ èí-

�îðìàöèÿ ïðè òàêèõ èçìåðåíèÿõ îãðàíè÷åíà ñâåð-

õó èí�îðìàöèåé Õîëåâî [22℄, êîòîðàÿ äëÿ ÷èñòûõ

ñîñòîÿíèé-áóêâ ñîâïàäàåò ñ ýíòðîïèåé �îí Íåéìà-

íà

S(ρ) = −Tr (ρ log2 ρ) . (3)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíòðîïèè �îí Íåéìàíà íàéäåì

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

|λn〉 îïåðàòîðà ïëîòíîñòè:

ρ|λn〉 = λn|λn〉. (4)

Îáà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà îïåðàòîðà ïëîòíîñòè

ëåæàò â ëèíåéíîé îáîëî÷êå äâóõ êîãåðåíòíûõ ñî-

ñòîÿíèé {|α〉, |β〉} è ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê

|λn〉 = Cαn |α〉+ Cβn |β〉, (5)

ãäå èíäåêñ n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 è 1, à Cαn è Cβn �

êîìïëåêñíûå êîý��èöèåíòû. Ïîäñòàâëÿÿ (2) è (5) â

(4) è èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü êîãåðåíò-

íûõ ñîñòîÿíèé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ êîìïëåêñ-

íûõ êîý��èöèåíòîâ:

(
1− 2λn 〈α|β〉
〈β|α〉 1− 2λn

)(
Cαn

Cβn

)
= 0. (6)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå èìåëî íåíóëåâîå ðå-

øåíèå, äåòåðìèíàíò ìàòðèöû äîëæåí îáðàùàòüñÿ â

íóëü, ÷òî ïðèâîäèò ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíå-

íèþ

(1− 2λ)2 − |〈α|β〉|2 = 0, (7)

äâà ðåøåíèÿ êîòîðîãî èìåþò âèä

λ1,2 =
1± |〈α|β〉|

2
=

1± e−L
2/2

2
, (8)

ãäå L = |α− β| � ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷èñëàìè α è β

íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿþùåå ïåðåêðû-

òèå äâóõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé:

〈α|β〉 = e−|α−β|2/2+i Im(α∗β). (9)

Ïîìèìî ýòîãî ðàññòîÿíèÿ, ïàðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

ìîæåò â îáùåì ñëó÷àå õàðàêòåðèçîâàòüñÿ åùå òðå-

ìÿ äåéñòâèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå ìîæíî

íàçâàòü ¾àáñîëþòíûìè¿ � êîìïëåêñíîé êîîðäèíà-

òîé öåíòðà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ýòè äâà ÷èñëà íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, κ = (α + β)/2, è óãëîì íà-

êëîíà ýòîãî îòðåçêà ê äåéñòâèòåëüíîé îñè arg(α−β).
Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (8), ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû ïëîòíîñòè, à çíà÷èò è ýíòðîïèÿ, íå çàâè-

ñÿò îò ýòèõ òðåõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî ãîâîðèò îá èíâàðè-

àíòíîñòè ýíòðîïèè ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãàì è âðà-

ùåíèÿì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêè

âðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ íà óãîë ψ îïèñûâàåòñÿ îïåðà-

òîðîì âðàùåíèÿ U(ψ) = exp(iψa†a). Ýòîò îïåðàòîð

óíèòàðåí è íå èçìåíÿåò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ,

âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (6), à çíà÷èò, è íå âëèÿåò íà

åãî ðåøåíèÿ. Ñäâèã ñîñòîÿíèÿ íà êîìïëåêñíóþ âåëè-

÷èíó δ îïèñûâàåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì ñäâèãà

D(δ) = exp(δa† − δ∗a), äåéñòâèå êîòîðîãî íà êîãå-

ðåíòíîå ñîñòîÿíèå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì [23℄

D(δ)|α〉 = eiIm(δα∗)|α+ δ〉. (10)

Çàìåíà àìïëèòóäû α íà àìïëèòóäó α + δ ñîîòâåò-

ñòâóåò íåñêîëüêî äðóãîìó îïåðàòîðó D̃(δ), òàêîìó

÷òî D̃(δ)|α〉 = |α + δ〉. Áóäåì íàçûâàòü ýòîò îïå-

ðàòîð ¾îïåðàòîðîì ÷èñòîãî ñäâèãà¿. Ýòîò îïåðàòîð

íåóíèòàðåí è íå ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ:

〈α|D̃†(δ)D̃(δ)|β〉 = 〈α+δ|β+δ〉 6= 〈α|β〉, íî ñîõðàíÿåò
èõ ìîäóëü, òàê êàê îòëè÷àåòñÿ îò óíèòàðíîãî îïåðà-

òîðà D(δ) òîëüêî �àçîâûì ìíîæèòåëåì. Ïîñêîëüêó

óðàâíåíèå (7) âêëþ÷àåò òîëüêî ìîäóëü ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ, à óðàâíåíèå (6) � òàêæå è åãî �àçó,

òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè èíâà-

ðèàíòíû ê ÷èñòîìó ñäâèãó, à êîý��èöèåíòû ðàçëî-

æåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ � íåò. Òàêèì îáðàçîì,

àáñîëþòíûå ïàðàìåòðû íå âëèÿþò íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, íà

ýíòðîïèþ. Â îòëè÷èå îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ðàññòî-

ÿíèå L õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíîå ðàñïîëîæåíèå

äâóõ àìïëèòóä è ìîæåò áûòü íàçâàíî ¾îòíîñèòåëü-

íûì¿ ïàðàìåòðîì, âëèÿþùèì íà ýíòðîïèþ.

Ïîäñòàâëÿÿ äèàãîíàëüíûé âèä îïåðàòîðà ïëîò-

íîñòè â óðàâíåíèå (2) è èñïîëüçóÿ �îðìóëó (8), ïî-

ëó÷àåì ýíòðîïèþ ñìåñè äâóõ ðàâíîâåðîÿòíûõ êîãå-
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ðåíòíûõ ñîñòîÿíèé â âèäå [20℄

S(ρ) = h2

(
1− e−L

2/2

2

)
, (11)

ãäå

h2(s) = −s log2 s− (1− s) log2(1 − s)

� ýíòðîïèÿ Øåííîíà [24℄. Ïðè L, âîçðàñòàþùåì îò

0 äî ∞, àðãóìåíò �óíêöèè â (11) ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàåò îò 0 äî 1/2. Íà ýòîì ó÷àñòêå ýíòðîïèÿ h2(s)

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ÷òî ìîæíî ïîêàçàòü, âçÿâ åå

ïðîèçâîäíóþ h′2(s) = − log2[s/(1− s)] è óáåäèâøèñü

â òîì, ÷òî îíà ïîëîæèòåëüíà ïðè s ∈ (0, 1/2). Îòñþ-

äà ñëåäóåò, ÷òî ýíòðîïèÿ ñìåñè äâóõ êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé (11) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé

�óíêöèåé L, ñòðåìÿùåéñÿ ê ñâîåìó àñèìïòîòè÷åñêî-

ìó çíà÷åíèþ 1 ïðè L→ ∞.

Ñðåäíåå ÷èñëî �îòîíîâ â ñëó÷àéíî âûáðàííîé

ìîäå èìååò âèä

N = Tr

(
a†aρ

)
=

1

2

(
|α|2 + |β|2

)
= |κ|2 + L2

4
. (12)

Ñëåäîâàòåëüíî, â îòëè÷èå îò ýíòðîïèè, ñðåäíåå ÷èñ-

ëî �îòîíîâ çàâèñèò íå òîëüêî îò äëèíû L îòðåçêà,

ñîåäèíÿþùåãî àìïëèòóäû ñîñòîÿíèé íà êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè, íî è îò àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ êîîð-

äèíàòû öåíòðà ýòîãî îòðåçêà |κ|. Åñëè òåïåðü ðàñ-

ñìîòðåòü ìíîæåñòâî âñåõ îòðåçêîâ ñ �èêñèðîâàí-

íûì çíà÷åíèåì N è çàäàòüñÿ âîïðîñîì, êàêîâà ìàê-

ñèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ Smax2 íà ýòîì ìíîæåñòâå, òî

îòâåò áóäåò î÷åâèäåí: ìàêñèìóì ýíòðîïèè äîñòèãà-

åòñÿ íà îòðåçêàõ ñ κ = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ðîñò |κ|
ïðè �èêñèðîâàííîì N îçíà÷àåò óìåíüøåíèå L è, â

ñèëó óñòàíîâëåííîé âûøå ìîíîòîííîñòè ýíòðîïèè,

óìåíüøåíèå ýíòðîïèè. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëü-

íàÿ ýíòðîïèÿ ïðè çàäàííîì ñðåäíåì ÷èñëå �îòîíîâ

èìååò âèä

Smax2 (N) = h2

(
1− e−2N

2

)
(13)

è äîñòèãàåòñÿ ïðè âûáîðå β = −α. Òàêîé âûáîð

áóêâ äâîè÷íîãî àë�àâèòà îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëü-

íóþ åìêîñòü îïòè÷åñêîãî êàíàëà ñâÿçè ïðè çàäàííîé

ñðåäíåé ýíåðãèè (÷èñëå �îòîíîâ) íà �îòîïðèåìíè-

êå.

Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (6), ïîëó÷àåì ñîáñòâåííûå âåê-

òîðû â âèäå

|λ1,2〉 = Cα1,2

(
|α〉 ± e−i Imα∗β |β〉

)
, (14)

ãäå èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè íàõîäèì

Cα1,2 =
(
2± 2e−L

2/2
)−1/2

.

Ñîñòîÿíèÿ (14) ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè äâóõ êî-

ãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé. Ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå

β = −α îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷åòíîå è íå÷åòíîå

êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ [25℄, øèðîêî èññëåäóåìûå â

ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ îïòè÷åñêèìè ðåàëè-

çàöèÿìè èçâåñòíîãî ñîñòîÿíèÿ ¾êîòà Øð¼äèíãåðà¿

[26�29℄.

3. ÝÍÒ�ÎÏÈß ÑÌÅÑÈ Ò�ÅÕ

Ï�ÎÈÇÂÎËÜÍÛÕ ÊÎ�Å�ÅÍÒÍÛÕ

ÑÎÑÒÎßÍÈÉ

�àññìîòðèì òðè êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèÿ ñ ïðî-

èçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè α, β è γ.

Ýòè ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïåðå-

äà÷è èí�îðìàöèè â îïòè÷åñêîé ëèíèè ñâÿçè, ïðåä-

ñòàâëÿÿ ñîáîé áóêâû òðåõáóêâåííîãî àë�àâèòà. Â

ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòîòû óïîòðåáëåíèÿ âñåõ òðåõ áóêâ

ñîâïàäàþò è ðàâíû 1/3, ñîñòîÿíèå ñëó÷àéíî âûáðàí-

íîé ìîäû çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè

ρ =
1

3
(|α〉〈α| + |β〉〈β| + |γ〉〈γ|) . (15)

Êàê è â ñëó÷àå äâóõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, ðàñ-

ñìîòðåííîì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìàêñèìàëüíàÿ

èí�îðìàöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ïåðåäàòü ñ ïîìîùüþ

òàêèõ ñîñòîÿíèé ïî îïòè÷åñêîé ëèíèè ñâÿçè, äàåòñÿ

ýíòðîïèåé �îí Íåéìàíà S(ρ), îïðåäåëÿåìîé óðàâ-

íåíèåì (3), âû÷èñëåííîé äëÿ îïåðàòîðà (15). Äëÿ

íàõîæäåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû, àíàëîãè÷íî ïðåäûäó-

ùåìó ðàçäåëó, íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn è

ñîáñòâåííûå âåêòîðû |λn〉 îïåðàòîðà ïëîòíîñòè:

ρ|λn〉 = λn|λn〉. (16)

3.1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà

ïëîòíîñòè

Âñå òðè ñîáñòâåííûõ âåêòîðà îïåðàòîðà ïëîòíî-

ñòè ëåæàò â ëèíåéíîé îáîëî÷êå òðåõ êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé {|α〉, |β〉, |γ〉} è ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê

|λn〉 = Cαn |α〉+ Cβn |β〉+ Cγn |γ〉, (17)

ãäå èíäåêñ n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, à Cαn , C
β
n

è Cγn � êîìïëåêñíûå êîý��èöèåíòû. Ïîäñòàâëÿÿ

(15) è (17) â (16) è èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ íåçàâèñè-

ìîñòü êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

äëÿ êîìïëåêñíûõ êîý��èöèåíòîâ:



1− 3λn 〈α|β〉 〈α|γ〉
〈α|β〉∗ 1− 3λn 〈β|γ〉
〈α|γ〉∗ 〈β|γ〉∗ 1− 3λn






Cαn

Cβn

Cγn


 = 0. (18)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå èìåëî íåíóëåâîå ðå-

øåíèå, äåòåðìèíàíò ìàòðèöû äîëæåí îáðàùàòüñÿ

â íóëü, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó

óðàâíåíèþ

(1− 3λ)
3 − (1− 3λ) 3T 2 + 2Q = 0. (19)

Çäåñü T è Q � äâà äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðà, ïðè-

íèìàþùèå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 1, ïðè÷åì ïåðâûé èç íèõ

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

T =

√
|〈α|β〉|2 + |〈α|γ〉|2 + |〈β|γ〉|2

3
(20)

è èìååò ñìûñë ñðåäíåãî ïåðåêðûòèÿ ìåæäó

ñîñòîÿíèÿìè-áóêâàìè, à âòîðîé ïàðàìåòð îïðå-

äåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ

ñîñòîÿíèé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ðàâåí

Q =
〈β|α〉〈α|γ〉〈γ|β〉 + 〈α|β〉〈γ|α〉〈β|γ〉

2
=

= |〈β|α〉〈α|γ〉〈γ|β〉| cos (2Sαβγ), (21)

ãäå

Sαβγ =
Im (α∗β + β∗γ + γ∗α)

2
(22)

� ïëîùàäü îðèåíòèðîâàííîãî òðåóãîëüíèêà, îáðà-

çîâàííîãî òî÷êàìè α, β è γ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè, ïðè÷åì çíàê ýòîé âåëè÷èíû ïîëîæèòåëåí ïðè

îáõîäå âåðøèí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è îòðèöàòå-

ëåí ïðè îáõîäå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ òðåõ

òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé, íàïðèìåð, äëÿ äåéñòâè-

òåëüíûõ α, β è γ, êàê ñëåäóåò èç (22), Sαβγ = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ òðåóãîëüíèêà ñ ïëîùàäüþ

Sαβγ = π/4 +mπ/2, ãäå m � öåëîå ÷èñëî, Q îáðà-

ùàåòñÿ â íóëü.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (19) ïðîâå-

äåì çàìåíó ïåðåìåííîé

ν =
1− 3λ

2T
(23)

è ïåðåïèøåì åãî â âèäå

4ν3 − 3ν + sin 3θ = 0, (24)

ãäå ââåäåí íîâûé ïàðàìåòð θ, îïðåäåëÿåìûé èç ñî-

îòíîøåíèÿ

sin 3θ =
Q

T 3
. (25)

Ïîäîáíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ âîçìîæíà âñåãäà â ñèëó

îãðàíè÷åíèÿ |Q| ≤ T 3
, êîòîðîå ñëåäóåò èç èçâåñòíî-

ãî íåðàâåíñòâà àðè�ìåòè÷åñêîãî è ãåîìåòðè÷åñêîãî

ñðåäíèõ [30℄: äëÿ ëþáûõ òðåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-

ñåë x1, x2, x3 èõ ãåîìåòðè÷åñêîå ñðåäíåå îãðàíè÷åíî

ñâåðõó èõ àðè�ìåòè÷åñêèì ñðåäíèì,

3
√
x1x2x3 ≤ (x1 + x2 + x3)/3.

Â íàøåì ñëó÷àå

x1 = |〈α|β〉|2 , x2 = |〈β|γ〉|2 , x3 = |〈γ|α〉|2 ,

îòêóäà èñêîìîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò ñ ó÷åòîì òîãî,

÷òî ìîäóëü êîñèíóñà íå ïðåâûøàåò åäèíèöó:

|Q|2/3 ≤ 3
√
x1x2x3 ≤ T 2.

Ïî îïðåäåëåíèþ óãîë 3θ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò

−π/2 äî π/2, à ýòî çíà÷èò, ÷òî óãîë θ ëåæèò â èí-

òåðâàëå [−π/6, π/6].
Îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24) íàõîäèòñÿ èç �îð-

ìóëû äëÿ êóáà ñèíóñà

sin3 θ = (3 sin θ − sin 3θ)/4,

îòêóäà ñëåäóåò u1 = sin θ. Äâà äðóãèõ êîðíÿ èìåþò

âèä

u2,3 = sin

(
θ ± 2π

3

)
,

â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïîäñòàâèâ èõ â óðàâíåíèå

(12) è âîñïîëüçîâàâøèñü òîé æå �îðìóëîé äëÿ êóáà

ñèíóñà ñ ó÷åòîì 2π-ïåðèîäè÷íîñòè ñèíóñà. Âîçâðà-

ùàÿñü ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè â âèäå

λn =
1

3

[
1− 2T sin

(
θ +

2πn

3

)]
, n = 0, 1, 2. (26)

Âåëè÷èíû Q, T è θ çàâèñÿò òîëüêî îò ðàññòîÿíèé

ìåæäó òðåìÿ êîãåðåíòíûìè ñîñòîÿíèÿìè-áóêâàìè

íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è îò ïëîùàäè òðåóãîëü-

íèêà, îáðàçóåìîãî èìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ λn èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê ñäâè-

ãàì è âðàùåíèþ âñåõ òðåõ ñîñòîÿíèé-áóêâ íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Êàê è â ñëó÷àå äâóõ ñîñòîÿ-

íèé, òàêàÿ èíâàðèàíòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî â

óðàâíåíèå (18) âõîäÿò òîëüêî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-

íèÿ âåêòîðîâ, êîòîðûå íå èçìåíÿþòñÿ óíèòàðíûìè

îïåðàòîðàìè ñäâèãà D(δ) è âðàùåíèÿ U(ψ). Êàê è

â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ââåäåì òðè ¾àáñîëþòíûõ¿

ïàðàìåòðà äëÿ íàáîðà ñîñòîÿíèé-áóêâ: êîîðäèíàòó

öåíòðîèäà òðåóãîëüíèêà (òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

[31℄) ξ = (α+β+γ)/3 è óãîë íàêëîíà ìåäèàíû, îïó-

ùåííîé èç òî÷êè α, ê äåéñòâèòåëüíîé îñè arg(α−ξ).
Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ òðè êîìïëåêñíûõ àìïëèòó-

äû çàäàþòñÿ øåñòüþ äåéñòâèòåëüíûìè ïàðàìåòðà-

ìè, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè áó-

äóò çàâèñåòü òîëüêî îò òðåõ ¾îòíîñèòåëüíûõ¿ ïà-

ðàìåòðîâ, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê

òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïå ñäâèãîâ è âðàùåíèé.

Êàê ïîêàçûâàåò óðàâíåíèå (26), ÷èñëî ïàðàìåòðîâ

ìîæåò áûòü äàæå óìåíüøåíî äî äâóõ, T è θ, îä-

íàêî ýòè ïàðàìåòðû íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â

471



Ì. Ì. Ýñêàíäåðè, Ñ. ß. Êèëèí, Ä. Á. Õîðîøêî ÆÝÒÔ, òîì 163, âûï. 4, 2023

òîì ñìûñëå, ÷òî ïðåäåëû èçìåíåíèÿ îäíîãî èç íèõ

çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ äðóãîãî. Ýòî ñëåäóåò èç ñëåäó-

þùåãî òðåáîâàíèÿ: îïåðàòîð ïëîòíîñòè â êâàíòîâîé

ìåõàíèêå âñåãäà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, à çíà÷èò

åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn âñåãäà íåîòðèöàòåëü-

íû. Ïîëàãàÿ θ = −π/6, èìååì sin(θ + 2π/3) = 1 è

èç óðàâíåíèÿ (26) ïîëó÷àåì, ÷òî λ1 íåîòðèöàòåëüíî

òîëüêî ïðè T ≤ 1/2. Â îáùåì ñëó÷àå âåðõíÿÿ ãðà-

íèöà T áóäåò ñëîæíîé �óíêöèåé θ, ÷òî çàòðóäíÿåò

àíàëèç ýíòðîïèè.

3.2. Ïðåäñòàâëåíèå òðåóãîëüíèêà òî÷êîé â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

è ýíòðîïèè íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî ââåñòè òðè ¾îò-

íîñèòåëüíûõ¿ ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùèõ âçàèì-

íîå ðàñïîëîæåíèå àìïëèòóä α, β, γ íà êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ïåðåõîäèì â ñè-

ñòåìó êîîðäèíàò ñ öåíòðîì, ðàñïîëîæåííûì â öåí-

òðîèäå ξ = (α+ β + γ)/3. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

àìïëèòóäû α, β, γ ïðåîáðàçóþòñÿ â àìïëèòóäû

α1 = α− ξ, β1 = β − ξ, γ1 = γ − ξ, (27)

ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1a. Ïðè ýòîì îñòàåòñÿ íåèñ-

êëþ÷åííûì åùå îäèí ¾àáñîëþòíûé¿ ïàðàìåòð �

óãîë arg(α1) ïîâîðîòà òðåóãîëüíèêà α1β1γ1 íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè àìïëèòóä. ×òîáû åãî èñêëþ-

÷èòü, ïåðåéäåì â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, êîîðäè-

íàòàìè òî÷åê êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíû òðåóãîëü-

íèêà

x = |α− β|, y = |γ − β|, z = |γ − α|. (28)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì òî÷êà â

ïðîñòðàíñòâå (x, y, z), íàïðèìåð, òî÷êà 1 íà ðèñ. 1b,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíèêó α1β1γ1 íà ïëîñêî-

ñòè ðèñ. 1a, íå çàâèñèò îò óãëà arg(α1). Îäíàêî ïðè

òàêîì îòîáðàæåíèè ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå

òðåóãîëüíèêè îòîáðàæàþòñÿ â ðàçíûå òî÷êè òðåõ-

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàê, ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâà-

ëåíòíûå òðåóãîëüíèêè αiβiγi (i = 1, 2, . . . , 6) íà

ðèñ. 1a, ÿâëÿþùèåñÿ øåñòüþ ýëåìåíòàìè ñèììåòðè-

÷åñêîé ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê S3
1)

ñòîðîí òðåóãîëü-

íèêà:

1 = (x, y, z), 2 = (y, x, z), 3 = (z, x, y),

1)

Èçîìîð�íîé äèýäðàëüíîé ãðóïïå D3 ïðåîáðàçîâàíèé

òðåóãîëüíèêà α1β1γ1: íàïðèìåð, òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ, ÷åòûðåõ ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî èçîöåíòðà íà 120◦

(1 → 3, 3 → 5, 2 → 4, 4 → 6) è îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìíè-

ìîé îñè 1 → 2.

(a)

(b)

�èñ. 1. a) Òðåóãîëüíèê α1β1γ1, îáðàçóåìûé àìïëèòóäàìè

(27), è òðåóãîëüíèêè αiβiγi (i = 2, . . . , 6), ïîëó÷àåìûå

ïðè ïåðåñòàíîâêå åãî ñòîðîí (28), âìåñòå îáðàçóþùèå ýëå-

ìåíòû ãðóïïû S3. b) Îòîáðàæåíèå òðåóãîëüíèêîâ αiβiγi
èç êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè àìïëèòóä â òî÷êè òðåõìåðíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà i, êîîðäèíàòû êîòîðûõ çàäàþò ñòîðîíû

òðåóãîëüíèêîâ (αiβiγi 7→ i). Öâåò ñåêòîðà íà ðèñ. b ñîîò-

âåòñòâóåò öâåòó îòîáðàæàåìîãî òðåóãîëüíèêà íà ðèñ. a

4 = (z, y, x), 5 = (y, z, x), 6 = (x, z, y),

è ãåíåðèðóþùèå îäèíàêîâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,

ïðåäñòàâëåíû øåñòüþ ðàçíûìè òî÷êàìè â òðåõìåð-

íîì ïðåäñòàâëåíèè íà ðèñ. 1b.

Ââåäåì ïàðàìåòðèçàöèþ, ïîçâîëÿþùóþ èçáå-

æàòü ýòîé ìíîãîçíà÷íîñòè. 3D-îáëàñòü, â êîòîðóþ

îòîáðàæàþòñÿ òðåóãîëüíèêè, îãðàíè÷èâàåòñÿ

íåðàâåíñòâàìè

x+ y ≥ z, x+ z ≥ y, y + z ≥ x,

îáðàçóþùèìè òðåóãîëüíûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â íà-

÷àëå êîîðäèíàò. Òî÷êè, èçîáðàæàþùèå òðåóãîëüíè-

êè ñ çàäàííûì ïîëóïåðèìåòðîì p, ðàñïîëîæåííûå
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íà ïëîñêîñòè x + y + z = 2p, îãðàíè÷åíû åå ñå÷å-

íèåì ñ äàííûì êîíóñîì ðèñ. 1b. Âåðøèíàìè ýòîé

ðàâíîñòîðîííåé òðåóãîëüíîé îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ òî÷-

êè A = (p, p, 0), B = (p, 0, p) è C = (0, p, p). Åå öåíòð

� òî÷êà

G =
(2
3
p,

2

3
p,

2

3
p
)

åñòü 3D-îòîáðàæåíèå ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíè-

êà èç êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ââåäåì â ïëîñêîñòè

ABC äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (u, v) ñ öåíòðîì

â òî÷êå G, ñ îñüþ v, ëåæàùåé â îäíîé ïëîñêîñòè ñ

îñüþ z, è ñ îñüþ u, ïåðïåíäèêóëÿðíîé åé (ðèñ. 1b).

Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûå âåêòîðû âäîëü íàïðàâëåíèé

u è v ÷åðåç eu è ev ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè âåêòîðû

ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eu = (−ex + ey)/
√
2, (29)

ev = (−ex − ey + 2ez)/
√
6, (30)

ãäå ex, ey è ez � åäèíè÷íûå âåêòîðû âäîëü íàïðàâ-

ëåíèé x, y è z ñîîòâåòñòâåííî.

Â ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC áóäåì ïîëüçî-

âàòüñÿ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè (r, ϕ), êîòîðûå

ââîäÿòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: u = r cosϕ,

v = r sinϕ. Âåêòîð

r(x,y,z) = xex + yey + zez,

ðàñïîëîæåííûé â ïëîñêîñòè ABC è ïðåäñòàâëÿþ-

ùèé òðåóãîëüíèê (x, y, z), ìîæíî çàïèñàòü êàê

2p(ex + ey + ez)/3 + r cosϕeu + r sinϕev.

Ïðèðàâíèâàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ, ñ èñïîëüçîâàíè-

åì óðàâíåíèé (29) è (30) ïîëó÷àåì ïîñëå íåêîòîðûõ

ïðåîáðàçîâàíèé

x = [2p+
√
6r sin (ϕ+ 4π/3)]/3, (31)

y = [2p+
√
6r sin (ϕ+ 2π/3)]/3, (32)

z = [2p+
√
6r sin (ϕ)]/3. (33)

Ïðè r = 0 ïîëó÷àåì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëü-

íèê, à ïðè ϕ = (2k+1)π/6, ãäå k ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ

îò 0 äî 5 � ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè, ïðè÷åì

â òðåóãîëüíèêàõ ñ k = 0, 2, 4 îñíîâàíèå ìåíüøå, ÷åì

áîêîâûå ñòîðîíû, à â òðåóãîëüíèêàõ ñ k = 1, 3, 5 �

áîëüøå. Òàê, äëÿ r 6= 0, ïðè èçìåíåíèè ϕ îò π/6

äî π/2 òðåóãîëüíèê ïëàâíî èçìåíÿåò ñâîþ �îðìó

îò ðàâíîáåäðåííîãî ñ x < y = z äî äðóãîãî ðàâíî-

áåäðåííîãî ñ x = y < z. Â îñòàëüíûõ ïÿòè ñåêòî-

ðàõ, îäíîçíà÷íî çàäàâàåìûõ ïàðàìåòðîì ϕ, èìååì

ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå òðåóãîëüíèêè ñ ïåðå-

ñòàâëåííûìè ñòîðîíàìè, ò.å. èññëåäîâàíèå ýíòðîïèè

äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü îäíèì èç ýòèõ ñåêòîðîâ, íà-

ïðèìåð, ϕ ∈ [π/6, π/2], ãäå z ≥ y ≥ x. Â ýòîì ñåêòî-

ðå, äëÿ çàäàííîãî óãëà ϕ, r ∈
[
0, p/

(√
6 sinϕ

)]
(ñì.

òàêæå ðèñ. 2a, ãäå ýòîò ñåêòîð îáîçíà÷åí øòðèõîâ-

êîé).

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé òðåóãîëüíèê ïîëíîñòüþ

îïèñûâàåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè (p, r, ϕ), ãäå ïîëó-

ïåðèìåòð p çàäàåò åãî ðàçìåð, ïàðàìåòð r õàðàêòå-

ðèçóåò åãî äå�îðìàöèþ � ñòåïåíü óäàëåííîñòè îò

ðàâíîñòîðîííåãî, à ϕ çàäàåò �îðìó òðåóãîëüíèêà

ïðè çàäàííîì ðàçìåðå è äå�îðìàöèè.

Äëÿ èçâåñòíûõ (x, y, z) ïàðàìåòðû (p, r, ϕ) ìîæíî

ïîëó÷èòü, îáðàùàÿ óðàâíåíèÿ (31)�(33). Äëÿ ïîëó-

ïåðèìåòðà p ïîëó÷àåì ïðîñòî åãî îïðåäåëåíèå, äëÿ

äå�îðìàöèè �

r =

√
(x− 2p/3)

2
+ (y − 2p/3)

2
+ (z − 2p/3)

2
, (34)

è, íàêîíåö, äëÿ óãëà �

ϕ = arcsin

(√
3

2

z − 2p/3

r

)
. (35)

Â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ìû ïîëàãàåì z ≥ y ≥ x,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ϕ ïîïàäàåò â èíòåðåñóþùèé íàñ

ñåêòîð ϕ ∈ [π/6, π/2].

3.3. Ýíòðîïèÿ �îí Íåéìàíà

Ýíòðîïèÿ �îí Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà ïëîòíî-

ñòè äàåòñÿ ýíòðîïèåé Øåííîíà åãî ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé:

S = −
2∑

n=0

λn log2 λn. (36)

Ýòà âåëè÷èíà ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ìàêñèìàëüíî-

ìó çíà÷åíèþ log2 3 = 1.585 ïðè äîñòàòî÷íîì âçà-

èìíîì óäàëåíèè âñåõ òðåõ òî÷åê íà êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

ñ îòíîñèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè (p, r, ϕ) âåëè÷èíû

(x, y, z) ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî �îðìóëàì (31)�(33).

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà äàåòñÿ �îðìóëîé �åðîíà

Sαβγ =
√
p(p− x)(p− y)(p− z), êîòîðàÿ âìåñòå ñ

�îðìóëîé (9) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü T è Q ÷åðåç

(x, y, z), à çàòåì íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðà-

òîðà ïëîòíîñòè ïî �îðìóëå (26). Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû

ðåçóëüòàòû òàêîãî ðàñ÷åòà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

ïîëóïåðèìåòðà p.

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïîëóïåðèìåòðà p (ìàëûõ

îòëè÷èé àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé) ìàêñè-

ìàëüíîé ýíòðîïèåé îáëàäàþò âûðîæäåííûå êîí�è-

ãóðàöèè A, B è C, êîãäà îäíà èç áóêâ äâóõáóêâåí-

íîãî àë�àâèòà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ïîâòîðÿåòñÿ

2 ÆÝÒÔ, âûï. 4
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(a) (b)

(c) (d)

�èñ. 2. Ýíòðîïèÿ Sp ðàâíîâåðîÿòíîé ñìåñè òðåõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, îáðàçóþùèõ òðåóãîëüíèê ñ ïîëóïåðè-

ìåòðîì p, äëÿ âñåâîçìîæíûõ êîí�èãóðàöèé òðåóãîëüíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåí òî÷êîé íà ïëîñêîñòè

{u = r cosϕ, v = r sinϕ} èç îáëàñòè ABC. Òî÷êà G íà ðèñ. a ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîñòîðîííåìó òðåóãîëüíèêó êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé. Òî÷êè A, B è C îáîçíà÷àþò âûðîæäåííûå ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè {x = y, z = 0}, {x = z, y = 0} è

{y = z, x = 0} ñîîòâåòñòâåííî. Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü íà ðèñ. a âûäåëÿåò ñåêòîð ϕ ∈ [π/6 , π/2 ] , ãäå z ≥ y ≥ x. Òî÷êè

èç ïÿòè äðóãèõ ñåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþò ïåðåñòàíîâêàì ñòîðîí x, y, z òðåóãîëüíèêà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé èç äàííîãî

ñåêòîðà. p = 0.8 (a) , 0.88 (b) ; pc = 1.097 (c) , 1.15 (d)

â äâà ðàçà ÷àùå äðóãîé

2)

. Íà ðèñ. 2a ýòà ñèòóà-

öèÿ ïðåäñòàâëåíà òðåìÿ ìàêñèìóìàìè â òî÷êàõ A,

B, C è ìèíèìóìîì â òî÷êå G (ðàâíîñòîðîííèé òðå-

óãîëüíèê êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé). Ïðè óâåëè÷åíèè

p â îáëàñòè çíà÷åíèé p = 1 ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå

ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòè ýíòðîïèè Sp îò êîí�èãó-

ðàöèè òðåóãîëüíèêà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé. Âíà-

÷àëå (ðèñ. 2b) ïîÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûé ìàêñèìóì â

òî÷êå G, âåëè÷èíà êîòîðîãî áûñòðî ðàñòåò è ïðè

p = pc = 1.097 åãî çíà÷åíèå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì ìàê-

2)

Â ýòîì ñëó÷àå, íàïðèìåð äëÿ êîí�èãóðàöèè A,

ìàòðèöà ïëîòíîñòè (15) òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â ìàòðèöó

ρ = (2|α〉〈α| + |β〉〈β|) /3, èìåþùóþ äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ

λ± =
[

3±
√

1 + 8 exp (−p2)
]

/6, êîòîðûå, êàê ìîæíî ïîêà-

çàòü, ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, âû÷èñëÿåìûìè

ïî �îðìóëå (26): λ+ = λ0, λ− = λ2. Òðåòüå ñîáñòâåííîå çíà-

÷åíèå λ1 = 0.

ñèìóìàì äëÿ âûðîæäåííûõ êîí�èãóðàöèé A, B, C

(ðèñ. 2ñ). Ïðè p > pc ýíòðîïèÿ â òî÷êå G ñòàíîâèòñÿ

ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìîì äëÿ âñåâîçìîæíûõ êîí�è-

ãóðàöèé òðåõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé (ðèñ. 2d).

Çàäà÷åé, âàæíîé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé,

ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè äëÿ

çàäàííîãî ñðåäíåãî ÷èñëà �îòîíîâ

N = Tr

(
a†aρ

)
=

=
|α|2 + |β|2 + |γ|2

3
= |ξ|2 + x2 + y2 + z2

9
, (37)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ïóòåì ïåðåõîäà

ê êîîðäèíàòàì àìïëèòóä îòíîñèòåëüíî öåíò-

ðîèäà α1, β1, γ1 (27) è èñïîëüçîâàíèÿ ñâîéñòâà

α1 + β1 + γ1 = 0. Êàê è â ñëó÷àå äâóõ êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé, ðàññìîòðåííîì â ðàçä. 2, ñðåäíåå ÷èñëî

�îòîíîâ çàâèñèò íå òîëüêî îò îòíîñèòåëüíûõ ïàðà-
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(a)
(b)

(c) (d)

�èñ. 3. Ýíòðîïèÿ S(Nr)
ñìåñè òðåõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé (15) ñ çàäàííîé îòíîñèòåëüíîé ýíåðãèåé ~ωNr äëÿ âñåâîç-

ìîæíûõ êîí�èãóðàöèé òðåóãîëüíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåí òî÷êîé íà ïëîñêîñòè {u = r cosϕ, v = r sinϕ} èç
îáëàñòè ABC (ñì. îáîçíà÷åíèÿ íà ðèñ. 2). Nr = 0.2 (a), 1 (b), 2 (c) , 3 (d)

ìåòðîâ, íî è îò àáñîëþòíîãî � ìîäóëÿ êîîðäèíàòû

öåíòðîèäà |ξ|. Ýíòðîïèÿ êàê ìåðà ðàçëè÷èìîñòè

ñîñòîÿíèé (áóêâ), èñïîëüçóåìûõ äëÿ êîäèðîâàíèÿ

ñîîáùåíèé, çàâèñèò òîëüêî îò îòíîñèòåëüíîé ÷àñòè

ýíåðãèè ýòèõ ñîñòîÿíèé, ò.å. îò âåëè÷èíû

Nr = (x2 + y2 + z2)/9.

Â îòëè÷èå îò ýíòðîïèè äëÿ ìíîæåñòâà òðåóãîëü-

íèêîâ ñ çàäàííûì ïîëóïåðèìåòðîì (ðèñ. 2), ýíòðî-

ïèÿ ìíîæåñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñ çàäàííîé îòíîñè-

òåëüíîé ýíåðãèåé ~ωNr ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé �óíê-

öèåé ïåðåìåííûõ {u = r cosϕ, v = r sinϕ}, êàê ïîêà-
çûâàþò ïðèìåðû, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 3. Ïðè ýòîì

åå ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðå-

óãîëüíèêà è ýòîò ìàêñèìóì ðàñòåò ñ ðîñòîì Nr.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàí ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ïîèñ-

êà ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè Smax3 (N) ïðè çàäàííîì

ñðåäíåì ÷èñëå �îòîíîâ N , ãäå îïòèìèçàöèÿ ïðîâî-

äèòñÿ ïî âñåì øåñòè ïàðàìåòðàì, êàê îòíîñèòåëü-

íûì, òàê è àáñîëþòíûì. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

ýíòðîïèè ïðè êàæäîì N ñîîòâåòñòâóåò |ξ| = 0 è

r = 0, ò.å. ðàâíîñòîðîííåìó òðåóãîëüíèêó, öåíòðè-

ðîâàííîìó â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íàéäåííàÿ âåëè÷è-

íà ñðàâíèâàåòñÿ ñ çàâèñèìîñòüþ Smax2 (N), îïðåäå-

ëÿåìîé óðàâíåíèåì (13). Êàê äëÿ äâóõ, òàê è äëÿ

òðåõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ìàêñèìàëüíàÿ ýíòðî-

ïèÿ ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ

ñ ðîñòîì ñðåäíåãî ÷èñëà �îòîíîâ N . Âàæíî, ÷òî íå

òîëüêî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå äëÿ òðåõ ñîñòîÿíèé âû-

øå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ äâóõ, íî è ÷òî êðèâàÿ

Smax3 (N) âñåãäà ëåæèò âûøå êðèâîé Smax2 (N), äà-

æå ïðè ìàëûõ N , ÷òî âèäíî íà âñòàâêå íà ðèñ. 4.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ñêîëü óãîäíî âûñîêîì óðîâíå

ïîòåðü â îïòè÷åñêîé ëèíèè ñâÿçè êîäèðîâàíèå íà îñ-

íîâå òðåõ ñîñòîÿíèé ïðåâîñõîäèò ïî åìêîñòè êîäè-

ðîâàíèå íà îñíîâå äâóõ.

3.4. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà

ïëîòíîñòè

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðà-

òîðà ïëîòíîñòè ââåäåì òðè íîâûõ âåêòîðà, ÿâëÿþ-
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�èñ. 4. Ìàêñèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ïðè çàäàííîì ñðåäíåì

÷èñëå �îòîíîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõ (øòðèõîâàÿ çåëå-

íàÿ ëèíèÿ) è äâóõ (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ êðàñíàÿ ëèíèÿ) êî-

ãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé. Çíà÷åíèå |ξ| + r, ïðè êîòîðîì äî-

ñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì Smax
3 (ñïëîøíàÿ ñèíÿÿ ëèíèÿ), ðàâíî

íóëþ. Âñòàâêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçíîñòü ýíòðîïèé äëÿ òðåõ

è äâóõ ñîñòîÿíèé âñåãäà ïîëîæèòåëüíà

ùèõñÿ ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà

ñäâèãà (10) íà ñîñòîÿíèÿ-áóêâû:

|ψµ〉 = D(−ξ)|µ〉 = e−iIm(ξµ∗)|µ1〉, (38)

ãäå µ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ α, β è γ. Åñëè íîâûå ñî-

ñòîÿíèÿ ìîäû ïîëÿ ñëóæàò áóêâàìè àë�àâèòà äëÿ

êîäèðîâàíèÿ ñîîáùåíèé â êâàíòîâîì êàíàëå ñâÿçè

è èìåþò ðàâíûå ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà, òî îïåðàòîð

ïëîòíîñòè ñëó÷àéíî âûáðàííîé ìîäû èìååò âèä

ρ̃ =
1

3
(|ψα〉〈ψα|+ |ψβ〉〈ψβ |+ |ψγ〉〈ψγ |) =

= D(−ξ)ρD†(−ξ). (39)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð ρ̃ ïîëó÷åí èç îïåðàòîðà ρ ïî-

ñðåäñòâîì óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ ðàâíû λn, à ñîáñòâåííûå âåêòîðû èìå-

þò âèä

|λ̃n〉 = D(−ξ)|λn〉.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ρ̃, ÷òî

ïðîùå, ÷åì íàõîäèòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû ρ, ìû ïî-

ëó÷èì ïîñëåäíèå â âèäå

|λn〉 = D(ξ)|λ̃n〉.

Òðè ñîáñòâåííûõ âåêòîðà îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ρ̃

ëåæàò â ëèíåéíîé îáîëî÷êå òðåõ êîãåðåíòíûõ ñîñòî-

ÿíèé {|α1〉, |β1〉, |γ1〉} è ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

ñóïåðïîçèöèè

|λ̃n〉 = C̃αn |α1〉+ C̃βn |β1〉+ C̃γn |γ1〉, (40)

÷üè êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü,

äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì D(−ξ) íà îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(17) è âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (38):

C̃µn = Cµne
−iIm(ξµ∗).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìîäóëè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

ïàð êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé |〈µ|δ〉| â óðàâíåíèÿõ (18)
îïðåäåëÿþòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì � ðàññòîÿíèåì

ìåæäó íèìè (28), ðàâíûì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, ïðîòèâîïîëîæíîé òðåòüåìó

êîãåðåíòíîìó ñîñòîÿíèþ, íå âõîäÿùåìó â ïàðó {µ, δ}
èç ìíîæåñòâà òðåõ àìïëèòóä A = {α, β, γ}:

(A\ {α, β} = {γ} , A\ {β, γ} = {α} , A\ {α, γ} = {β}) ,

ââåäåì �óíêöèþ

s(γ) = x, s(α) = y, s(β) = z, (41)

êîòîðàÿ, ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé (26), ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ (18) äëÿ

âåêòîðîâ ñ öåíòðîèäîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (40)

â âèäå




νn qs(γ)e
iψαβ qs(β)e

iψαγ

qs(γ)e
iψβα νn qs(α)e

iψβγ

qs(β)e
iψγα qs(α)e

iψγβ νn






C̃αn

C̃βn

C̃γn


 = 0.

(42)

Çäåñü

νn = sin (θ + 2πn/3) ,

qs(µ) = e−(s(µ))2/2/(2T )

� íàáîð íîðìèðîâàííûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

(
q2s(α) + q2s(β) + q2s(γ) = 3/4

)
,

à ψµδ = Im (µ∗δ) � �àçû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâå-

äåíèé 〈µ1|δ1〉:

ψαβ = ψβγ = ψγα =

= −ψαγ = −ψβα = −ψγβ = ψ = 2Sαβγ/3 > 0.

�åøåíèå óðàâíåíèé (42) äàåò òðè îðòîíîðìèðî-

âàííûõ, 〈λ̃n|λ̃m〉 = δnm, ñîáñòâåííûõ âåêòîðà (40),

ðàñïðåäåëåíèå äåâÿòè àìïëèòóä âåðîÿòíîñòåé

∣∣∣C̃µn
∣∣∣
2

â êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

∣∣∣C̃µn
∣∣∣
2

=
1

9λn

ν2n − q2s(µ)

ν2n − 1/4
, (43)

à èõ �àçû çàäàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî

ñëàãàåìîãî, íàïðèìåð, �àç àìïëèòóä C̃γn äëÿ ðàçëè÷-

íûõ n,

C̃µn =
∣∣∣C̃µn

∣∣∣ eiΨ
µγ
n , µ = α, β, (44)
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ïîñðåäñòâîì âûðàæåíèÿ

eiΨ
µγ
n =

−νnqs(A/{µ,γ})eiψµγ + qs(µ)qs(γ)e
−2iψµγ

√
(ν2n − q2s(µ))(ν

2
n − q2s(γ))

.

(45)

Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïðè-

íèìàþò â ñëó÷àå ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ξ = 0), äëÿ êîòîðîãî,

êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, ýíòðîïèÿ ìàêñèìàëü-

íà ïðè çàäàííîì ñðåäíåì ÷èñëå �îòîíîâ. Äëÿ íåãî

qs(µ) = 1/2, θ = ψ + π/6, ψ =
√
3|γ|2/2, ÷òî, ñîãëàñ-

íî óðàâíåíèÿì (43)�(45), ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ÿâ-

íûì âûðàæåíèÿì äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ:

|λ̃n〉 =
1

3
√
λn

(
ei

2π
3 (n+1)|α〉+ e−i

2π
3 (n+1)|β〉+ |γ〉

)
,

n = 0, 1, 2, (46)

è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (26) (ðèñ. 5):

λn =
1

3

[
1− 2e−

2π
3 |γ|2 sin

(
ψ +

π (1 + 4n)

6

)]
. (47)

�èñ. 5. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn (47) äëÿ ñëó÷àÿ ðàâ-

íîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà êàê �óíêöèè åãî ïëîùàäè

ψ = 2Sαβγ/3 =
√
3|α|2/2

Ñîñòîÿíèÿ (46) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóïåðïîçè-

öèè êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, ëåæàùèõ íà îêðóæíî-

ñòè â �àçîâîé ïëîñêîñòè, è øèðîêî èçó÷àþòñÿ â ñâÿ-

çè ñ òåì, ÷òî ÿâëÿþòñÿ îïòè÷åñêèìè ðåàëèçàöèÿìè

ìíîãîêîìïîíåíòíîãî êîòà Øð¼äèíãåðà [26,32℄.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé

α = ei2π/3γ, β = e−i2π/3γ,

âûïîëíåííûõ äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà,

ñîáñòâåííûå âåêòîðû (46) ìîæíî òàêæå ïðåäñòà-

âèòü, èñïîëüçóÿ òðè ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðà

P
(g)
3

(
â†â
)
=

1

3
(1+2 cos

2π

3
(â†â+g)), g = 0,±1, (48)

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

P
(i)
3 P

(j)
3 = δij P

(i)
3

è îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð

∑

g=0,±1

P
(g)
3 = Î ,

à èìåííî,

∣∣∣λ̃n
〉
=

1√
λn
P

(gn)
3

(
â†â
)
|γ〉 , (49)

ãäå èíäåêñû gn îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ èíäåêñàìè n:3)

gn = (2 + n)mod3− 1, (50)

ò.å. g0 = 1, g1 = −1, g2 = 0, ïðè ýòîì

λn = 〈γ| P (gn)
3

(
â†â
)
|γ〉 .

Îïåðàòîð P
(0)
3 îñóùåñòâëÿåò ïðîåöèðîâàíèå íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâî �îêîâñêèõ ñîñòîÿíèé | n〉, èíäåêñ êî-
òîðûõ n êðàòåí 3:

P
(0)
3

(
â†â
)
| n〉 = δn,3k | n〉 , k = 0, 1, 2, . . . (51)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà,

êðàòíûå òðåì, êàê íåîòðèöàòåëüíóþ ÷àñòü P (H3)

ïîäãðóïïû H3 àääèòèâíîé ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë, òî

îïåðàòîðû P
(±1)
3 îñóùåñòâëÿþò ïðîåöèðîâàíèå íà

ïîäïðîñòðàíñòâà �îêîâñêèõ ñîñòîÿíèé, èíäåêñû êî-

òîðûõ ñîîòâåòñòâóþò íåîòðèöàòåëüíîé ÷àñòè ñìå-

ùåííûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå H3,

P (H3) = 0, 3, 6, 9, . . . ,

P (H3 + 1) = 1, 4, 7, 10, . . . ,

P (H3 + 2) = 2, 5, 8, 11, . . . ,

òàê êàê èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

P
(−1)
3

(
â†â
)
| n〉 = δn,3k+1 | n〉 ,

P
(+1)
3

(
â†â
)
| n〉 = δn,3k+2 | n〉 ,

k = 0, 1, 2, . . . (52)

3)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî ðàâåíñòâà óäîáíî

ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâ

P
(gn)
3

(

â†â
)

â íîðìàëüíî-óïîðÿäî÷åííîì âèäå. Ñòàð-

òóÿ ñ ñîîòíîøåíèÿ eiuâ
†â = : e(e

iu−1)â†â :, ïîëó÷èì

cos
(

u(â†â+ g)
)

= : e(cosu−1)â†â cos(sin(u)â†â + g) :,

÷òî ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó λn =
〈

γ|P
(gn)
3

(

â†â
)

|γ
〉

ñ λn,

îïðåäåëåííûì âûøå â (47).

477



Ì. Ì. Ýñêàíäåðè, Ñ. ß. Êèëèí, Ä. Á. Õîðîøêî ÆÝÒÔ, òîì 163, âûï. 4, 2023

Ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëüíîñòü ñîñòîÿíèé |λ̃n〉
ïðîÿâëÿåòñÿ êàê íåïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ,

â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû âåêòîðû |λ̃2〉, |λ̃1〉, |λ̃0〉.
Óðàâíåíèÿ (51) è (52) òàêæå äåìîíñòðèðóþò ïðè÷è-

íó ñîîòíîøåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ2 > λ1 > λ0
ïðè ψ < π/3 (ñì. ðèñ. 5), ñâÿçàííóþ ñ òåì, ÷òî

ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé áó-

äóò ïðåîáëàäàòü ñîñòîÿíèÿ èç ïîäãðóïïû, ñîäåðæà-

ùåé âàêóóìíûå ñîñòîÿíèÿ, ò.å. ñîñòîÿíèÿ |λ̃2〉, ñîçäà-
âàåìûå ïðîåêòîðîì P

(0)
3 (49). Ïðè óâåëè÷åíèè àì-

ïëèòóä êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé âåñà ñîñòîÿíèé |λ̃1〉
è |λ̃0〉 ïîî÷åðåäíî ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè λ2. Ñíà÷àëà,
ïðè ψ = π/3, äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî λ2 = λ1, äåìîí-

ñòðèðóÿ óâåëè÷åíèå âåñà îäíî�îòîííûõ ñîñòîÿíèé

èç |λ̃1〉 . Çàòåì, ïðè ψ = 2π/3, ñòàíîâÿòñÿ çíà÷èìû-

ìè äâóõ�îòîííûå ñîñòîÿíèÿ èç |λ̃0〉 è äîñòèãàåòñÿ

ðàâåíñòâî λ2 = λ0 (ðèñ. 5). Âåñà ñîñòîÿíèé |λ̃1〉 è
|λ̃0〉 âûðàâíèâàþòñÿ ïðè ψ = π. Ïðè äàëüíåéøåì

óâåëè÷åíèè àìïëèòóä äàííîå ÷åðåäîâàíèå ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé ïðîäîëæàåòñÿ ñ ïåðèîäîì π è ñ îä-

íîâðåìåííûì èõ ñòðåìëåíèåì ê çíà÷åíèþ 1/3. Îò-

ìå÷åííîå ðàçëè÷èå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â îïðåäå-

ëåííîì äèàïàçîíå àìïëèòóä êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé

ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäóðû

êîìïðåññèè êâàíòîâûõ äàííûõ [14℄ ïðè êîäèðîâàíèè

ïåðåäàâàåìûõ ñîîáùåíèé ñ ïîìîùüþ êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé.

4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäîâàíà åìêîñòü îïòè÷åñêî-

ãî êàíàëà ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèãíàëüíûõ ñî-

çâåçäèé â âèäå äâóõ è òðåõ ïðîèçâîëüíûõ êîãåðåíò-

íûõ ñîñòîÿíèé. Ñ ýòîé öåëüþ áûëà âû÷èñëåíà ýíòðî-

ïèÿ �îí Íåéìàíà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñìåñè äâóõ è

òðåõ ðàâíîâåðîÿòíûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ

ñëó÷àÿ òðåõ ñîñòîÿíèé áûëà ââåäåíà îðèãèíàëü-

íàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ òðåóãîëüíèêà, ïðåäñòàâëÿþùå-

ãî òðè êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè, è íà åå îñíîâå óñòàíîâëåíû ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà ïëîòíîñòè

ñìåñè òðåõ ïðîèçâîëüíûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé íàèáîëüøåå çíà-

÷åíèå èìååò ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò: ïðè çà-

äàííîì ñðåäíåì ÷èñëå �îòîíîâ ýíòðîïèÿ îïòèìàëü-

íîé ñìåñè òðåõ ñîñòîÿíèé âñåãäà ïðåâîñõîäèò ýíòðî-

ïèþ îïòèìàëüíîé ñìåñè äâóõ ñîñòîÿíèé è îïòèìàëü-

íîé êîí�èãóðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèé òðå-

óãîëüíèê ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ñëåäóåò îò-

ìåòèòü, ÷òî ýíòðîïèÿ îïðåäåëÿåò âåðõíèé ïðåäåë ïå-

ðåäàâàåìîé èí�îðìàöèè, à åå ðåàëüíûé îáúåì îïðå-

äåëÿåòñÿ êîíñòðóêöèåé ðåñèâåðà, èñïîëüçóåìîãî íà

ïðèíèìàþùåé ñòàíöèè. Îäíàêî ýíòðîïèéíûå ñîîò-

íîøåíèÿ, èññëåäîâàííûå â äàííîé ñòàòüå, îïðåäåëÿ-

þò �óíäàìåíòàëüíûé ïðåäåë, äîñòèæèìûé ñ ñîâåð-

øåíñòâîâàíèåì îïòè÷åñêèõ ðåñèâåðîâ.
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