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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èíòåãðàë ïî âðåìåíè îò ýëåêòðè÷åñêîãî èëè ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ êàê äëÿ ñâîáîäíîãî, òàê è äëÿ íåñâî-

áîäíîãî (ñâÿçàííîãî) ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ â òå÷åíèè äîñòàòî÷-

íî ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè. �å÷ü çäåñü èäåò îá

èíòåãðàëå âèäà

IE =

+∞∫

−∞

E(r, t) dt, (1)

ãäå E � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à r è t � êîîð-

äèíàòû è âðåìÿ. Âåëè÷èíà, àíàëîãè÷íàÿ (1), ìîæåò

áûòü ââåäåíà è äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî

â ïðîèçâîëüíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå èíòåãðàë IE
íå ðàâåí íóëþ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäå-

íèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñòàòè÷åñêîå ýëåêòðè÷å-

ñêîå ïîëå èëè ñòàöèîíàðíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Èíòå-

ãðàë âèäà (1) èíîãäà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Áåññî-

íîâà [1℄.

*
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×òî êàñàåòñÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ (íàïðèìåð, ïîëÿ êîíå÷íîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî

èìïóëüñà èëè ïîëÿ èçëó÷åíèÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû çà-

ðÿäîâ è òîêîâ) â îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî çàðÿäîâ è

òîêîâ, òî ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ â êàêîé-òî ìåðå íå ÿñ-

íîé. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èí-

òåãðàë (1) ðàâåí íóëþ äëÿ ëþáîãî ýëåêòðîìàãíèòíî-

ãî èìïóëüñà ñ êîíå÷íîé ïîëíîé ýíåðãèåé [2℄, íî èíî-

ãäà ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ñâîáîäíûõ ïîëåé ñ íåíóëå-

âûì èíòåãðàëîì Áåññîíîâà [3℄. Ñëîæíîñòü çäåñü ñî-

ñòîèò â ïîèñêå òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýëåê-

òðîìàãíèòíûõ èìïóëüñîâ ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé (ñì.,

íàïðèìåð, [4, 5℄). Èíòåðåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ïðî-

ìåæóòî÷íàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà îäíîâðåìåííî ïðèñóò-

ñòâóåò êàê ïîëå èçëó÷åíèÿ, òàê è ñòàòè÷åñêîå èëè

èíäóêöèîííîå ïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäàåòñÿ,

÷òî èíòåãðàë âèäà (1) äàæå îò èçëó÷àòåëüíîé ÷àñòè

ïîëíîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü íå ðàâåí íóëþ [2,5, 6℄.

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ âè-

äà (1) äëÿ ïîëåé äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ èìååò îòíîøå-

íèå ê îïðåäåëåíèþ òàê íàçûâàåìîãî òîðìîçíîãî èç-

ëó÷åíèÿ ìàëûõ ÷àñòîò äëÿ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâó-

þùèõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíî,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè

èçëó÷åíèÿ íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû â ïðåäåëå ìàëûõ

÷àñòîò è, ñëåäîâàòåëüíî, íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè
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íóëåâîé ÷àñòîòå (äåòàëè ñì. â [7℄). Ïîñëåäíåå, êàê

áóäåò ïîêàçàíî íèæå, âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî èíòå-

ãðàë Áåññîíîâà IE îò ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â ýòîì ñëó÷àå

íå ðàâåí íóëþ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëü-

ñòâî îáùåãî óòâåðæäåíèÿ î ðàâåíñòâå íóëþ èíòåãðà-

ëà âèäà (1) â ïîëå ïðîèçâîëüíîãî ñâîáîäíîãî ýëåê-

òðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé. Áó-

äåò ïîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî èíòåãðàëà Áåññîíîâà â

ýòîì ñëó÷àå ñâÿçàíî ñ íåâîçìîæíîñòüþ äëÿ ñâîáîä-

íîãî ýëåêòðîíà ïîãëîòèòü èëè èñïóñòèòü ñâîáîäíûé

�îòîí. Ïîìèìî ýòîãî áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êî-

ãäà ïðèñóòñòâóþò òàêæå è ñòàòè÷åñêèå è èíäóêöèîí-

íûå ïîëÿ, ñîçäàâàåìûå ýëåêòðè÷åñêèìè çàðÿäàìè, è

áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ñîõðàíÿåò ñèëó

è â ñëó÷àå ïîëÿ èçëó÷åíèÿ óñêîðåííî äâèæóùèõñÿ

çàðÿäîâ.

2. ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ

ÑÂÎÁÎÄÍÎ�Î ÏÎËß

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå ñâîáîäíîå ýëåêòðîìàã-

íèòíîå ïîëå, íå èìåþùåå íèêàêèõ ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ èëè âðåìåííûõ îñîáåííîñòåé. Òîãäà åãî ýëåê-

òðè÷åñêîå ïîëå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

∆E =
∂2E

∂t2
, (2)

∇E =0, (3)

íàèáîëåå îáùåå ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíî êàê

E(r, t) =
1

(2π)3

∫
eik

′
r×

×
(
E+(k

′, ω′)eiω
′t + E−(k

′, ω′)e−iω
′t
)
d3k′, (4)

ãäå k′
� âîëíîâîé âåêòîð, à ω′ = |k′| � ÷àñòîòà

1)

.

Êîìïëåêñíûå òðåõìåðíûå ñïåêòðàëüíûå àìïëèòóäû

E+(k) èE−(k) äîëæíû áûòü, â ñèëó (3), îðòîãîíàëü-

íû âåêòîðó k, à â îñòàëüíîì âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëü-

íûìè. Îíè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

E+(k
′, ω′) = E∗

−(−k′, ω′), (5)

ñëåäóþùèì èç âåùåñòâåííîñòè ïîëÿ E. Àìïëèòóäû

ìîãóò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåíû êàê �óíêöèè îò

n′ = k′/ω′
è ω′

: E+(n
′, ω′) è E−(n

′, ω′).

1)

Çäåñü è âåçäå äàëåå ñêîðîñòü ñâåòà c = 1.

�àññìîòðèì äàëåå �óðüå-ãàðìîíèêó ïîëÿ (4):

Eω(r) =

+∞∫

−∞

Ee−iωt dt =

=
1

(2π)2

∫
eik

′
rE+(k

′, ω)δ(ω′ − ω) d3k′ =

=
ω2

(2π)2

∮

4π

eiωn
′
rE+(n

′, ω) dn′, (6)

ïðåäåë êîòîðîé ïðè ω → 0 åñòü èíòåãðàë Áåññî-

íîâà IE . Èç âûðàæåíèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî

÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî IE 6= 0, àìïëèòóäà

E+(n
′, ω) äîëæíà ïðè ω → 0 ðàñõîäèòüñÿ ïî êðàé-

íåé ìåðå êàê ∝ 1/ω2
. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ

ýíåðãèÿ ïîëÿ

W =
1

(2π)4

∫
|E+(k

′, ω′)|2 d3k′ =

=
1

(2π)4

∞∫

0

∮

4π

ω′2|E+(n
′, ω)|2 dn′ dω′ =

=

∞∫

0

Wω′ dω′ ∼
∞∫

0

dω′

ω′2
= ∞, (7)

ãäå Wω′
� ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè, áóäåò

áåñêîíå÷íîé. Â ðàâåíñòâå (7) áûëî ó÷òåíî, ÷òî ýíåð-

ãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà ýíåðãèè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à òàê-

æå ñîîòíîøåíèå (5).

Èç ðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò âàæíîå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 1 Åñëè ýëåêòðîìàãíèòíûé èì-

ïóëüñ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå îáëàäàåò êîíå÷-

íîé ïîëíîé ýíåðãèåé, òî èíòåãðàë (1) ðàâåí íóëþ

â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.

Äàííîå óòâåðæäåíèå òàêæå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ýòîãî èìïóëüñà. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî

ñëåäóåò, ÷òî íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ, ñäåëàííûå â

ñòàòüå [3℄, ÿâëÿþòñÿ îøèáî÷íûìè è äëÿ ïðèâåäåí-

íûõ ïðèìåðîâ ñâîáîäíûõ ïîëåé èëè èíòåãðàë Áåñ-

ñîíîâà íà ñàìîì äåëå íå ðàâåí íóëþ, èëè ïîëÿ íå

ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàñ-

ñóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî àìïëèòóäà E+(n, ω) êîíå÷íî-

ãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà ìîæåò áûòü ðàçëî-

æåíà â ñëåäóþùèé ðÿä:

E+(n, ω) =
E−1
+ (n)

ω
+

∞∑

s=0

Es+(n)ωs, (8)
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ãäå êîý��èöèåíòû Es+(n) � íåêîòîðûå �óíêöèè óã-

ëîâûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü â ñâîþ î÷å-

ðåäü ðàçëîæåíû â ðÿä ïî ñ�åðè÷åñêèì �óíêöèÿì.

Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèè (8) ðàñõîäÿùèéñÿ ïðè

ω → 0 ÷ëåí ïîÿâëÿåòñÿ (êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå)

òîëüêî â ïîëå èçëó÷åíèÿ óñêîðåííî äâèæóùåéñÿ çà-

ðÿæåííîé ÷àñòèöû.

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëå äèïîëüíîãî

ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà (ñì. äåòàëè â [8,9℄), êî-

òîðîå, êàê áûëî óïîìÿíóòî â ðàáîòå [9℄, ÿâëÿåòñÿ îï-

òèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíöåíòðàöèè ýëåêòðî-

ìàãíèòíîé ýíåðãèè â öåíòðå èìïóëüñà. Ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî äëÿ òàêîãî èìïóëüñà àìïëèòóäà E+(n, ω)

âûðàæàåòñÿ êàê

E+(n, ω) = 2πiωf(ω)(A0 × n), (9)

ãäå A0 � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, à f(ω) � ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ïðîèçâîëüíîé âåùåñòâåííîé

�óíêöèè, çàäàþùåé �îðìó èìïóëüñà (ñì. [8℄). Òî-

ãäà �óðüå-ãàðìîíèêà (6) áóäåò ðàâíà

Eω(r) =
iω3f(ω)

2π
A0 ×

∮

4π

n′eiωrn
′

dn′ =

= 2ω3f(ω)

[
cosωr

ωr
− sinωr

(ωr)2

]
(A0 × nr), (10)

ãäå nr = r/r è r = |r|. Âûðàæåíèå (10) ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè ω → 0 ïî êðàéíåé ìåðå êàê ω3

, ÷òî îçíà-

÷àåò ðàâåíñòâî íóëþ èíòåãðàëà Áåññîíîâà (1) äëÿ

ïîëÿ èçëó÷åíèÿ äèïîëÿ.

3. ÑÎÕ�ÀÍÅÍÈÅ ÝÍÅ��ÈÈ È ÈÌÏÓËÜÑÀ

�åëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíûì îáîáùåíèåì èíòå-

ãðàëà (1) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ÷åòûðåõìåðíîå âåê-

òîðíîå âûðàæåíèå:

IiE =

+∞∫

−∞

F ik(x(s))uk(s) ds, (11)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ âäîëü ÷åòûðåõìåðíîé

êðèâîé x(s), çàäàâàåìîé åäèíè÷íûì ÷åòûðåõìåð-

íûì âåêòîðîì ui(s) = dxi(s)/ds, à F ik � òåíçîð

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èíòåãðàë Áåññîíîâà (1)

ïîëó÷àåòñÿ èç (11), åñëè âçÿòü ïðîñòðàíñòâåííûå

êîìïîíåíòû 4D-âåêòîðà IiE â ñëó÷àå, åñëè 4D-âåêòîð

u ïîñòîÿíåí è ðàâåí ui(s) = (1,0) .

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèå (11) ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ïðèðàùåíèå 4D-èìïóëüñà ∆P i çàðÿæåí-

íîé ÷àñòèöû ñ åäèíè÷íûì çàðÿäîì è ìàññîé, ïîëó-

÷àåìîå åé ïðè äâèæåíèå â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè. Ïðè ýòîì èíòåãðàë Áåñ-

ñîíîâà IE ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ÷àñòèöû âäîëü

ïðÿìîé ëèíèè (â ÷àñòíîì ñëó÷àå � ïîêîÿùàÿñÿ ÷à-

ñòèöà), ò.å. ïåðåäàííîìó ïîëåì ÷àñòèöå èìïóëüñó â

ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé èëè â òàê íàçû-

âàåìîì îäíîâåðøèííîì ïðèáëèæåíèè â êâàíòîâîé

ýëåêòðîäèíàìèêå. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî ñâîáîäíàÿ

çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà (ýëåêòðîí) â ñèëó çàêîíîâ ñî-

õðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà íå ìîæåò íè ïîãëîòèòü

ñâîáîäíûé �îòîí, íè èçëó÷èòü åãî. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, ÷àñòèöà, äâèæóùàÿñÿ ïî êðèâîé òðàåêòîðèè

(íåñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà) áóäåò â îáùåì ñëó÷àå èìåòü

íå ðàâíûé íóëþ èíòåãðàë (11).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî íóëþ èíòåãðàëà Áåñ-

ñîíîâà äëÿ êîíå÷íîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëü-

ñà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì çàêîíîâ ñîõðàíå-

íèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà äëÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è

�îòîíîâ. È ýòî ñâîéñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî

îáùèì è ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî

ìûñëèìîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà ñ êîíå÷íîé

ýíåðãèåé, ïîäòâåðæäàÿ òåì ñàìûì äîêàçàííîå âûøå

Óòâåðæäåíèå 1.

4. ÏÎËÅ ÈÇËÓ×ÅÍÈß ÇÀ�ßÆÅÍÍÎÉ

×ÀÑÒÈÖÛ Â ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÌ

Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ

�àññìîòðèì òåïåðü ïîëå èçëó÷åíèÿ óñêîðåííî

äâèæóùåéñÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû. Äëÿ íàøèõ öåëåé

äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîëå òîëüêî îäíîé ÷àñòè-

öû, ïîñêîëüêó, â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé ïîëÿ,

óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ ýòîãî ïðîñòîãî ñëó-

÷àÿ, ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà ýëåêòðîìàãíèò-

íîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìîé çàðÿ-

äîâ è òîêîâ. Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðè-

âàåìàÿ ÷àñòèöà ìåíÿåò ñâîþ ñêîðîñòü ñêà÷êîì, à â

îñòàëüíîå âðåìÿ äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëè-

íåéíî. Ýòî äîïóñòèìî, ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò èç-

ëó÷åíèå òîëüêî â îáëàñòè ìàëûõ ÷àñòîò è â ïðåäåëå

ïðè íóëåâîé ÷àñòîòå.

Âûïèøåì òåïåðü îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ÷åòûðåõ-

ìåðíûõ �óðüå-ãàðìîíèê ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðíî-

ãî ïîòåíöèàëà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

÷åðåç �óðüå-ãàðìîíèêè 4D-òîêà ji(k), ïîðîäèâøåãî

ýòî ïîëå [10℄:

Ai(k) = i8π2sign(k0)δ(k2)ji(k), (12)

ãäå sign(y) = 2θ(y) − 1, θ(y) � �óíêöèÿ åäèíè÷íîé

ñòóïåíüêè è ki = (k0,k) � ÷åòûðåõìåðíûé âîëíîâîé
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âåêòîð. Òîãäà òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ áóäåò

èìåòü âèä

F im(k) = 8π2sign(k0)δ(k2)(kijm(k)− kmji(k)). (13)

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, äâèæóùåé-

ñÿ ïî òðàåêòîðèè xi(s), �óðüå-ãàðìîíèêè òîêà îïðå-

äåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì [7℄

ji(k) =

∫
eikx(s)ui(s) ds, (14)

êîòîðîå äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû (ñ åäèíè÷íûì çà-

ðÿäîì), ñêà÷êîì ìåíÿþùåé ñâîþ ñêîðîñòü â ìîìåíò

t ∼ s = 0 îò v1 äî v2, áóäåò èìåòü âèä

ji(k) =
1

i

[
ui2
ku2

− ui1
ku1

]
, (15)

ãäå uia = γa(1,va), γa = 1/
√
1− v2

a, a = 1, 2. Òîãäà

äëÿ ïîëîæèòåëüíî ÷àñòîòíîé ÷àñòè E+ â ðàçëîæå-

íèè (4) ñ ó÷åòîì �îðìóëû (13) ìîæíî íàïèñàòü

E+(n, ω) =
2πi

ω

[
v2

1− nv2
− v1

1− nv1
−

−n

(
v2

1− nv2
− v1

1− nv1

)]
. (16)

Âûðàæåíèå (16) îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ÷àñòîòå

ω è ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ÷ëåíó â ðàçëîæåíèè (8).

Îòñþäà íà îñíîâå îáùåãî Óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò,

÷òî èíòåãðàë Áåññîíîâà (1) äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ èìïóëüñà, èçëó÷åííîãî óñêîðåííî äâèæóùåéñÿ

çàðÿæåííîé ÷àñòèöåé, áóäåò òîæå ðàâåí íóëþ.

Äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïîëíîé ýíåðãèè,

îïðåäåëåííîé â (7), ïîëó÷àåì êîíñòàíòó

Wω =
1

4π2

∮

4π

∣∣∣∣
v2

1− nv2
− v1

1− nv1
−

−n

(
v2

1− nv2
− v1

1− nv1

)∣∣∣∣
2

dn, (17)

÷òî îçíà÷àåò ðàñõîäèìîñòü ïîëíîé ýíåðãèè ïî âåðõ-

íåìó ïðåäåëó èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî äàííàÿ ðàñ-

õîäèìîñòü ñâÿçàíà ëèøü ñ íå�èçè÷åñêèì ïðåäïîëî-

æåíèåì î ìãíîâåííîì èçìåíåíèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû

è, ñëåäîâàòåëüíî, î áåñêîíå÷íîì óñêîðåíèè. Îäíà-

êî áîëåå âàæíûì ðåçóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñõî-

äèìîñòü èíòåãðàëà îò (17) íà íèæíåì ïðåäåëå èí-

òåãðèðîâàíèÿ, îçíà÷àþùàÿ, ÷òî, åñëè óñêîðåíèå çà-

ðÿæåííîé ÷àñòèöû êîíå÷íî, òî ýíåðãèÿ èçëó÷åííîãî

ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà áóäåò òîæå êîíå÷íîé.

Ôîðìóëà (17) ñîâïàäàåò (ïîñëå íåêîòîðîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ) ñ âûðàæåíèåì äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîò-

íîñòè òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ìàëûõ ÷àñòîò èç [7℄.

5. ÏÎËÅ ÈÇËÓ×ÅÍÈß ÇÀ�ßÆÅÍÍÎÉ

×ÀÑÒÈÖÛ Â ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÍÎÌ

Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ

Íåñìîòðÿ íà ñîîáðàæåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå, â

ëèòåðàòóðå [2, 5℄ âñòðå÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î âîç-

ìîæíîñòè èçëó÷åíèÿ óñêîðåííî äâèæóùåéñÿ çàðÿ-

æåííîé ÷àñòèöåé òàê íàçûâàåìûõ ¾íåîáûêíîâåí-

íûõ¿ èëè óíèïîëÿðíûõ èìïóëüñîâ ñ íå ðàâíûì íóëþ

èíòåãðàëîì Áåññîíîâà. Òàêèå óòâåðæäåíèÿ îñíîâû-

âàþòñÿ íà àíàëèçå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëÿ óñêîðåííî

äâèæóùåéñÿ ÷àñòèöû â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëå-

íèè ñ âûäåëåíèåì ÷ëåíîâ, èìåþùèõ íà áåñêîíå÷íî-

ñòè àñèìïòîòèêó ∝ 1/r è, êàê óòâåðæäàåòñÿ, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ïîëþ èçëó÷åíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî óòâåð-

æäåíèÿ, ñäåëàííûå â óïîìÿíóòûõ âûøå ñòàòüÿõ, è

Óòâåðæäåíèå 1 íåñîâìåñòèìû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòî-

ìó âîïðîñ î ïðè÷èíå òàêîãî ðàñõîæäåíèÿ íóæäàåòñÿ

â äîïîëíèòåëüíîì èçó÷åíèè.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðàçäåëåíèå ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî ïîëÿ äâèæóùåéñÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû

íà ñòàòè÷åñêîå è èíäóêöèîííîå ïîëÿ ñ îäíîé ñòîðî-

íû è íà èçëó÷åíèå � ñ äðóãîé ñòîðîíû íå ÿâëÿåò-

ñÿ îäíîçíà÷íûì. Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ýòî

ñäåëàòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî: â âûðàæåíèè äëÿ ïî-

ëÿ èçëó÷åíèÿ (4) êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

ìåæäó ïîòåíöèàëàìè è òîêàìè åñòü èçâåñòíàÿ �óíê-

öèÿ Ïàóëè�ÉîðäàíàD(k), ðàâíàÿ ðàçíîñòè çàïàçäû-

âàþùåãî Πret(k) è îïåðåæàþùåãî Πadv(k) ïðîïàãà-

òîðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ [11℄:

D(k) = i8π2sign(k0)δ(k2) = Πret(k)−Πadv(k). (18)

Îäíàêî â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè âûäåëåíèå

ïîëÿ èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå ñëîæ-

íóþ çàäà÷ó. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, �îðìóëó äëÿ

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ óñêîðåííî äâèæóùåãîñÿ çàðÿ-

äà (ñì. �îðìóëó (1.1) â ðàáîòå [2℄):

E(r, t) =

(1 − v2)(nr − v)

R2(1− nrv)3
+

nr × ((nr − v)× v̇)

R(1− nrv)3
, (19)

ãäå R = |r − r′(t′)|, r′(t) çàäàåò òðàåêòîðèþ äâèæå-

íèÿ çàðÿäà, à v̇ � óñêîðåíèå ÷àñòèöû. Âñå ñêîðîñòè,

êîîðäèíàòû è óñêîðåíèÿ áåðóòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè

t′ = t−R äëÿ ó÷åòà çàïàçäûâàíèÿ. Ïîñêîëüêó èíòå-

ãðàë ïî âðåìåíè îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (19), îáû÷-

íî îòîæäåñòâëÿåìîãî ñ èçëó÷åíèåì, î÷åâèäíî íå ðà-

âåí íóëþ (îñîáåííî, åñëè ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ ñêà÷-

êîì), òî ýòî ñ÷èòàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî èí-

òåãðàë (1) îò ïîëÿ èçëó÷åíèÿ óñêîðåííî äâèæóùå-

ãîñÿ çàðÿäà ìîæåò áûòü â ïðèíöèïå íå ðàâåí íóëþ.
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Âîçíèêàåò âîïðîñ: à äåéñòâèòåëüíî ëè âòîðîå

ñëàãàåìîå â (19) (íå ÿâëÿþùååñÿ â îáùåì ñëó÷àå ðå-

øåíèåì óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ (2), (3)) ñî-

îòâåòñòâóåò ïîëþ èçëó÷åíèÿ? Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëå

(è èíòåãðàë îò íåãî ïî âðåìåíè) â ýòîì ñëó÷àå óáû-

âàåò ïðè r → ∞ êàê 1/r. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òî÷íîì

âûðàæåíèè äëÿ ïîëÿ, íàïðèìåð, äëÿ äèïîëüíîãî èì-

ïóëüñà (10), ïðèñóòñòâóþò ÷ëåíû [8℄, íà áåñêîíå÷íî-

ñòè âåäóùèå ñåáÿ êàê 1/r2. Ñëàãàåìûå, âåäóùèå ñåáÿ

êàê 1/r2, òàêæå äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü â êîîðäè-

íàòíîì ýêâèâàëåíòå âûðàæåíèÿ (16), ïîñêîëüêó îíî

ïðîïîðöèîíàëüíî 1/k, ÷òî ïîñëå îáðàòíîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå äîëæíî êàê ðàç äàòü ÷ëåí, ïðîïîð-

öèîíàëüíûé 1/r2. Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî èíòå-

ãðàë â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ ïî âðåìåíè îò ïåðâî-

ãî ñëàãàåìîãî â (19) âïîëíå ìîæåò óáûâàòü êàê 1/r

ïðè r → ∞, êàê è èíòåãðàë îò âòîðîãî ñëàãàåìî-

ãî. Ýòî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ïðè

áîëüøèõ ïî ìîäóëþ âðåìåíàõ R ∝ |t|. Òàêèì îáðà-

çîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îòîæäåñòâëåíèå âòîðî-

ãî ñëàãàåìîãî â (19) ñ ïîëåì èçëó÷åíèÿ (â òîì ÷èñ-

ëå äëÿ öåëåé âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (1)) ÿâëÿåòñÿ

íåêîððåêòíûì.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ñäåëàííûõ âûøå âûâî-

äîâ ðàññìîòðèì ïîëå â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëå-

íèè, ñîîòâåòñòâóþùåå àìïëèòóäå (16) ïîëÿ èçëó÷å-

íèÿ çàðÿäà, ñêà÷êîì ìåíÿþùåãî ñâîþ ñêîðîñòü. Äëÿ

åãî âû÷èñëåíèÿ ïðîùå âñåãî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü ïî-

òåíöèàëû ïîëÿ Ai = (A0,A), ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê âûðàæåíèþ (12) (ñ ó÷åòîì

�îðìóëû (15)) è ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñêî-

ðîñòü v1 (èëè v2) ðàâíà íóëþ. Çàòåì âûðàæåíèÿ äëÿ

ïîòåíöèàëîâ ïðè óæå íåíóëåâîé ñêîðîñòè v1 (èëè

v2) íàõîäÿòñÿ ïðèìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðå-

îáðàçîâàíèé Ëîðåíöà äëÿ ïîòåíöèàëîâ è êîîðäèíàò.

Ýòî äàåò

A0 =

(
γ2
R2

− γ1
R1

)
θ(r2 − t2), (20)

A =

(
v2γ2
R2

− v1γ1
R1

)
θ(r2 − t2), (21)

ãäå

R2
a = r2 + γ2a(var)

2−
− 2γ2a(var)t+ (γ2a − 1)t2, (22)

va = |va|, a = 1, 2. Òåïåðü äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-

ëÿ E = −∇A0 − ∂A/∂t ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå:

E =

(
γ2(r− v2t)

R3
2

− γ1(r− v1t)

R3
1

)
θ(r2 − t2)−

− 1

r

[(
nr − v2

1− v2nr
− nr − v1

1− v1nr

)
δ(r − t)+

+

(
nr + v2

1 + v2nr
− nr + v1

1 + v1nr

)
δ(r + t)

]
. (23)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå âûðàæàåòñÿ

êàê H = ∇×A è ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì â îòëè÷èå îò

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (23), à âåêòîð Ïîéíòèíãà áó-

äåò ðàâåí, ñîîòâåòñòâåííî, S = nr|H|2/(4π). Ïîë-
íàÿ äëèòåëüíîñòü èçëó÷åííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî

èìïóëüñà ñîñòàâëÿåò 2r. Íà ãðàíèöàõ èìïóëüñà èìå-

þòñÿ ðåçêèå (äåëüòîîáðàçíûå â äàííîé ìîäåëè) ïè-

êè ïîëÿ. Ïóòåì ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ íåñëîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî èíòåãðàë Áåññîíîâà (1) îò âûðàæåíèÿ

(23) ðàâåí òî÷íî íóëþ. Òàêæå âûðàæåíèå (23) ñîäåð-

æèò ÷ëåíû èìåþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè àñèìïòîòèêó

∝ 1/r2, êàê ïðåäïîëàãàëîñü âûøå.

Ïðè÷èíó, ïî êîòîðîé èíòåãðàë Áåññîíîâà îò (23)

ðàâåí íóëþ, ìîæíî ïîíÿòü, åñëè îáðàòèòü âíèìà-

íèå íà òî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ

äâóõ âîëí: ñõîäÿùåéñÿ è ðàñõîäÿùåéñÿ. Èíòåãðàëû

Áåññîíîâà îò ýòèõ âîëí ðàâíû äðóã äðóãó è ïðè âû-

÷èòàíèè äàþò íóëü. Òàêàÿ ñòðóêòóðà ïîëÿ èçëó÷å-

íèÿ ñâÿçàíà ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì (18) äëÿ �óíê-

öèè Ïàóëè�Éîðäàíà êàê ðàçíîñòè äâóõ ïðîïàãàòî-

ðîâ: çàïàçäûâàþùåãî è îïåðåæàþùåãî. Èíòåãðàëû

Áåññîíîâà îò çàïàçäûâàþùåé è îïåðåæàþùåé ÷à-

ñòåé ïîëÿ èçëó÷åíèÿ ðàâíû äðóã äðóãó è, ñëåäîâà-

òåëüíî, èõ ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ, ÷òî ïðèâîäèò íàñ

îïÿòü ê îáùåìó Óòâåðæäåíèþ 1.

Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìå-

ðåíèÿ èíòåãðàëà Áåññîíîâà äëÿ èìïóëüñîâ îò íåêî-

òîðûõ èñòî÷íèêîâ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí (â òîì

÷èñëå òåðàãåðöîâîãî äèàïàçîíà), â êîòîðûõ áûëè ïî-

ëó÷åíû íåíóëåâûå åãî çíà÷åíèÿ [12℄, ìîæíî îáúÿñ-

íèòü ñóùåñòâîâàíèåì òàì íåó÷òåííûõ ýëåêòðîñòàòè-

÷åñêèõ ïîëåé. Òàêèå ïîëÿ ìîæåò áûòü òðóäíî êîí-

òðîëèðîâàòü â ýêñïåðèìåíòå.

6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíî ïðîèçâîëüíîå

ñâîáîäíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñ êîíå÷íîé ýíåð-

ãèåé è ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåãî èíòåãðàë Áåññîíî-

âà (1) âñåãäà ðàâåí íóëþ. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ðà-

âåíñòâî íóëþ èíòåãðàëà Áåññîíîâà ïðÿìî ñâÿçàíî ñ

íåâîçìîæíîñòüþ â ñèëó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
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è èìïóëüñà äëÿ ñâîáîäíîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïî-

ãëîòèòü èëè èñïóñòèòü ñâîáîäíûé �îòîí.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ñëó÷àé óñêîðåííî äâèæó-

ùåéñÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû è ïîëó÷åíî òî÷íîå âû-

ðàæåíèå äëÿ åå ïîëÿ èçëó÷åíèÿ (â èìïóëüñíîì è

êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèÿõ) â ñëó÷àå, êîãäà ñêî-

ðîñòü åå äâèæåíèÿ ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì. Ïîêàçàíî, ÷òî

ïðè ïðàâèëüíîì âûäåëåíèè ïîëÿ èçëó÷åíèÿ èç ïîë-

íîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ óñêîðåííî äâèæóùåé-

ñÿ ÷àñòèöû èíòåãðàë Áåññîíîâà îò òàêîãî, äîëæíûì

îáðàçîì îïðåäåëåííîãî, ïîëÿ èçëó÷åíèÿ âñåãäà ðà-

âåí íóëþ, êàê è äîëæíî ñëåäîâàòü èç îáùåãî óòâåð-

æäåíèÿ ïåðâîãî ðàçäåëà.

Èìåþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå óòâåðæäåíèÿ, ÷òî èí-

òåãðàë Áåññîíîâà îò ïîëÿ èçëó÷åíèÿ óñêî ðåííî äâè-

æóùåéñÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ìîæåò áûòü îòëè÷åí

îò íóëÿ, ÿâëÿþòñÿ îøèáî÷íûìè è ñâÿçàíû ñ èñïîëü-

çîâàíèåì íåêîððåêòíûõ âûðàæåíèé äëÿ ïîëÿ èçëó-

÷åíèÿ, â êîòîðûõ íà ñàìîì äåëå ïðèñóòñòâóþò äî-

áàâêè îò ñòàòè÷åñêîãî èëè èíäóêöèîííîãî ïîëÿ, êî-

òîðûå è îáåñïå÷èâàþò íåðàâåíñòâî íóëþ èíòåãðàëà

Áåññîíîâà.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàð-

íîñòü À. Â. Âèíîãðàäîâó è È. À. Àðòþêîâó çà ïî-

ëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À

1. N.L. Popov and A V. Vinogradov, Foundations 1,

169 (2021).

2. Å. �. Áåññîíîâ, ÆÝÒÔ 80, 852 (1981) [E.G.

Bessonov, Sov. Phys. JETP 53, 433 (1981)℄.

3. P. Saari and I.M Besieris, Foundations 2, 199

(2022).

4. Z. Wang, Q. Lin, and Z. Wang, Phys. Rev. E 67,

016503 (2003).

5. �.Ì. Àðõèïîâ, Ì.Â. Àðõèïîâ, Í. Í. �îçàíîâ, ÊÝ

50, 801 (2020) [R.M. Arkhipov, M.V. Arkhipov,

and N.N. Rosanov, Quantum Ele
troni
s 50, 801

(2020)℄.

6. R. Arkhipov, M. Arkhipov, A. Pakhomov,

I. Babushkin, and N. Rosanov, Laser Phys. Lett.

19, 043001 (2022).

7. Ë.Ä. Ëàíäàó, Å.Ì. Ëè�øèö, Òåîðèÿ ïîëÿ, Íàó-

êà, Ìîñêâà (1988).

8. È. À. Àðòþêîâ, À. Â. Âèíîãðàäîâ, Í. Â. Äüÿ÷-

êîâ è �. Ì. Ôåùåíêî, ÊÝ 50, 187 (2020) [I.A.

Artyukov, A.V. Vinogradov, N.V. D'ya
hkov, and

R.M. Fesh
henko, Quantum Ele
troni
s 50, 187

(2020)℄.

9. I. Gonoskov, A. Aiello, S. Heugel, and G. Leu
hs,

Phys. Rev. A 86, 053836 (2012).

10. R.M. Fesh
henko and A.V. Vinogradov, Physi
a

S
ripta 94, 065501 (2019).

11. Ä. Øèðêîâ, Í. Áîãîëþáîâ, Êâàíòîâûå ïîëÿ,

Íàóêà, Ìîñêâà (1993).

12. Ì. Â. Àðõèïîâ, À. Í. Öûïêèí, Ì. Î. Æóêîâà,

À. Î. Èñìàãèëîâ, À. Â. Ïàõîìîâ, Í. Í. �îçàíîâ

è �. Ì. Àðõèïîâ, Ïèñüìà âÆÝÒÔ 115, 3 (2022)

[M.V. Arkhipov, A.N. Tsypkin, M.O. Zhukova,

A.O. Ismagilov, A.V. Pakhomov, N.N. Rosanov,

and R.M. Arkhipov, JETP Letters 115, 3 (2022)℄.

466


