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Ïðîâåäåí ïîñëåäîâàòåëüíûé âûâîä ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ ïîëÿðíîé ôàçû ñâåðõ-

òåêó÷åãî 3He â íåìàòè÷åñêîì àýðîãåëå áåç ó÷åòà äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ. Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ïðåä-

ïîëàãàëîñü îòñóòñòâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìåæäó íîðìàëüíîé êîìïîíåíòîé 3He è êàðêàñîì àýðîãåëÿ, ÷òî

ïîçâîëèëî îãðàíè÷èòüñÿ äâóõñêîðîñòíûì îïèñàíèåì äâèæåíèÿ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì

ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ñâåðõòåêó÷åãî 4He, ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèò äîïîëíè-

òåëüíûå óðàâíåíèÿ: óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû àýðîãåëÿ, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îðáèòàëüíîãî âåêòîðà

ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïîëÿðíîé ôàçû, à òàêæå âåêòîðà, îïèñûâàþùåãî îòêëîíåíèå îðáèòàëüíîãî âåêòîðà

îò ìãíîâåííîãî íàïðàâëåíèÿ ëîêàëüíîé àíèçîòðîïèè àýðîãåëÿ. Èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ 3He è àýðîãåëÿ

òåíçîð ïîòîêà èìïóëüñà, âõîäÿùèé â óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî èìïóëüñà ñèñòåìû, âêëþ÷àåò â ñåáÿ

êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé àýðîãåëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå ó÷åò äâèæåíèÿ îð-

áèòàëüíîãî âåêòîðà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïîëÿðíîé ôàçû ïðèâîäèò ê ïðåâûøåíèþ òî÷íîñòè.

DOI: 10.31857/S0044451022120124
EDN: LDWAQE

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íåìàòè÷åñêèé àýðîãåëü ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ àíè-
çîòðîïèè (íàôåí, ìóëèòîâûé àýðîãåëü), ïîìåùåí-
íûé â 3Íå, ïîçâîëÿåò íàáëþäàòü íîâûå ôàçû ñâåðõ-
òåêó÷åãî 3Íå, êîòîðûå âîçíèêàþò â îáúåìå, îãðàíè-
÷åííîì àýðîãåëåì, èç-çà èçìåíåíèÿ ñèììåòðèè ñè-
ñòåìû. Îäíîé èç òàêèõ ôàç ÿâëÿåòñÿ ñâåðõòåêó÷àÿ
ïîëÿðíàÿ ôàçà, êîòîðàÿ âïåðâûå áûëà îáíàðóæåíà
â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ÿäåðíîìó ìàãíèòíîìó ðåçîíàí-
ñó [1]. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ñâåðõòåêó÷èõ
ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, êîòîðûå ïðîÿâ-
ëÿþòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ïî êîëåáàíèþ àýðîãåëÿ â
ÿ÷åéêå ñî ñâåðõòåêó÷èì 3Íå [2, 3]. Â ðàññìàòðèâà-
åìîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ íàáëþäàëîñü äâå ìîäû
êîëåáàíèé, îäíà èç êîòîðûõ âîçíèêàåò òîëüêî ïîñëå
ïåðåõîäà 3Íå âíóòðè àýðîãåëÿ èç íîðìàëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ â ñâåðõòåêó÷åå (ïîëÿðíóþ ôàçó, êàê â ñòàòüå
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[2]). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü â âû-
âîäå è ðåøåíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé ñîñòàâíîé ñèñòåìû (íåìàòè÷åñêèé
àýðîãåëü + ñâåðõòåêó÷èé 3Íå â ïîëÿðíîé ôàçå).

Ïåðâîå ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå ñâåðõ-
òåêó÷åé æèäêîñòè ñ âíåñåííûìè â íåå ïðèìåñÿìè
áûëî ïðîâåäåíî Õàëàòíèêîâûì [4]. Ñóùåñòâåííûì
äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â öèòèðóåìîé ðàáîòå ïðè-
ìåñè áûëè íåñêîððåëèðîâàíû (ãàç ïðèìåñåé). Íàëè-
÷èå êîððåëÿöèé â ðàñïîëîæåíèè è îðèåíòàöèè ïðè-
ìåñåé ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ó ñèñòåìû äîïîë-
íèòåëüíîé óïðóãîñòè, êîòîðàÿ äàåò âêëàä â ýíåð-
ãèþ ñèñòåìû è, êàê ñëåäñòâèå, â äðóãèå òåðìîäè-
íàìè÷åñêèå âåëè÷èíû. Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ èçîòðîïíîé ñâåðõòå-
êó÷åé æèäêîñòè (ñëó÷àé 4He) â èçîòðîïíîì àýðî-
ãåëå áûëè âïåðâûå çàïèñàíû â ðàáîòå [5], íî ïîëó-
÷åíû îíè áûëè ýâðèñòè÷åñêè áåç êàêîãî-ëèáî âûâî-
äà è íå ó÷èòûâàëè ñäâèãîâóþ óïðóãîñòü àýðîãåëÿ.
Â ðàáîòå [6] àâòîðû èñïîëüçîâàëè ðåçóëüòàò ðàáî-
òû [5] äëÿ îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïî ðàñïðîñòðà-
íåíèþ çâóêà â êðåìíèåâîì àýðîãåëå çàïîëíåííîì
ñâåðõòåêó÷èì 3He. Îñîáåííîñòüþ äàííîé çàäà÷è ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî ñâåðõòåêó÷èå ôàçû 3Íå îïèñûâàþò-
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ñÿ íåòðèâèàëüíûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà. Ãèäðîäè-
íàìèêà àíèçîòðîïíîé ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò âèäà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, òàê êàê
ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ïîìèìî ñâåðõòå-
êó÷åé ñêîðîñòè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ è äðóãèå ïðîñòðàí-
ñòâåííûå ãðàäèåíòû âåëè÷èí, îïèñûâàþùèõ íàðó-
øåíèå ñèììåòðèè ñâåðõòåêó÷åé ôàçû. Ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêèé âûâîä ëèíåéíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé äëÿ ñâåðõòåêó÷èõ ïîëÿðíîé, À-ôàçû è B-
ôàçû 3Íå â íåìàòè÷åñêîì àýðîãåëå áûë ïðîâåäåí
â ðàáîòå Ïëàéíåðà è Áðàíòà [7]. Àíàëîãè÷íûé âû-
âîä äëÿ β-ôàçû, âîçíèêàþùåé â ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìå â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, áûë ðàññìîò-
ðåí òåìè æå àâòîðàìè â ðàáîòå [8]. Íåñìîòðÿ íà
èäåéíî ïðàâèëüíûé ïîäõîä, íàéäåííàÿ â ñòàòüå ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé ïîëó÷èëàñü íåîïðàâäàííî ãðîìîçä-
êîé è ñîäåðæàùåé íåêîòîðûå íåòî÷íîñòè, ñâÿçàííûå
ñî ñïåöèôèêîé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Â ÷àñò-
íîñòè, â íàïèñàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé îòñóòñòâó-
åò óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû ïðèìåñåé (àýðîãå-
ëÿ). Êàê ñëåäñòâèå, õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, êîòî-
ðûé âõîäèò â óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíî-
ñòè äâèæåíèÿ, âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ ýíåð-
ãèè ïî ïîëíîé ïëîòíîñòè ñèñòåìû (ñ ó÷åòîì ìàññû
àýðîãåëÿ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñìûñëó ñâåðõòåêó÷åé
ñêîðîñòè, êàê îòäåëüíîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Àâ-
òîðû òàêæå íå âïîëíå êîððåêòíî ââåëè â óðàâíå-
íèÿ òåíçîð óïðóãîñòè àýðîãåëÿ, ÷òî ïðèâåëî ê ïî-
ÿâëåíèþ â èõ ðàññìîòðåíèè ëèøíèõ ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîìèìî ýòîãî, óðàâíåíèÿ
ñèëüíî óñëîæíÿþòñÿ ïðè ó÷åòå íåîäíîðîäíîñòåé îð-
áèòàëüíîé ÷àñòè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ó÷åò äàííûõ
íåîäíîðîäíîñòåé ïðèâîäèò ê ïðåâûøåíèþ òî÷íîñòè
ðàññìàòðèâàåìîãî àâòîðàìè ëèíåéíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ. Íàêîíåö, óðàâíåíèå èçìåíåíèÿ ýíòðîïèè íàïè-
ñàíî ñ î÷åâèäíîé îøèáêîé (íóëåâîé òîê ýíòðîïèè
â áåçäèññèïàòèâíîì ðåæèìå). Òàêèì îáðàçîì, ïðåä-
ñòàâëåííûé â ñòàòüå âûâîä íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îáîñ-
íîâàííûì è òðåáóåò óòî÷íåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïðîâåäåí ïîñëåäîâà-
òåëüíûé âûâîä ïîëíîé ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äëÿ ïîëÿðíîé ôàçû ñâåðõòåêó÷åãî 3He
â íåìàòè÷åñêîì àýðîãåëå áåç ó÷åòà ïðîöåññîâ çàòó-
õàíèÿ. Èäåéíî ïðåäëîæåííûé âûâîä áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ íåìàòè÷åñêèõ è
ñìåêòè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ â êíèãå [9] è äëÿ îáû÷íîé
ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè [10]. Äëÿ âñåõ ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, âîçíèêàþùèõ â çàäà÷å, áóäóò
íàïèñàíû ëèáî óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè (äëÿ ñî-
õðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí), ëèáî ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (äëÿ îñòàâøèõñÿ âåêòîðûõ âå-
ëè÷èí). Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòîêîâ, âõîäÿùèõ â óðàâ-

íåíèÿ íåïðåðûâíîñòè, áóäóò ïîëó÷åíû ïîñðåäñòâîì
âûäåëåíèÿ ïîëíîé äèâåðãåíöèè â âûðàæåíèè äëÿ
÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ýíåðãèè åäèíèöû îáúåìà ïî
âðåìåíè. Îäíîçíà÷íîñòü ïðîöåäóðû çàäàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ãàëèëååâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè, èì-
ïóëüñà è ïîòîêà èìïóëüñà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû. Â êîíöå ñòàòüè áóäåò ðàññìîòðåí âîïðîñ î
ëèíåàðèçàöèè ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå ìà-
ëûõ äåôîðìàöèé.

2. ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÅ
È ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÑÈËÛ

Ïðåæäå âñåãî âûïèøåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïå-
ðåìåííûå, êîòîðûå åñòü ó ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì òåðìîäèíàìè÷åñêèå
ñèëû. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àýðîãåëü êàê óïðó-
ãóþ ñïëîøíóþ ñðåäó ñ ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòüþ
ρ0
a. Îñü àíèçîòðîïèè àýðîãåëÿ (óñðåäíåííîå íà-
ïðàâëåíèå íèòåé àýðîãåëÿ) îïðåäåëèì âåêòîðîì
ν

(0)
i (ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòû).
Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ àýðîãåëÿ â ïðîñòðàíñòâå è
åãî äåôîðìàöèþ îïðåäåëèì âåêòîðíûì ïîëåì ëî-
êàëüíûõ ñìåùåíèé ui(r, t) è òåíçîðîì äåôîðìà-
öèé uij = 1/2(∂iuj + ∂jui + 2∂iuk∂juk), êîòîðûé
â ñëó÷àå ìàëûõ äåôîðìàöèé óïðîùàåòñÿ äî âèäà
uij = 1/2(∂iuj + ∂jui). Èçìåíåíèÿ âåêòîðà u èìå-
åò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íà ðàññòîÿíèÿõ, ãî-
ðàçäî áîëüøèõ õàðàêòåðíûõ ìèêðîìàñøòàáîâ â ñè-
ñòåìå (ê ïðèìåðó, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèòÿìè àýðîãå-
ëÿ, äëèíà êîãåðåíòíîñòè ñâåðõòåêó÷åé ôàçû). Eñëè
3He âíóòðè àýðîãåëÿ íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîì ñîñòî-
ÿíèè, ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ
ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρl, ïëîòíîñòü àýðîãåëÿ ρa, ýí-
òðîïèÿ åäèíèöû îáúåìà s, ïëîòíîñòü ïîòîêà âåùå-
ñòâà j è òåíçîð äåôîðìàöèè àýðîãåëÿ uij . Ïðè ïåðå-
õîäå 3He âíóòðè àýðîãåëÿ â ñâåðõòåêó÷åå ñîñòîÿíèå ó
ñèñòåìû ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèå ïåðåìåííûå, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòðàíñòâåííû-
ìè ãðàäèåíòàìè âåëè÷èí, îïèñûâàþùèõ ñïîíòàííîå
íàðóøåíèå ñèììåòðèè ñèñòåìû. Ïàðàìåòðîì ïîðÿä-
êà ïîëÿðíîé ôàçû ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà
3 × 3 âèäà Aµj ∼ eiϕdµmj , ãäå dµ, mj � åäèíè÷íûå
âåêòîðû â ñïèíîâîì è îðáèòàëüíîì ïðîñòðàíñòâàõ
ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíûìè ãèäðî-
äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè áóäóò ñâåðõòåêó÷àÿ
ñêîðîñòü (vs)i ∼ ∇iϕ è ãðàäèåíò ñïèíîâîãî âåêòî-
ðà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ∇idj , êîòîðûé ìû â äàëüíåé-
øåì, îäíàêî, ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, ñ÷èòàÿ ñâÿçü
ñ äðóãèìè ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ñëà-
áîé (ïðåíåáðåæåíèå ñëàáûì ñïèíîðáèòàëüíûì âçà-

918



ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 6 (12), 2022 Óðàâíåíèÿ äâóõñêîðîñòíîé ãèäðîäèíàìèêè. . .

èìîäåéñòâèåì). Îñîáåííîñòüþ ïîëÿðíîé ôàçû, âîç-
íèêàþùåé â íåìàòè÷åñêèõ àýðîãåëÿõ, ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî íàïðàâëåíèå îðáèòàëüíîãî âåêòîðà m çàäàåò-
ñÿ íàïðàâëåíèåì îñè àíèçîòðîïèè àýðîãåëÿ, ïîýòî-
ìó ó ñèñòåìû íåò íåïðåðûâíîãî âûðîæäåíèÿ ïî íà-
ïðàâëåíèþ m. Â ñèëó óêàçàííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,
à òàêæå òîãî, ÷òî ãðàäèåíòíàÿ ýíåðãèÿ ñâåðõòåêó-
÷åé ôàçû ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íå òîëüêî ∇imj , íî è
íàïðàâëåíèÿ mi, íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü â ðàññìîòðå-
íèå îáå äàííûå ïåðåìåííûå: ∇imj è mi. Äëÿ îïèñà-
íèÿ ýíåðãèè àíèçîòðîïèè, âîçíèêàþùåé â ñâåðõòå-
êó÷åì ñîñòîÿíèè èç-çà óêàçàííîãî âûøå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñ àýðîãåëåì, óäîáíî ââåñòè äîïîëíèòåëüíóþ
ïåðåìåííóþ δi = mi−νi, ãäå ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî
â ðàâíîâåñèè íàïðàâëåíèÿ ν(r) è m(r) ñîâïàäàþò.
Ðàññìîòðåíèå â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé
ãðàäèåíòà âåêòîðà ëîêàëüíîé àíèçîòðîïèè àýðîãå-
ëÿ ν(r) ïðèâåëî áû ê ó÷åòó ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðî-
èçâîäíûõ ñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ îò ïîëÿ ëîêàëüíûõ
ñìåùåíèé u(r, t). Óêàçàííûé íàáîð ïåðåìåííûõ ïîë-
íîñòüþ îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.

Îïðåäåëèì îáîáùåííûå ñèëû, ñâÿçàííûå ñ ââå-
äåííûìè âûøå ïåðåìåííûìè, ÷åðåç äèôôåðåíöèàë
ýíåðãèè åäèíèöû îáúåìà òåëà â ëàáîðàòîðíîé ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà:

dε = Tds+ µldρl + µadρa + (vn)idji+

+ (gs)id(vs)i + σikd(uik −
1

3
δikull) + ∆idδi+

+Xidmi + Lijd∇imj , (1)

ãäå T � òåìïåðàòóðà ñèñòåìû, µl � õèìè÷åñêèé ïî-
òåíöèàë 3He, îòíåñåííûé ê ìàññå àòîìà 3He, µa �
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë àýðîãåëÿ, îòíåñåííûé ê ìàñ-
ñå îäíîé íèòè àýðîãåëÿ, σij � áåññëåäîâàÿ ÷àñòü òåí-
çîðà íàïðÿæåíèé àýðîãåëÿ, (vn)i � ñêîðîñòü, ñîïðÿ-
æåííàÿ ê ïîëíîìó ïîòîêó âåùåñòâà, (gs)i � ïîòîê
ìàññû, ñîïðÿæåííûé ê ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè, ∆i,
Xi è Lij � îáîáùåííûå ñèëû, ñîïðÿæåííûå ñîîòâåò-
ñòâåííî ê δi, mi è ∇imj .

Â ãèäðîäèíàìèêå ââåäåííàÿ âûøå âåëè÷èíà vn
îïðåäåëÿåòñÿ êàê èìïóëüñ åäèíèöû ìàññû âåùåñòâà,
êîòîðàÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñêëàäûâàåòñÿ èç
ìàññû æèäêîñòè è àýðîãåëÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðî-
ïîðöèÿõ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ýíåðãèÿ ïðåäïîëàãà-
åòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî äâóõ ñêîðîñòåé vn è vs. Ñêî-
ðîñòü u̇i, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò óñðåäíåííóþ ïî íåêî-
òîðîìó îáúåìó ñêîðîñòü íèòåé àýðîãåëÿ, ñâÿçàíà ñ
(vn)i ñîîòíîøåíèåì

u̇i = (vn)i +
(
η⊥δij + (η‖ − η⊥)ν

(0)
i ν

(0)
j

)
Nj , (2)

ãäå âåêòîð Nj ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âå-
ëè÷èí ∇iT , ∇kσik, ∆i è ò.ä. è îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü
ïðîñêàëüçûâàíèÿ àýðîãåëÿ îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè,
à êîýôôèöèåíòû η çàâèñÿò îò âÿçêîñòè ãåëèÿ. Ãðà-
äèåíòû îáîáùåííûõ ñèë, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå
äëÿ Nj , èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè âðå-
ìåíè, ïîýòîìó âòîðîé ÷ëåí â óðàâíåíèè (2) ñâÿçàí ñ
äèññèïàòèâíûìè ïðîöåññàìè â æèäêîñòè, êîòîðûìè
ìû â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ïðåíåáðåãàåì.
Ïðèìåíèìîñòü íàøåãî ïðèáëèæåíèÿ îãðàíè÷èâàåò-
ñÿ ìàëûìè ÷àñòîòàìè, ïðè êîòîðûõ ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî àýðîãåëü ïîëíîñòüþ óâëåêàåò íîðìàëüíóþ êîì-
ïîíåíòó æèäêîñòè ïðè äâèæåíèè. Ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü ïîñëåäíåå óñëîâèå êàê ìàëîñòü ñðåäíåãî
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèòÿìè àýðîãåëÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ
âÿçêîé ãëóáèíîé ïðîíèêíîâåíèÿ 3He äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìûõ õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò äâèæåíèÿ.

Âûïèøåì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ,
îïðåäåëÿþùèå îáîáùåííûå ñèëû äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìîé ñèñòåìû. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå ñâåðõòåêó÷àÿ
êîìïîíåíòà æèäêîñòè ïîêîèòñÿ, ïëîòíîñòü ïîòîêà
ìàññû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

j
(0)
i = (ρaδij + (ρn)ij)((vn)j − (vs)j), (3)

ãäå òåíçîð (ρn)ij îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó íîðìàëüíîé
êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè æèäêîñòè â íàïðàâëåíèè ñî-
îòâåòñòâóþùåãî äâèæåíèÿ. Îïðåäåëåíèå íîðìàëü-
íîé ïëîòíîñòè æèäêîñòè ñëåäóåò óòî÷íèòü. Çàìå-
òèì, ÷òî â ñèëó íåîäíîðîäíîñòè ñèñòåìû, ñâÿçàí-
íîé ñ íèòÿìè àýðîãåëÿ, êîìïîíåíòû òåíçîðà (ρn)ij
äëÿ íàïðàâëåíèé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè àíèçîòðî-
ïèè àýðîãåëÿ, íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè
ê íóëþ òåìïåðàòóðû. Äàííîå óòâåðæäåíèå îñòàåò-
ñÿ âåðíûì äàæå ïðè óñëîâèè, ÷òî íèòè àýðîãåëÿ íå
ïîäàâëÿþò àìïëèòóäó ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ýòî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî èç-çà ïîòåíöèàëüíîñòè
ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè äâèæåíèå íèòåé àýðîãåëÿ ÷å-
ðåç ñâåðõòåêó÷óþ æèäêîñòü ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâå-
íèþ ó íèòåé ïðèñîåäèíåííîé ìàññû. Âêëàä ïðèñî-
åäèíåííûé ìàññû â îïðåäåëåíèå òåíçîðà íîðìàëü-
íîé êîìïîíåíòû ïðè íóëå òåìïåðàòóð áóäåò ïîðÿäêà
ρld/ξa, ãäå d � ñðåäíèé äèàìåòð íèòåé, ξa � ñðåäíåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèòÿìè àýðîãåëÿ. Äàëåå, èñïîëü-
çóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ äëÿ èìïóëüñà, ïîëó÷èì
âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî òîêà:

ji = (ρaδij + (ρn)ij)(vn)j + (ρs)ij(vs)j , (4)

(ρn)ij + (ρs)ij = ρlδij , (5)

ãäå (ρs)ij � òåíçîð ñâåðõòåêó÷åé ïëîòíîñòè, êîòî-
ðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå ñâåðõòåêó÷åãî ïåðå-
õîäà âíóòðè àýðîãåëÿ. Òîê, ñîïðÿæåííûé ñâåðõòåêó-
÷åé ñêîðîñòè, ÿâëÿåòñÿ ãàëèëååâñêèì èíâàðèàíòîì è
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ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïðè ïåðåõîäå
â ñèñòåìó ïîêîÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû æèäêîñòè
è àýðîãåëÿ:

(gs)i = (ρs)ijwj , (6)

ãäå wj = (vs)j − (vn)j � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñâåðõòå-
êó÷åé êîìïîíåíòû ïî îòíîøåíèþ ê íîðìàëüíîé.

Äëÿ äàëüíåéøåãî áóäåò ïîëåçíî âûäåëèòü â õè-
ìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëàõ ÷àñòè µ(0)

l , µ(0)
a , îòíîñÿùèåñÿ

ê ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå æèäêîñòü (åå ñâåðõòåêó÷àÿ
êîìïîíåíòà) ïîêîèòñÿ:

µl = µ
(0)
l +

v2
s

2
− vsvn,

µa = µ(0)
a +

v2
s

2
− vsvn.

(7)

Îñòàâøèåñÿ îáîáùåííûå ñèëû âûâåäåì, èñïîëü-
çóÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îá ýíåðãèè
ñèñòåìû, êàê ôóíêöèè îò δi, mi, ∇imj , uij . Îáîá-
ùåííóþ ñèëó ∆i ëåãêî ïîëó÷èòü èç ýíåðãèè àíèçî-
òðîïèè, êîòîðàÿ äëÿ ìàëûõ óãëîâ îòêëîíåíèÿ èìååò
âèä

δFa = −κa(T )(νimi)
2, (8)

κa > 0 äëÿ íåìàòè÷åñêîãî àýðîãåëÿ. Çàìåòèì, ÷òî

δFa =
1

2
κaδiδi − κa,

ïîýòîìó

∆i = κaδi. (9)

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè îáîáùåííûå ñèëû Xi è Lij ,
íåîáõîäèìî íàïèñàòü ãðàäèåíòíóþ ýíåðãèþ ñâåðõòå-
êó÷åãî 3He, ñâÿçàííóþ ñ íåîäíîðîäíîñòüþ âåêòîðà
m, è êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå
íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîêîèòñÿ. Ïîñëåäíåå óòâåð-
æäåíèå ñëåäóåò èç òðåáîâàíèÿ ãàëèëååâñêîé èíâàðè-
àíòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñèë. Èòàê,

δF
(0)
grad = (ρs)ij

wiwj
2

+
1

2
[c1(∇imi)

2+

+ c2(∇imj∇imj) + c3(eijkmi∇jmk)2], (10)

ãäå ïåðâûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóþò ýíåðãèè ñâåðõòåêó-
÷åãî òîêà, à âòîðîé � ýíåðãèè òåêñòóðû âåêòîðà m.
Òåíçîð ñâåðõòåêó÷åé ïëîòíîñòè äëÿ ïîëÿðíîé ôàçû
äàåòñÿ âûðàæåíèåì

(ρs)ij = ρ⊥s δij + (ρ‖s − ρ⊥s )mimj , ρ
‖
s > ρ⊥s . (11)

Ýíåðãèÿ òåêñòóðû âåêòîðà m ïî ôîðìå ñîâïàäàåò ñ
ãðàäèåíòíîé ýíåðãèåé íåìàòèêà. Îòìåòèì, ÷òî â îá-
ëàñòè ïðèìåíèìîñòè òåîðèè Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó êî-
ýôôèöèåíòû c1,2 ∼ NF∆2

P ξ
2
s , ãäå NF � ïëîòíîñòü

ñîñòîÿíèé íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, ∆P � àìïëèòó-
äà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ξs � äëèíà êîãåðåíòíîñòè
ñâåðõòåêó÷åãî 3He, a c3 ∼ NF∆2

P ξ
2
s∆2

P /T
2
c , ò.å. èìååò

ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî àìïëèòóäå ïàðàìåò-
ðà ïîðÿäêà, è ïîýòîìó ÷ëåí ñ c3 ìîæåò áûòü îïóùåí.
Òàêèì îáðàçîì, â èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè òåìïå-
ðàòóð (óäåëüíûõ ýíòðîïèé) ìîæíî çàïèñàòü

Xi =
∂F

(0)
grad

∂mi
= (ρ‖s − ρ⊥s )wiwjmj , (12)

Lij =
∂F

(0)
grad

∂∇imj
≈ c1(∇kmk)δij + c2∇imj . (13)

Òåíçîð íàïðÿæåíèé àýðîãåëÿ â ëèíåéíîì ïî òåíçîðó
äåôîðìàöèé ïðèáëèæåíèè îïðåäåëèì ÷åðåç êâàäðà-
òè÷íóþ ôîðìó âèäà

δFd = µijkl
uijukl

2
, (14)

ãäå òåíçîð µijkl èìååò ñèììåòðèþ
µijkl = µjikl = µijlk = µklij è îáëàäàåò ñâîéñòâîì
µiikl = µijkk = 0. Â íàøåì ñëó÷àå îí ñîäåðæèò òðè
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû:

µijkl =
γ2

2

(
δikδjl + δilδjk −

2

3
δijδkl

)
+

+ γ4

(
1

4
[δikν

(0)
j ν

(0)
l + δjlν

(0)
i ν

(0)
k +

+ δjkν
(0)
i ν

(0)
l + δilν

(0)
j ν

(0)
k ]− ν(0)

i ν
(0)
j ν

(0)
k ν

(0)
l

)
+

+ γ5

(
ν

(0)
i ν

(0)
j −

1

3
δij

)(
ν

(0)
k ν

(0)
l −

1

3
δkl

)
. (15)

Êîýôôèöèåíòû γi ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ρa, ρl è s.
Èíäåêñû �1� è �3� ó êîýôôèöèåíòîâ γ çàðåçåðâèðî-
âàíû äëÿ èíâàðèàíòîâ δijδkl è (δijνkνl + δklνiνj), êî-
òîðûå èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ èç-çà óñëîâèÿ
µiikl = µijkk = 0. Ïîìèìî ðàññìîòðåííîãî âêëàäà,
åñòü åùå ëèíåéíûé ïî äåôîðìàöèè âêëàä â ýíåðãèþ,

αuij

(
ν

(0)
i ν

(0)
j − 1

3δij

)
. Òàêèì îáðàçîì,

σij = µijklukl + α

(
ν

(0)
i ν

(0)
j −

1

3
δij

)
, (16)

ãäå âòîðîé ÷ëåí ïðèâîäèò ê ïåðåîïðåäåëåíèþ íåäå-
ôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å. îïèñûâàåò èçìåíå-
íèå ðàâíîâåñíîé ôîðìû àýðîãåëÿ ïðè èçìåíåíèè
óäåëüíîé ýíòðîïèè. Êîýôôèöèåíò α òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé s, ρa è ρl. Ïîëîæèì â äàëüíåéøåì α = 0

äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òàê ÷òîáû â
íåì σij = 0. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíûé ïî äå-
ôîðìàöèè ÷ëåí âèäà ∼ ũijmimj ðàññìàòðèâàòü íå
íóæíî, òàê êàê âëèÿíèå ëîêàëüíîé îñè àíèçîòðîïèè
íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà m óæå áûëî ó÷òåíî â (8).
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3. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÂÈÆÅÍÈß

Óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ èìåþò äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìîé ñèñòåìû ñòàíäàðòíûé âèä:

∂s

∂t
+∇is(vn)i = 0, (17)

∂ρa
∂t

+∇iρau̇i = 0, (18)

∂ρ

∂t
+∇iji = 0, (19)

∂ji
∂t

+∇jΠij = 0, (20)

∂(vs)i
∂t

+∇jφij = 0, (21)

∂ε

∂t
+∇iQi = 0, (22)

ãäå ïåðâîå óðàâíåíèå � ýòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíòðî-
ïèè (â îòñóòñòâèå çàòóõàíèÿ), âòîðîå è òðåòüå âû-
ðàæàþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû àýðîãåëÿ è ïîë-
íîé ìàññû â ïðîèçâîëüíîì îáúåìå ñèñòåìû ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå � çàêîí ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà, ïÿòîå � çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñâåðõòåêó÷åé
ñêîðîñòè, øåñòîå � çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ïî-
ñëåäíåå óðàâíåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ àâòîìà-
òè÷åñêè. Âìåñòî óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìàñ-
ñû ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì ñîõðàíåíèÿ ìàñ-
ñû æèäêîñòè, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè âû÷èòàíèè
(18) èç (19) ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà u̇i è (vn)i:

∂ρl
∂t

+∇i((ρs)ij(vs)j + (ρn)ij(vn)j) = 0. (23)

Òåíçîðû ïîòîêà èìïóëüñà è ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè
Πij è φij , à òàêæå âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè ìû íàéäåì
äàëåå ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû. Ïîìè-
ìî çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íàì íåîáõîäèìû áóäóò óðàâ-
íåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå îñòàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ: òåíçîðà äåôîðìàöèé è âåêòîðîâ mi è δi.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå
èçìåíåíèå òåíçîðà äåôîðìàöèè âî âðåìåíè, çàìå-
òèì ñëåäóþùåå: ïðè ðàññìîòðåíèè ñòàòè÷åñêèõ äå-
ôîðìàöèé â òåîðèè óïðóãîñòè èñïîëüçóåòñÿ òåíçîð
äåôîðìàöèé (óïðóãîñòè) çàïèñûâàåìûé â êîîðäèíà-
òàõ Ëàãðàíæà, ò.å. â êîîðäèíàòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
íåäåôîðìèðîâàííîìó òåëó. Â òî æå âðåìÿ â ãèäðî-
äèíàìèêå èñïîëüçóþòñÿ ýéëåðîâû êîîðäèíàòû, ïî-
ýòîìó â íàøåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïèñàòü è òåíçîð
äåôîðìàöèè â íèõ æå. Äëÿ íà÷àëà ââåäåì òåíçîð
ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

vij =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
, (24)

ãäå vi ≡ ∂ui/∂t. Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó ïåðåõîäà îò
ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò ê ýéëåðîâûì, ìîæíî ïîëó-
÷èòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå [11]:

∂uij
∂t

+ vk
∂uij
∂xk

+
∂vk
∂xi

ujk +
∂vk
∂xj

uki = vij . (25)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæå-
íèè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî vi ≡ u̇i = (vn)i, è ïîýòîìó
vij = (vn)ij . Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (25) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ òåíçîðà
äåôîðìàöèé.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ âåêòîðà m çàïèøåì
àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ äèðåêòîðà
â íåìàòè÷åñêîé ôàçå æèäêèõ êðèñòàëëîâ. Áåç ó÷åòà
ðåëàêñàöèîííîãî ÷ëåíà èìååì

∂mi

∂t
+ (vn)j∇jmi = Ωijmj +

+λm(δij −mimj)mk(vn)jk, (26)

ãäå

Ωij =
1

2

(
∂(vn)i
∂xj

− ∂(vn)j
∂xi

)
îïèñûâàåò ñêîðîñòü ëîêàëüíîãî ïîâîðîòà ñèñòåìû,
à λm � ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé êîýôôèöèåíò, èìåþ-
ùèé êèíåìàòè÷åñêóþ ïðèðîäó [9]. Íàêîíåö, ïîñëåä-
íåå íåîáõîäèìîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ � ýòî óðàâ-
íåíèå äëÿ âåêòîðà δi, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ðàçíèöó
ìåæäó íàïðàâëåíèåì ëîêàëüíîé àíèçîòðîïèè àýðî-
ãåëÿ è íàïðàâëåíèåì îðáèòàëüíîé ÷àñòè ïàðàìåò-
ðà ïîðÿäêà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîãî óðàâíå-
íèÿ çàïèøåì ñíà÷àëà óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå óðàâ-
íåíèþ äëÿ m, òîëüêî äëÿ íàïðàâëåíèÿ ëîêàëüíîé
àíèçîòðîïèè àýðîãåëÿ:

∂νi
∂t

+ (vn)j∇jνi =

= Ωijνj + λν(δij − νiνj)νk(vn)jk. (27)

Çäåñü λν � ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé êîýôôèöèåíò, àíà-
ëîãè÷íûé λm. Ïðè íàïèñàíèè äàííîãî óðàâíåíèÿ
ìû îïÿòü ó÷ëè ïðèáëèæåíèå îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ, ò.å. ÷òî ñêîðîñòü u̇i ðàâíà ñêîðîñòè (vn)i.
Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (26) è (27), ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå äëÿ âåêòîðà δi. Äëÿ ýòîãî âû÷òåì èç (26) óðàâíå-
íèå (27) è óìíîæèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íàmi−νi,
òîãäà ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

∂t(m− ν)2
j/2 + (vn)i∇i(m− ν)2

j/2 =

= −λm(νj −mj(νlml))(vn)jkmk −
−λν(mj − νj(νlml))(vn)jkνk. (28)

Ïîñêîëüêó ââåäåíèå âåêòîðà δi îïðàâäàíî òîëüêî
äëÿ ìàëûõ îòêëîíåíèé èç ðàâíîâåñèÿ, ïðàâóþ ÷àñòü
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî óïðîñòèòü äî âèäà
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∂t
δjδj

2
+ (vn)i∇i

δjδj
2

= (λm − λν)δj(vn)jkν
0
k . (29)

Òàêèì îáðàçîì, â îòñóòñòâèå çàòóõàíèÿ äèíàìèêà
âåêòîðà δi âîçíèêàåò òîëüêî ïðè óñëîâèè ðàçëè÷èÿ
êèíåìàòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ λm è λν è îïðåäå-
ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

∂tδj + (vn)i∇iδj = (λm − λν)(vn)jkν
0
k . (30)

Îòìåòèì, ÷òî ëèíåàðèçîâàííîå ïî ìàëûì îòêëîíå-
íèÿì óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå

δi = (λm − λν)uikν
0
k , (31)

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî â îòñóòñòâèå äåôîðìàöèè δi = 0.

4. ÇÀÌÛÊÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé (17)�(21),
(25), (26), (30) áûëà çàìêíóòîé, íåîáõîäèìî íàéòè
âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòîêîâ Πij è φij ÷åðåç ââåäåííûå
ïåðåìåííûå è ñîîòâåòñòâóþùèå èì îáîáùåííûå ñè-
ëû. Äëÿ äàëüíåéøåãî âûâîäà íàì ïîòðåáóåòñÿ îïðå-
äåëåíèå äàâëåíèÿ êàê ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïîëíîé
ýíåðãèè ñèñòåìû ïî îáúåìó â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå
æèäêîñòü ïîêîèòñÿ:

p = −
(
∂(V ε(0))

∂V

)
Ml,Ma,S,P(0),mi,δi,ũik,∇imk

=

= −V
(
∂(ε(0))

∂V

)
Ml,Ma,S,P(0),mi,δi,ũik,∇imk

− ε0.

(32)

Çäåñü Ma � ìàññà àýðîãåëÿ, Ml � ìàññà 3He
âíóòðè àýðîãåëÿ, S � ïîëíàÿ ýíòðîïèÿ, P(0)

� ïîëíûé èìïóëüñ â ñèñòåìå ïîêîÿ æèäêîñòè,
ũik = uik − (1/3)δikull. Èç ïîñòîÿíñòâà ìàññû Ma

ñëåäóåò, ÷òî −V ∂(ρa)/∂V = ρa è ò.ï., îòêóäà ñëåäóåò
âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ âèäà

p = −ε(0) + Ts+ µ(0)
a ρa + µ

(0)
l ρl − j(0)

i wi, (33)

à äëÿ äèôôåðåíöèàëà äàâëåíèÿ èìååì ñîîòâåòñòâåí-
íî

dp = sdT + ρadµ
(0)
a + ρldµ

(0)
l − j

(0)
i dwi−

− σijdũij −Xidmi −∆idδi − Lijd∇imj . (34)

Íàéäåì òåïåðü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ
ïîòîêà èìïóëüñà, ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè è ïîòîêà
ýíåðãèè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíîé ïðî-
öåäóðîé, ñîãëàñíî êîòîðîé íåîáõîäèìî ñâåñòè ÷àñò-
íóþ ïðîèçâîäíóþ ýíåðãèè åäèíèöû îáúåìà ê ïîëíîé

äèâåðãåíöèè ïîòîêà ýíåðãèè. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-
íèå (1), çàïèøåì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ýíåðãèè ïî
âðåìåíè è ïîäñòàâèì âìåñòî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðåìåííûõ èõ âûðàæåíèÿ èç óðàâíåíèé (17)�(21),
(25), (26), (30):

∂ε

∂t
= T

∂s

∂t
+ µa

∂ρa
∂t

+ µl
∂ρl
∂t

+

+ (vn)i
∂ji
∂t

+ (gs)i
∂(vs)i
∂t

+

+ σik
∂ũik
∂t

+ ∆i
∂δi
∂t

+Xi
∂mi

∂t
+ Lij

∂∇imj

∂t
=

= T (−∇is(vn)i) + µa(−∇i(ρa(vn)i))+

+ µl(−∇i(ρl(vn)i + (ρs)ijwj)+

+ σij [(vn)ij − (vn)k
∂uij
∂xk

− ∂(vn)k
∂xi

ujk −
∂(vn)k
∂xj

uki]+

(vn)i(−∇jΠij) + (ρs)ikwk(−∇jφij)+
+ ∆i[(λm − λν)(vn)ijν

0
j − (vn)j∇jδi]+

+Xi[Ωijmj +λm(δij−mimj)mk(vn)jk− (vn)j∇jmi]+

+ Lij∇i[Ωjkmk + λm(δjk −mjmk)mp(vn)kp−
− (vn)k∇kmj ],

ãäå ïðè ïîäñòàíîâêå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé òåíçîðà
äåôîðìàöèé ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

σik
∂ũik
∂t

= σik
∂uik
∂t

.

Âûäåëèì òåïåðü â íàïèñàííîì âûðàæåíèè ïîëíóþ
ïðîèçâîäíóþ âèäà

−∇i[(Ts+ µaρa + µlρl)(vn)i+

+ φij(ρs)jk[(vs)k − (vn)k]−
− (ρs)ij [(vs)j − (vn)j ](vn)k(vs)k + Πij(vn)j−
− Lij [Ωjkmk + λm(δjk −mjmk)mp(vn)kp]]. (35)

Îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû ñíà÷àëà ñãðóïïèðóåì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

∇j(gs)i[(−µ(0)
l −

v2
s

2
)δij + φij ]−

− (ρs)ijwj∇i[(vs)k(vn)k]+

+ (vn)i[s∇iT + ρa∇iµ(0)
a + ρl∇iµ(0)

l +

+ (ρaδjk + (ρn)jk)wk∇iwj−
− σjk∇iũjk −∆j∇iδj −Xj∇imj − Ljk∇i∇jmk]+

+ (vn)i{(ρa + ρl)∇i(
v2
s

2
− (vs)j(vn)j)−

− (ρaδjk + (ρn)jk)wk∇iwj}+
+∇i(vn)j [Πij + σij − uikσjk − ujkσik+
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+
1

2
(λm − λν)

(
∆iν

0
j + ∆jν

0
i

)
+

1

2
(X̃imj − X̃jmi)+

+
1

2
λm(X̃imj + X̃jmi)−

− λm(X̃kmk)mimj − Lik∇jmk], (36)

ãäå X̃i = Xi − ∇jLji. Äëÿ õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ
áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (7). Äàëåå ìîæíî ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ∇i(vs)k â âû-
ðàæåíèè (36) ñâîðà÷èâàåòñÿ ñ àíòèñèììåòðè÷íûì
òåíçîðîì (ρs)kjwj(vn)i− (ρs)ijwj(vn)k, à îñòàâøèåñÿ
÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå òåíçîðó ∇i(vn)j , ïðèâî-
äÿòñÿ ê âèäó

−∇i(vn)j

{
(ρs)ik(vs)k(vs)j+

+ {ρaδjk + (ρn)jk}(vn)k(vn)i−

− (ρs)ik(vn)k(vs)j + (ρs)jk(vn)k(vs)i

}
.

Ñîãëàñíî (34) âûðàæåíèå, íà êîòîðîå óìíîæàåòñÿ
(vn)i â (36), ðàâíî ∇ip. Âûäåëèì èç äàííîãî ÷ëå-
íà ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ, è çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó
ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îáðàòèìûå ïðîöåññû, êî-
ýôôèöèåíòû ïåðåä ∇j(vn)i è ∇j(gs)i äîëæíû òîæ-
äåñòâåííî îáðàòèòüñÿ â íóëü. Èç äàííûõ äâóõ óðàâ-
íåíèé ìû â èòîãå ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ
Πij è φij :

φij = (µ
(0)
l +

v2
s

2
)δij , (37)

Πij = pδij + (ρs)ik(vs)k(vs)j+

+ (ρaδjk + (ρn)jk)(vn)k(vn)i−
− (ρs)ik(vn)k(vs)j + (ρs)jk(vn)k(vs)i−

− σij + ũikσjk + ũjkσik−

− 1

2
(λm − λν)

(
∆iν

0
j + ∆jν

0
i

)
−

− 1

2
(X̃imj − X̃jmi)−

1

2
λm(X̃imj + X̃jmi)+

+ λm(X̃kmk)mimj + Lik∇jmk. (38)

Òåíçîð Πij ìîæíî ïðèâåñòè ê ñèììåòðè÷íîìó âè-
äó, òàê êàê ó ïîëÿðíîé ôàçû íåò âåêòîðà, îïèñû-
âàþùåãî ñïîíòàííûé îðáèòàëüíûé ìîìåíò. Â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì â çàäà÷å ïðèáëèæåíèè (èìååòñÿ â âè-
äó âèä òåíçîðà Lij âáëèçè Tc, âûðàæåíèÿ äëÿ ñèëû
Xi è òåíçîðà ñâåðõòåêó÷åé ïëîòíîñòè (ρs)ij) äàííîå
äåéñòâèå ìîæíî ïðîäåëàòü íåïîñðåäñòâåííî. Ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü òåíçîðà Πij

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äèâåðãåíöèè îò òåíçîðà
òðåòüåãî ðàíãà, àíòèñèììåòðè÷íîãî ïî äâóì îñòàâ-
øèìñÿ èíäåêñàì:

Πij −Πji = ∇k(miLkj −mjLki), (39)

òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé
ñèììåòðèçàöèè [9], â èòîãå ïîëó÷èì

Πik = Π0
ik + j

(0)
i (vs)k + j

(0)
k (vs)i+

+(ρl + ρa)(vs)i(vs)k,

Π0
ij = pδij − σij + ũikσjk + ũjkσik − σmij−

−κa
2

(λm − λν)
(
δiν

0
j + δjν

0
i

)
+

+{ρa + ρl}wiwj+

+
1

2
(1− λm)(ρ‖s − ρ⊥s )wkmk{wimj + wjmi}+

+λm(ρ‖s − ρ⊥s )(wkmk)2mimj ,

(40)

ãäå σmij � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âèäà

σmij = −1

2
(Ljk∂imk + Lik∂jmk)−

− 1

2
∂k[(Lij + Lji)mk − Ljkmi − Likmj ], (41)

à âûðàæåíèå äëÿ Xi áûëî ïîäñòàâëåíî èç (12). Êàê
è äîëæíî áûëî áûòü, òåíçîð ïîòîêà èìïóëüñà ïðè
ãàëèëååâñêîì ïðåîáðàçîâàíèè ìåíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ èçîòðîïíîé ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè. Âçàè-
ìîäåéñòâèå ñâåðõòåêó÷åé ñèñòåìû ñ àýðîãåëåì çà-
êëþ÷àåòñÿ â ïîÿâëåíèè äîïîëíèòåëüíîé ïëîòíîñòè
ρa â îïðåäåëåíèè j

(0)
i , à òàêæå â ïîÿâëåíèè â âû-

ðàæåíèè äëÿ ïîòîêà èìïóëüñà òåíçîðà íàïðÿæåíèé
àýðîãåëÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñíî ââåäåííîìó
îïðåäåëåíèþ äàâëåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàâèñèìîñòü
îò ïëîòíîñòè àýðîãåëÿ (àíàëîã ïàðöèàëüíîãî äàâëå-
íèÿ â ñìåñè ãàçîâ). Íàêîíåö, èòîãîâîå âûðàæåíèå
äëÿ ïîòîêà ýíåðãèè èìååò âèä

Qi = (Ts+ µaρa + µlρl − p)(vn)i + µl(gs)i+

+ Πij(vn)j − Lij [Ωjkmk+

+ λm(δjk −mjmk)mp(vn)kp]. (42)

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ òåíçîðîâ Πij è φij ìîæíî ãî-
âîðèòü î çàìêíóòîé ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(17)�(21), (25), (26), (30), êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñîâ-
ìåñòíûå äâèæåíèÿ àýðîãåëÿ, íîðìàëüíîé è ñâåðõ-
òåêó÷åé êîìïîíåíò æèäêîñòè. Â ñëó÷àå ìàëûõ äå-
ôîðìàöèé óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî óïðî-
ùåíû. Âî-ïåðâûõ, â âûðàæåíèè äëÿ ïîòîêà èìïóëü-
ñà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíàìè ũikσjk, ũjkσik. Âî-
âòîðûõ, çàìåòèì, ÷òî ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (26),
(30) ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü ïî ïàðàìåòðó u/L, ãäå L
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� õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ïðîñòðàíñòâåííîãî èçìåíå-
íèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñèõ ïåðåìåííûõ, u � õàðàêòåð-
íàÿ àìïëèòóäà ñìåùåíèÿ. Òîãäà δi ñòàíîâèòñÿ ëè-
íåéíîé ôóíêöèåé äåôîðìàöèè, à ÷ëåí â ïîòîêå èì-
ïóëüñà, ñîäåðæàùèé äàííóþ ïåðåìåííóþ, ïðèâîäèò-
ñÿ ê âèäó

κa
2

(λm − λν)2
(
uikν

0
kν

0
j + ujkν

0
kν

0
i

)
,

êîòîðûé èìååò òó æå òåíçîðíóþ ñòðóêòóðó, ÷òî è
÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé γ4, â σij . Äàííàÿ ïåðåíîð-
ìèðîâêà êîýôôèöèåíòà γ4 âîçíèêàåò ïðè ïåðåõîäå â
ïîëÿðíóþ ôàçó, òàê êàê κa ∼ ∆2

P . Òàêæå ïîêàæåì,
÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ó÷åò íåîäíî-
ðîäíîñòè âåêòîðà m â ýíåðãèè ïðèâîäèò ê ïðåâûøå-
íèþ òî÷íîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, èç ëèíåàðèçîâàííîãî
óðàâíåíèÿ (26),

∂mi

∂t
= Ωijm

(0)
j + λm(δij −m0

im
(0)
j )m

(0)
k vjk, (43)

ñëåäóåò, ÷òî

∂jmi =
1

2
∂j (∂iuk − ∂kui)m(0)

k +

+ λm(δil −m0
im

(0)
l )m

(0)
k ∂julk. (44)

Â òåîðèè óïðóãîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äëèí-
íîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ, ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ïðèáëèæåíèè ∂jmi ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé
ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó ãðàäè-
åíòó âåêòîðà ñìåùåíèÿ. Èç ñðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ãðàäèåíòíûõ ÷ëåíîâ â âûðàæåíèè äëÿ ýíåð-
ãèè ñëåäóåò, ÷òî ìàëûì ïàðàìåòðîì ðàçëîæåíèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ Nf∆2
P

ρac2a

ξ2s
L2 , ãäå ca � ñêîðîñòü çâóêà â àýðîãå-

ëå. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ìàëîé âåëè÷èíîé ïîìèìî îò-

íîøåíèÿ äëèí ÿâëÿåòñÿ åùå è âåëè÷èíà Nf∆2
P

ρac2a
, êî-

òîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî âêëàäîì â æåñòêîñòü ñèñòå-
ìû ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Èç
ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî â âûðàæåíèÿõ äëÿ ïî-
òîêà èìïóëüñà è ïîòîêà ýíåðãèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
÷ëåíàìè ñ σmij , ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (17)�(25) ìîæíî
ðåøàòü íåçàâèñèìî îò óðàâíåíèÿ (26).

Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ê íàïèñàííûì
óðàâíåíèÿì ìîæíî èñïîëüçîâàòü òðåáîâàíèå íåïðå-
ðûâíîñòè ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíèöó àýðîãåëÿ:

jini ni = jouti ni, (45)

φinij nj = φoutij nj , (46)

Πin
ij nj = Πout

ij nj , (47)

ãäå ni � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè àýðîãå-
ëÿ, à âñå ïîòîêè âû÷èñëÿþòñÿ â ñèñòåìå, ãäå àýðî-
ãåëü ïîêîèòñÿ. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, à òàêæå

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìåæäó àýðîãåëåì è íîðìàëüíîé êîì-
ïîíåíòîé æèäêîñòè íåò ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íà ãðàíèöå àýðî-
ãåëÿ:

(gs)ini = const, (48)

µl = const, (49)

(pδij − σij)nj = const. (50)

Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [12] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè ïîòåíöèàëüíîì îáòåêàíèè àýðîãåëÿ ñâåðõòåêó-
÷åé æèäêîñòüþ ôàçà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà ãðàíèöå àýðîãåëÿ â ñëó-
÷àå ñëàáîé íåîäíîðîäíîñòè ìîäóëÿ ïàðàìåòðà ïî-
ðÿäêà â ýòîé îáëàñòè, ÷òî íå ïðîòèâîðå÷èò óñëî-
âèþ (49). Èç íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà ýíòðîïèè ñëå-
äóåò òàêæå, ÷òî

(vn)outi ni = (vn)ini ni. (51)

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå íåïðå-
ðûâíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷å-
ñêè. Äîïîëíèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå óðàâ-
íåíèé äåëàëîñü ïðåäïîëîæåíèå î ñîõðàíåíèè ïîë-
íîé ìàññû æèäêîñòè, çàêëþ÷åííîé âíóòðè àýðîãå-
ëÿ. Ïîýòîìó, òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæå-
íèè íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà æåñòêî ñâÿçàíà ñ êàð-
êàñîì àýðîãåëÿ, ñâåðõòåêó÷èå òîêè íà ãðàíèöå àýðî-
ãåëÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíîìó óñëî-
âèþ ∮

(gs)inidS = 0,

ãäå dS � ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè àýðîãåëÿ.

5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïîäûòîæèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû: íàìè ïîëó-
÷åíà ñèñòåìà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ïî-
ëÿðíîé ôàçû ñâåðõòåêó÷åãî 3He â îäíîîñíîì íåìà-
òè÷åñêîì àýðîãåëå, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ s, ρa, ρl, vs, ji, uij , mi è δi.
Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè äâèæåíèå îðáèòàëüíîãî
âåêòîðà mi, îïðåäåëÿþùåãî íàïðàâëåíèå îðáèòàëü-
íîé ÷àñòè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, íå âõîäèò â óðàâíå-
íèÿ äëÿ îñòàëüíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ,
à ïåðåìåííàÿ δi ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé òåí-
çîðà äåôîðìàöèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ïåðåíîðìèðîâêå
êîýôôèöèåíòà γ4 â òåíçîðå íàïðÿæåíèé ñèñòåìû.
Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïðèáëèæåíèè ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëÿðíîé ôàçû ïî ôîðìå íè-
÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé äëÿ èçîòðîïíîé
ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè â òîì æå àýðîãåëå çà èñêëþ-
÷åíèåì çàìåíû ñâåðõòåêó÷åé ïëîòíîñòè (ñêàëÿðà) â
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èçîòðîïíîì ñëó÷àå íà òåíçîð ñâåðõòåêó÷åé ïëîòíî-
ñòè â ñëó÷àå ïîëÿðíîé ôàçû. Òàê êàê â ðàññìàòðè-
âàåìîì ïðèáëèæåíèè îòñóòñòâóåò ïðîñêàëüçûâàíèå
ìåæäó íîðìàëüíîé êîìïîíåíòîé 3He è àýðîãåëåì,
òî ïëîòíîñòü òîêà ìàññû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíê-
öèåé îò ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò âåêòîðà ñìåùå-
íèÿ u̇i è ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè (vs)i. Ïîýòîìó â êà-
÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü s, ρa, ρl, vs è ui, ïðè÷åì óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì è âðåìåííûì ïðîèçâîäíûì âåê-
òîðà ñìåùåíèÿ ui. Îòìåòèì, ÷òî èç-çà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ àýðîãåëÿ è 3Íå ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíûé èìïóëüñ
ñèñòåìû, ò.å. ïðîèñõîäèò ïåðåäà÷à èìïóëüñà îò àýðî-
ãåëÿ ê 3Íå. Äàííûé ôàêò îòðàæåí â òîì, ÷òî òåíçîð
ïîòîêà èìïóëüñà ñîäåðæèò êîìïîíåíòû òåíçîðà íà-
ïðÿæåíèé àýðîãåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, êîëåáàòåëüíûé
ñïåêòð ñèñòåìû äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ ñîâìåñòíûå
êîëåáàíèÿ êàðêàñà àýðîãåëÿ è ñâåðõòåêó÷åãî 3He.
Èññëåäîâàíèå äàííîãî âîïðîñà òðåáóåò îòäåëüíîãî
ðàññìîòðåíèÿ.

Îòìåòèì òàêæå åùå îäíó äåòàëü, êîòîðàÿ îòëè-
÷àåò äàííóþ çàäà÷ó îò ðàññìîòðåííîé Õàëàòíèêî-
âûì: ïîìèìî òîãî, ÷òî òåíçîð ïîòîêà èìïóëüñà ñî-
äåðæèò êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé àýðîãåëÿ,
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë æèäêîñòè µ(0)

l áóäåò òåïåðü
çàâèñåòü íå òîëüêî îò s, ρl è ρa, íî è îò êîìïîíåí-
òû uzz òåíçîðà äåôîðìàöèé àýðîãåëÿ, ÷òî îáåñïå-
÷èâàåò äîïîëíèòåëüíóþ âîçìîæíîñòü ñâÿçè ìåæäó
ðàçëè÷íûìè êîëåáàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â
ñèñòåìå. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê íàïèñàííûì óðàâ-
íåíèÿì âêëþ÷àþò â ñåáÿ òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíî-
ñòè ïîòîêîâ ðàññìîòðåííûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âå-
ëè÷èí. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ
àýðîãåëÿ âíóòðè ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè íåîáõîäè-
ìî òàêæå äîáàâèòü â ðàññìîòðåíèå çàäà÷ó î äâèæå-
íèè ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè âîêðóã àýðîãåëÿ ñ çà-
äàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð ïðèçíàòåëåí Ë.À.
Ìåëüíèêîâñêîìó, È.À. Ôîìèíó è À.Í. Þäèíó çà
ïîëåçíûå êîììåíòàðèè.
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