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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êàê èçâåñòíî, ñîëèòîíû ïîëó÷èëè ñâîå íàçâàíèå
[1] ïî àíàëîãèè ñ íàçâàíèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö
(ýëåêòðîí, ïðîòîí è ò.ï.) â ñèëó èõ óïðóãîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ äðóã ñ äðóãîì äëÿ âàæíîãî êëàññà íåëè-
íåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé. À èìåííî, äâå óåäè-
íåííûå âîëíû, íàõîäÿùèåñÿ äî èõ ¾ñòîëêíîâåíèÿ¿
âäàëè äðóã îò äðóãà, ïðîéäÿ ÷åðåç ñòàäèþ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ, âîçâðàùàþòñÿ ê ñâîåé ïåðâîíà÷àëüíîé
ôîðìå áåç îáðàçîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ
âîëí. Òåì íå ìåíåå àêò èõ âçàèìîäåéñòâèÿ íå ïðîõî-
äèò ñîâñåì áåññëåäíî è â ðåçóëüòàòå íåãî òðàåêòîðèè
ñîëèòîíîâ ïðèîáðåòàþò äîïîëíèòåëüíûå ñäâèãè ïî
ñðàâíåíèþ ñ èõ ïåðâîíà÷àëüíûìè òðàåêòîðèÿìè [2].
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðè-
çà (ÊäÔ), ÿâëÿþùåãîñÿ óíèâåðñàëüíûì âîëíîâûì
óðàâíåíèåì äëÿ îïèñàíèÿ âîëí ñ ó÷åòîì ìàëûõ ýô-
ôåêòîâ íåëèíåéíîñòè è äèñïåðñèè, êîòîðîå ìû çà-
ïèøåì â ñòàíäàðòíûõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ,

ut + 6uux + uxxx = 0, (1)
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ñîëèòîííîå ðåøåíèå èìååò âèä

u(x, t) =
κ2

2

1

ch2[κ(x− κ2t− x0)/2]
, (2)

ò.e. ñêîðîñòü ñîëèòîíà s = κ2 ïðîïîðöèîíàëüíà åãî
àìïëèòóäå a = κ2/2. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè âîëíîâîå âîçáóæäåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ â âèäå äâóõ óäàëåííûõ
äðóã îò äðóãà ñîëèòîííûõ èìïóëüñîâ (2), ïðè÷åì
áîëåå áûñòðûé ñîëèòîí ñ ïàðàìåòðîì κ = κ2 èìååò
íà÷àëüíóþ êîîðäèíàòó x02 ëåâåå êîîðäèíàòû x01 áî-
ëåå ìåäëåííîãî ñîëèòîíà ñ ïàðàìåòðîì κ1 (κ1 < κ2),
òî èõ ïåðâîíà÷àëüíûå òðàåêòîðèè x = κ2

1t + x01,
x = κ2

2t+x02 ïðèîáðåòóò ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñäâèãè

x = κ2
1t+ x01 + ∆x1, x = κ2

2t+ x02 + ∆x2,

ãäå

∆x1 = − 2

κ1
ln
κ2 + κ1

κ2 − κ1
, ∆x2 =

2

κ2
ln
κ2 + κ1

κ2 − κ1
. (3)

Òàêèì îáðàçîì, áûñòðûé ñîëèòîí ñ áîëüøîé àìïëè-
òóäîé ñäâèãàåòñÿ âïåðåä, à ìåäëåííûé è íèçêèé �
íàçàä, ïðè÷åì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñäâèã íèçêî-
ãî áîëüøå, ÷åì ñäâèã âûñîêîãî. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî
äëÿ âàæíîãî êëàññà èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ìî-
ãóò áûòü ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ ñ ëþáûì ÷èñëîì ñîëè-
òîíîâ. Ïðè ýòîì â ðåçóëüòàòå îäíîâðåìåííîãî ñòîëê-
íîâåíèÿ òðåõ èëè áîëüøåãî èõ ÷èñëà ñóììàðíûé
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ñäâèã êàæäîãî ñîëèòîíà ðàâåí ñóììå ñäâèãîâ âèäà
(3) äëÿ ïàðíûõ ñòîëêíîâåíèé (ñì., íàïðèìåð, [3,4]),
ò.å. ìíîæåñòâåííûå ñòîëêíîâåíèÿ ñîëèòîíîâ îäíî-
âðåìåííî â îäíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà íå îòëè÷à-
þòñÿ â ýòîì ñìûñëå îò ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâåííî ðàçäåëåííûõ ïàðíûõ ñòîëêíîâåíèé ñîëèòî-
íîâ äðóã ñ äðóãîì.

Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî â íàøåé âîëíîâîé ñè-
ñòåìå âîçáóæäåíî î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî ñîëèòîíîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì ïàðà-
ìåòðîì κ. Òîãäà ìîæíî ãîâîðèòü î ãàçå ñîëèòî-
íîâ è èñïîëüçîâàòü äëÿ åãî îïèñàíèÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ãàçîâîé êèíåòèêè. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç
f(κ, x, t)dxdκ ÷èñëî ñîëèòîíîâ ñ êîîðäèíàòàìè â èí-
òåðâàëå (x, x+dx), êîòîðûå èìåþò ïàðàìåòð κ â èí-
òåðâàëå (κ, κ+ dκ) â ìîìåíò âðåìåíè t, òî ýâîëþöèÿ
òàêîãî ãàçà õàðàêòåðèçóåòñÿ çàâèñèìîñòüþ ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ f(κ, x, t) ïî êîîðäèíàòå è ïàðàìåòðó
κ îò âðåìåíè. Çàäà÷à íàéòè êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
äëÿ òàêîé ýâîëþöèè áûëà ïîñòàâëåíà Çàõàðîâûì â
ðàáîòå [5] è ðåøåíà èì äëÿ ðàçðåæåííîãî ãàçà ñîëè-
òîíîâ, êîãäà èõ ñòîëêíîâåíèÿ äðóã ñ äðóãîì â ñðåä-
íåì ìàëî èçìåíÿþò ñêîðîñòè s = κ2. Ïîçæå Ýëü, èñ-
ñëåäóÿ ñïåöèàëüíûé ïðåäåë ìîäóëÿöèîííûõ óðàâíå-
íèé Óèçåìà äëÿ áåñêîíå÷íîôàçíîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ÊäÔ, ïîëó÷èë â ðàáîòå [6] îáîáùåíèå êèíå-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà íà ïëîòíûé ñîëèòîí-
íûé ãàç. Áîëåå ïðîñòîé âûâîä ýòîãî óðàâíåíèÿ íà îñ-
íîâå ñàìîñîãëàñîâàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé ñêî-
ðîñòè ñîëèòîíà, äâèæóùåãîñÿ ñêâîçü ãàç, áûë äàí
â ðàáîòå [7] è òàì æå áûëî ïîëó÷åíî ïðîñòåéøåå
ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåå ñòîëêíîâå-
íèå äâóõ îáëàêîâ ñîëèòîííûõ ãàçîâ, â êàæäîì èç
êîòîðûõ ïàðàìåòðû κ áëèçêè äðóã ê äðóãó. Ôîð-
ìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà òàêèõ îáëà-
êîâ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [8, 9]. Â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ òåîðèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ñîëèòîíîâ
ñòàëà ÷àñòüþ àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ òàê íàçûâàå-
ìîé ¾îáîáùåííîé ãèäðîäèíàìèêè¿, êîòîðàÿ íàõîäèò
ïðèëîæåíèÿ ê ðàçëè÷íûì èíòåãðèðóåìûì ìîäåëÿì
ñèñòåì ìíîãèõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö (ñì., íà-
ïðèìåð, îáçîðû [10, 11] è èìåþùèåñÿ òàì ññûëêè).
Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà òàêîé çíà÷èòåëüíûé ôîðìàëü-
íûé ïðîãðåññ, ôèçè÷åñêîå ïîíèìàíèå ïîâåäåíèÿ ñî-
ëèòîííûõ ãàçîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì, òàê
êàê äî ñèõ ïîð èìååòñÿ ëèøü î÷åíü íåáîëüøîå ÷èñ-
ëî ðåøåííûõ çàäà÷, äàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå î õàðàê-
òåðíûõ ÷åðòàõ äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîëè-
òîííûõ ãàçîâ. Â òî æå âðåìÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà-
÷àëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè
ñîëèòîííûõ ãàçîâ â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòå-
ìàõ, âêëþ÷àÿ âîëíû íà âîäå è õîëîäíûå àòîìû (ñì.,

íàïðèìåð, [12�14]), ÷òî òðåáóåò ñîçäàíèÿ ÿñíîé êàð-
òèíû äèíàìèêè ñîëèòîííûõ ãàçîâ. Â äàííîé ñòàòüå
ìû ïðåäñòàâèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òàêîé òèïè÷íîé
äèíàìèêè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîíÿòü íåêîòîðûå ñó-
ùåñòâåííûå ñâîéñòâà ãàçîâîé äèíàìèêè ñîëèòîíîâ,
îòëè÷àþùèå åå îò äèíàìèêè îáû÷íûõ ãàçîâ.

2. ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß ÃÀÇÀ
ÑÎËÈÒÎÍÎÂ

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû êðàòêèé âû-
âîä êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñîëèòîííîãî ãàçà
ÊäÔ, ñëåäóÿ ìåòîäó ðàáîòû [7]. Ïðåæäå âñåãî çàìå-
òèì, ÷òî â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ ÊäÔ,
îòêðûòîé â ðàáîòå [15], ýâîëþöèÿ âîëíû u(x, t) ïðî-
èñõîäèò òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñïåêòð çàäà÷è íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ àññîöèèðîâàííîãî ñ óðàâ-
íåíèåì ÊäÔ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
ψxx = −(u(x, t)+λ)ψ íå çàâèñèò îò âðåìåíè t è êàæ-
äîìó ñîëèòîíó îòâå÷àåò íåêîòîðîå çíà÷åíèå λ < 0

äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Áîëåå óäîáíûé ïàðàìåòð κ, èñ-
ïîëüçîâàííûé â çàïèñè ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ â âè-
äå (2), ñâÿçàí ñ λ ñîîòíîøåíèåì κ =

√
−λ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïðè ýâîëþöèè âîëíû ñîãëàñíî óðàâíåíèþ
ÊäÔ êàê ñïåêòð, òàê è íàáîð çíà÷åíèé κ ïðè äâè-
æåíèè ñîëèòîíîâ, ñîïðîâîæäàåìîì èõ ñòîëêíîâåíè-
ÿìè, íå èçìåíÿåòñÿ. Åñëè áû ñîëèòîíû ïðè èõ ñòîëê-
íîâåíèÿõ íå ïðåòåðïåâàëè ñäâèãîâ (3), òî èõ ñêîðî-
ñòè âûðàæàëèñü áû ôîðìóëîé s = κ2 äëÿ âñåõ ñîëè-
òîíîâ ñ ïàðàìåòðîì κ. Îäíàêî ñòîëêíîâåíèÿ ìîäè-
ôèöèðóþò ýòó ñêîðîñòü. Ïðè êàæäîì ñòîëêíîâåíèè
ñîëèòîíà ñ áîëåå ìåäëåííûìè ñîëèòîíàìè, èìåþùè-
ìè ïàðàìåòð η < κ, ¾ïðîáíûé¿ κ-ñîëèòîí ïðîäâèãà-
åòñÿ âïåðåä íà äîïîëíèòåëüíîå ðàññòîÿíèå

2

κ
ln
κ+ η

κ− η ,

è ÷èñëî òàêèõ ñòîëêíîâåíèé â åäèíèöó âðåìåíè ðàâ-
íî îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè s(κ)− s(η), óìíîæåííîé
íà ïëîòíîñòü η-ñîëèòîíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, áëàãîäà-
ðÿ òàêèì ñòîëêíîâåíèÿì κ-ñîëèòîí ïðèîáðåòàåò äî-
áàâêó ê ñêîðîñòè

κ∫
0

2

κ
ln
κ+ η

κ− η [s(κ)− s(η)]f(η)dη. (4)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì êàæäûé ñîëèòîí ñ ïàðàìåò-
ðîì η > κ, îáãîíÿþùèé ¾ïðîáíûé¿ κ-ñîëèòîí, ñìå-
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ùàåò åãî çà åäèíèöó âðåìåíè íàçàä íà ðàññòîÿíèå

−
∞∫
κ

2

κ
ln
η + κ

η − κ [s(η)− s(κ))]f(η)dη =

=

∞∫
κ

2

κ
ln

∣∣∣∣κ+ η

κ− η

∣∣∣∣ [s(κ)− s(η)]f(η)dη,

ïîëó÷àåìîå óìíîæåíèåì ñäâèãà − 2
κ ln η+κ

η−κ ïðè åäè-
íè÷íîì ñòîëêíîâåíèè íà ÷èñëî òàêèõ ñòîëêíîâåíèé
[s(η) − s(κ))]f(η) è èíòåãðèðîâàíèåì ïî çíà÷åíèÿì
η > κ. Ïðèáàâëÿÿ ýòè äîáàâêè ê íåìîäèôèöèðîâàí-
íîìó çíà÷åíèþ ñêîðîñòè κ2, ïîëó÷àåì ñàìîñîãëàñî-
âàííîå óðàâíåíèå

s(κ) = κ2 +
2

κ

∞∫
0

ln

∣∣∣∣κ+ η

κ− η

∣∣∣∣ [s(κ)− s(η)]f(η)dη. (5)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîëèòîíîâ
ñ ïàðàìåòðîì κ ïåðåíîñèòñÿ âäîëü îñè x ñî ñêîðî-
ñòüþ s(κ), îïðåäåëÿåìîé èíòåãðàëüíûì óðàâíåíè-
åì (5), è óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ñïåêòðà ïðè ýâîëþöèè
âîëíû ñîãëàñíî óðàâíåíèþ ÊäÔ çàïèñûâàåòñÿ â âè-
äå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ:

∂f(κ, x, t)

∂t
+
∂[s(κ)f(κ, x, t)]

∂x
= 0. (6)

Ýòî óðàâíåíèå, äîïîëíåííîå èíòåãðàëüíûì óðàâíå-
íèåì (5), íàçûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ
ãàçà ñîëèòîíîâ ÊäÔ, è îíî áûëî äðóãèì ñïîñîáîì
ïîëó÷åíî â ðàáîòå Ýëÿ [6]. Îòìåòèì, ÷òî ó÷åò ëèøü
ïàðíûõ ñòîëêíîâåíèé â óðàâíåíèè (5) â ïëîòíîì
ñîëèòîííîì ãàçå îïðàâäûâàåòñÿ óïîìÿíóòûì âûøå
ñëîæåíèåì ñäâèãîâ ïðè êðàòíûõ ñòîëêíîâåíèÿõ ñî-
ëèòîíîâ.

Åñëè ãàç ñîëèòîíîâ ðàçðåæåííûé, ò.å.∫
f(κ)dκ � κ0, ãäå κ0 � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà κ â ðàñïðåäåëåíèè f(κ), òî ïîïðàâî÷íûé
÷ëåí â ôîðìóëå (5) ìàë è â íåãî ìîæíî ïîäñòàâèòü
íåìîäèôèöèðîâàííîå çíà÷åíèå s(κ) ≈ κ2:

s(κ) = κ2 +
2

κ

∞∫
0

ln

∣∣∣∣κ+ η

κ− η

∣∣∣∣ (κ2 − η2)f(η)dη. (7)

Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ s(κ) çàìêíó-
òîé ôîðìóëîé â îòëè÷èå îò èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (5) äëÿ ïëîòíîãî ãàçà ñîëèòîíîâ. Ñèñòåìà (6),
(7) áûëà ïîëó÷åíà Çàõàðîâûì â ðàáîòå [5] âìåñòå ñî
ñôîðìóëèðîâàííûì çäåñü ïîäõîäîì ê êèíåòèêå ãà-
çà ñîëèòîíîâ. ßñíî, ÷òî òàêîãî ðîäà êèíåòè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è äëÿ äðóãèõ ïîë-
íîñòüþ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ñ èçîñïåêòðàëü-
íîé ýâîëþöèåé íåëèíåéíûõ âîëí.

3. ÄÂÓÕÏÎÒÎÊÎÂÛÅ ÒÅ×ÅÍÈß
ÑÎËÈÒÎÍÍÛÕ ÃÀÇÎÂ

×òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î äèíàìèêå ñî-
ëèòîííûõ ãàçîâ ñîãëàñíî êèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
(5), (6), ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
èìååò äâà î÷åíü óçêèõ ïèêà âáëèçè çíà÷åíèé κ1 è
κ2, ò.å. åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(κ, x, t) = f1(x, t)δ(κ− κ1) + f2(x, t)δ(κ− κ2). (8)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì äèíàìèêó âçà-
èìîäåéñòâóþùèõ ãàçîâ íà âðåìåíàõ, êîãäà ñòîëêíî-
âåíèÿìè ñîëèòîíîâ îäíîãî ñîðòà ñ î÷åíü áëèçêèìè
ñêîðîñòÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ó÷èòûâàòü òîëüêî
ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó ñîëèòîíàìè ðàçíûõ ñîðòîâ. Òî-
ãäà ïîäñòàíîâêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (8) â (6) è
(7) äàåò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

∂f1

∂t
+
∂(s1f1)

∂x
= 0,

∂f2

∂t
+
∂(s2f2)

∂x
= 0, (9)

ãäå ñêîðîñòè s1, s2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

s1 = κ2
1+α1f2(s1−s2), s2 = κ2

2+α2f1(s2−s1), (10)

è ìû ââåëè äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèÿ

α1 =
2

κ1
ln

∣∣∣∣κ1 + κ2

κ1 − κ2

∣∣∣∣ , α2 =
2

κ2
ln

∣∣∣∣κ1 + κ2

κ1 − κ2

∣∣∣∣ . (11)

Óðàâíåíèÿ (10) ïîçâîëÿþò âûðàçèòü ïåðåíîðìèðî-
âàííûå ñêîðîñòè ÷åðåç ïëîòíîñòè ñîëèòîííûõ ãàçîâ:

s1 =
κ2

1(1− α2f1)− κ2
2α1f2

1− α1f2 − α2f1
,

s2 =
κ2

2(1− α1f2)− κ2
1α2f1

1− α1f2 − α2f1
.

(12)

Åñëè æå âûðàçèòü èç (10) ïëîòíîñòè f1,2 ÷åðåç ñêî-
ðîñòè s1,2,

f1 =
s2 − κ2

2

α2(s2 − s1)
, f2 =

κ2
1 − s1

α1(s2 − s1)
, (13)

è ïîäñòàâèòü ýòè âûðàæåíèÿ â (9), òî ýòà ñèñòåìà
ïðèâîäèòñÿ ê çàìå÷àòåëüíî ïðîñòîìó äèàãîíàëüíî-
ìó âèäó:

∂s1

∂t
+ s2

∂s1

∂x
= 0,

∂s2

∂t
+ s1

∂s2

∂x
= 0, (14)

ãäå ïåðåíîðìèðîâàííûå ñêîðîñòè s1, s2 ÿâëÿþòñÿ
ðèìàíîâûìè èíâàðèàíòàìè ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà.

Ôîðìàëüíî óðàâíåíèÿ (14) ïîõîæè íà óðàâíåíèÿ
ãàçîâîé äèíàìèêè â ðèìàíîâîé ôîðìå, íî ôèçè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ñîëèòîííîãî ãàçà âåñüìà îòëè÷íû îò
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ñâîéñòâ îáû÷íîãî ãàçà. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî,
õîòÿ ñêîðîñòè ñîëèòîíîâ ïåðåíîðìèðóþòñÿ â îáëà-
ñòè ïåðåêðûòèÿ ñîëèòîííûõ îáëàêîâ, òàêîå èçìåíå-
íèå ñêîðîñòè íåëüçÿ èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óñêîðå-
íèå ñîëèòîíîâ ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ: ïîñëå âû-
õîäà èç îáëàñòè ïåðåêðûòèÿ èõ ñêîðîñòè âîññòàíàâ-
ëèâàþò ñâîè ïåðâîíà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ. Äàëåå, ãà-
çû ñâîáîäíî ïðîòåêàþò ñêâîçü äðóã äðóãà ñ ïåðå-
íîðìèðîâàííûìè ñêîðîñòÿìè, íå èñïûòûâàÿ íèêà-
êèõ äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ. Ïðè ýòîì äèíàìè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ (9) èìåþò ôîðìó çàêîíîâ ñîõðàíå-
íèÿ è, êàê è â òåîðèè âÿçêèõ óäàðíûõ âîëí, äîïóñ-
êàþò ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ. Íàêîíåö, â íàøåì ñëó÷àå
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîëèòîííûå ãàçû èìåþò íóëå-
âóþ òåìïåðàòóðó, òàê ÷òî ïåðåõîä ÷åðåç ðàçðûâ íå
ñâÿçàí ñ óâåëè÷åíèåì ýíòðîïèè, ò.å. òåîðåìà Æóãå�
Öåìïëåíà (ñì., íàïðèìåð, [16]) íåïðèìåíèìà è ðàç-
ðûâ ìîæåò èìåòü ëþáîé çíàê. Èç ýòîãî æå ñëåäó-
åò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ôîðìàëüíî ðàçðûâíûõ
òå÷åíèé íå ñâÿçàíî ñ îïðîêèäûâàíèåì ñîëèòîííî-
ãî èìïóëüñà è ïîñëåäóþùèì ôîðìèðîâàíèåì óçêî-
ãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ, ñâÿçûâàþùåãî äâà òå÷åíèÿ ñ
ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè, êàê ýòî ïðîèñõîäèò â òåîðèè
âÿçêèõ óäàðíûõ âîëí. Ïðîÿñíèòü ýòîò âîïðîñ ïîìî-
ãàåò ñâÿçü óðàâíåíèé (14) ñ òåîðèåé ãàçà ×àïëûãè-
íà. Â ðàáîòå [17] ×àïëûãèí óêàçàë, ÷òî óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ ãàçà

p = A− B

ρ
(15)

(p � äàâëåíèå ãàçà, ρ � åãî ïëîòíîñòü, A,B � ïî-
ñòîÿííûå ïàðàìåòðû) ìîæåò ñëóæèòü óäîáíûì ïðè-
áëèæåíèåì íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ àäèàáàòû Ïóàññ-
ñîíà, êîãäà ôîðìóëû òåîðèè çíà÷èòåëüíî óïðîùà-
þòñÿ. (Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èì òàêæå áûëà îòìå-
÷åíà ñâÿçü óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ ñ òåîðèåé ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé). Ìû,
îäíàêî, ïîäîéäåì ê òåîðèè ãàçà ×àïëûãèíà ñ äðóãîé
ñòîðîíû.

Åùå íà ïåðâîíà÷àëüíîì ýòàïå ñîçäàíèÿ òåîðèè
óäàðíûõ âîëí â ðàáîòàõ Ñòîêñà è Êåëüâèíà îáñóæ-
äàëñÿ âîïðîñ, äîïóñêàþò ëè óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äè-
íàìèêè

ρt + (ρu)x = 0, ut + uux +
c2

ρ
ρx = 0 (16)

(c2 = dp/dρ, c � ñêîðîñòü çâóêà) ðåøåíèÿ â âèäå ñòà-
öèîíàðíîé ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âîëíû. Ïðè òàêîé
ïîñòàíîâêå âîïðîñà ÿñíî, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ðåøå-
íèè êàê ïëîòíîñòü ρ, òàê è ñêîðîñòü òå÷åíèÿ u ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî êîîðäèíàòû, ξ = x−V t, ò.å.
îíè ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì îäíîçíà÷íîé çàâèñèìî-
ñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå ðåøåíèå äîëæíî áûòü

ïðîñòîé âîëíîé è âûðàæàòüñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà
(ñì. [16])

ρ = ρ0[x− (c+ u)t], (17)

ρ0(x) � ïðîôèëü ïëîòíîñòè â òàêîé âîëíå, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ c + u. Ïðè ýòîì ñâÿçü
ìåæäó ρ è u âûðàæàåòñÿ óñëîâèåì ïîñòîÿíñòâà ðè-
ìàíîâà èíâàðèàíòà:

u−
∫
cdρ/ρ = r− = const.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíû ñî ñòàöèîíàðíûì ïðî-
ôèëåì íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå
c+ u = const. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ñîîòíîøåíèÿ

c =

√
dp

dρ
, u =

ρ∫
0

√
dp

dρ

dρ

ρ
+ const,

ïîëó÷àåì ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ρ óðàâíåíèå
äëÿ äîïóñêàþùèõ ñòàöèîíàðíóþ âîëíó óðàâíåíèé
ñîñòîÿíèÿ ãàçà p = p(ρ):

d2p

dρ2
+

2

ρ

dp

dρ
= 0.

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ è äàåò êàê ðàç óêà-
çàííóþ âûøå çàâèñèìîñòü (15). Ïðèíÿâ äëÿ ïðîñòî-
òû B = 1, ìû òîãäà èìååì c2 = dp/dρ = 1/ρ2, c = 1/ρ

è ðèìàíîâû èíâàðèàíòû (ñì. [16]) îêàçûâàþòñÿ ðàâ-
íûìè

s1 = u+

∫
cdρ

ρ
= u− 1

ρ
,

s2 = u−
∫
cdρ

ρ
= u+

1

ρ
,

(18)

ãäå u è ρ ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì Ýéëåðà äëÿ ãàçà
×àïëûãèíà

ρt + (ρu)x = 0, ut + uux +
ρx
ρ3

= 0 (19)

è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðèìàíîâû èíâàðèàíòû êàê

ρ =
2

s2 − s1
, u =

1

2
(s2 + s1). (20)

Åñëè ïåðåïèñàòü óðàâíåíèÿ (19) ÷åðåç ðèìàíîâû èí-
âàðèàíòû (18), òî ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê
óðàâíåíèÿì äëÿ äèíàìèêè ãàçà ×àïëûãèíà â äèàãî-
íàëüíîé ðèìàíîâîé ôîðìå, ñîâïàäàþùåé ñ óðàâíå-
íèÿìè (14), îïèñûâàþùèìè äèíàìèêó äâóõ âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ ñîëèòîííûõ ãàçîâ.

Åñëè òåïåðü ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíå-
íèé (19) â âèäå áåãóùåé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V

âîëíû ρ = ρ(ξ), u = u(ξ), ξ = x − V t, òî ëåãêî íàé-
äåì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðè ëþáîé
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ôóíêöèè ρ(ξ), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ãàçà ×àïëûãè-
íà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ρ(ξ) ôîðìóëîé

u(ξ) = V +
1

ρ(ξ)
. (21)

Â ýòîì ñëó÷àå èíâàðèàíòû Ðèìàíà ðàâíû

s1 = V, s2 = V +
2

ρ(ξ)
. (22)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ôîðìóëû äàþò ðåøåíèå óðàâíå-
íèé (14) â âèäå ïðîñòîé âîëíû: åñëè ïîëîæèòü, íà-
ïðèìåð, s1 = V = const, òî âòîðîå óðàâíåíèå ïðå-
âðàùàåòñÿ â s2,t + V s2,x = 0 ñ îáùèì ðåøåíèåì
s2 = F (x − V t), ÷òî ñîâïàäàåò ñ (22), åñëè çàïèñàòü
ôóíêöèþ F (ξ) â âèäå F (ξ) = V + 2/ρ(ξ). Â ÷àñòíî-
ñòè, ôóíêöèÿ F (ξ) ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ðàçðûâ,
ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ áåç èçìåíåíèÿ ôîðìû â îáëà-
ñòè ïåðåêðûòèÿ äâóõ ãàçîâ.

Ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèÿìè äëÿ ãàçà ×àïëûãèíà è
êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì, îïèñûâàþùèì äèíàìèêó
äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîëèòîííûõ îáëàêîâ, ïîç-
âîëÿåò ñòðîèòü ïîó÷èòåëüíûå ïðèìåðû ðåøåíèé êè-
íåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

4. ÑÒÎËÊÍÎÂÅÍÈÅ ÄÂÓÕ ÑÎËÈÒÎÍÍÛÕ
ÃÀÇÎÂ

Óðàâíåíèÿ (14) èìåþò î÷åâèäíîå âûðîæäåííîå
ðåøåíèå, â êîòîðîì s1 è s2 ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííû-
ìè, íå çàâèñÿùèìè íè îò x, íè îò t. Íåñìîòðÿ íà
òðèâèàëüíîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ, îíî èìååò ÿñíîå ôè-
çè÷åñêîå ñîäåðæàíèå: îíî ìîæåò ñëóæèòü ¾ïëàòî¿,
ñîåäèíÿþùèì äâà óêàçàííûõ âûøå ðåøåíèÿ â âè-
äå ïðîñòûõ âîëí. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ñòîëêíîâåíèè
äâóõ ïðîíèêàþùèõ äðóã â äðóãà ãàçîâ ñ ïîñòîÿííû-
ìè ïëîòíîñòÿìè f1, f2 è, çíà÷èò, çíà÷åíèÿìè ðèìà-
íîâûõ èíâàðèàíòîâ s1, s2, îáðàçóåòñÿ îáëàñòü äâóõ-
ïîòîêîâîãî òå÷åíèÿ, â êîòîðîé ñêîðîñòè ñîëèòîíîâ
îäíîãî ñîðòà ïåðåíîðìèðóþòñÿ âñëåäñòâèå èõ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ñ ñîëèòîíàìè äðóãîãî ñîðòà. Òàêèì îá-
ðàçîì, çàäà÷à î ñòîëêíîâåíèè äâóõ ãàçîâ çàêëþ÷àåò-
ñÿ â íàõîæäåíèè ïëîòíîñòåé è ñêîðîñòåé ñîëèòîíîâ
â îáëàñòè èõ ¾ïåðåìåøèâàíèÿ¿, à òàêæå ñêîðîñòåé
êðàåâ ýòîé îáëàñòè. Õîòÿ ýòà çàäà÷à óæå îáñóæäà-
ëàñü â ðàáîòàõ [7,18], ìû êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà íåé,
òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëü-
çîâàíû â äàëüíåéøåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè â ðàñïðåäåëåíèÿõ ïëîòíîñòåé
äâóõ ñîðòîâ ñîëèòîíîâ èìååòñÿ ðàçðûâ:

f2(x, 0) = f20, f1(x, 0) = 0, x < 0,

f2(x, 0) = 0, f1(x, 0) = f10, x > 0,
(23)

xc−t c+t

f20

f1c + f2c

f10
f1c

f2c

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòåé ñîëèòîííûõ ãàçîâ îò êîîð-

äèíàòû ïðè èõ âçàèìîïðîíèêíîâåíèè ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ

ñîëèòîííûõ îáëàêîâ ñ ïîñòîÿííûìè íà÷àëüíûìè ïëîòíî-

ñòÿìè è ñêîðîñòÿìè.

ïðè÷åì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî κ2 > κ1, òàê ÷òî áîëåå áûñò-
ðîå îáëàêî ñîëèòîíîâ ñ ïëîòíîñòüþ f20 â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0 íàñòèãàåò â òî÷êå x = 0 áîëåå ìåä-
ëåííîå îáëàêî ñ ïëîòíîñòüþ f10 è íà÷èíàåòñÿ ïðî-
öåññ èõ âçàèìîïðîíèêíîâåíèÿ. Êàê îáû÷íî â ñëó-
÷àå íà÷àëüíîãî ðàçðûâà, ðåøåíèå äîëæíî çàâèñåòü
òîëüêî îò àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé ζ = x/t. Ïî-
ýòîìó íà÷àëüíûé ðàçðûâ âåäåò ê îáðàçîâàíèþ ïëàòî
ìåæäó äâóìÿ ïðîñòûìè âîëíàìè, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçðûâ ñ ïîñòîÿííûì çíà-
÷åíèåì îäíîãî èç ðèìàíîâûõ èíâàðèàíòîâ � ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêèõ ðåøåíèé îáóñëîâëåíî óêàçàííûìè
âûøå ñâîéñòâàìè ãàçà ×àïëûãèíà. Â öåëîì æå ðå-
øåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåõ
òå÷åíèé ñ ïîñòîÿííûìè ïëîòíîñòÿìè, êîòîðûå ðàç-
äåëÿþòñÿ ðàçðûâàìè:

f(x, t) =


f20, x < c−t,

f1c + f2c, c−t < x < c+t,

f10, x > c+t.

(24)

Èç ðèñ. 1 ÿñíî, ÷òî ïåðåäíèé êðàé ïëàòî äâèæåòñÿ
ñ ïåðåíîðìèðîâàííîé ñêîðîñòüþ s2c áûñòðîãî ãàçà,
à çàäíèé êðàé ïëàòî � ñ ïåðåíîðìèðîâàííîé ñêî-
ðîñòüþ s1c ìåäëåííîãî ãàçà, òàê êàê íà ýòèõ êðà-
ÿõ ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàçîâ îáðàùàþòñÿ
ñêà÷êîì â íóëü:

c− = s1c, c+ = s2c. (25)

Â äâóõïîòîêîâîé îáëàñòè ïëàòî c−t < x < c+t ñêîðî-
ñòè ñîëèòîíîâ ïåðåíîðìèðîâàíû èõ âçàèìîäåéñòâè-
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åì è ñîãëàñíî (12) ìû èìååì

s1c =
κ2

1(1− α2f1c)− κ2
2α1f2c

1− α1f2c − α2f1c
,

s2c =
κ2

2(1− α1f2c)− κ2
1α2f1c

1− α1f2c − α2f1c
.

(26)

Ìåäëåííûé ãàç âòåêàåò ÷åðåç ïðàâûé ðàçðûâ
â îáëàñòü ïëàòî è ïðèðàâíèâàíèå âûðàæåíèé
äëÿ åãî ïîòîêà ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ðàçðû-
âà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå îí ïîêîèòñÿ, äàåò
f1c(s1c − c+) = f10(κ2

1 − c+). ×åðåç ëåâûé ðàçðûâ â
îáëàñòü ïëàòî âòåêàåò áûñòðûé ãàç è àíàëîãè÷íûé
ïîäñ÷åò äàåò f20(κ2

2 − c−) = f2ñ(s2c − c−). Ñ ó÷å-
òîì (25) è (26) ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ïðèâîäÿò ê
óðàâíåíèÿì

f1c = f10
s2c − κ2

1

s2c − s1c
= f10(1− α1f2c),

f2c = f20
κ2

2 − s1c

s2c − s1c
= f20(1− α2f1c),

(27)

îòêóäà íàõîäèì âûðàæåíèÿ

f1c =
f10(1− α1f20)

1− α1α2f10f20
,

f2c =
f20(1− α2f10)

1− α1α2f10f20

(28)

äëÿ ïëîòíîñòåé ñîëèòîííûõ ãàçîâ â äâóõïîòîêîâîé
îáëàñòè ïëàòî. ßñíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû èìå-
þò ñìûñë ëèøü ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

α1f1c + α2f2c < 1, (29)

êîãäà ïåðåíîðìèðîâàííûå ñêîðîñòè (26) ïîëîæè-
òåëüíû, ò.å. ïëîòíîñòè ñîëèòîííûõ ãàçîâ íå ìîãóò
áûòü ñëèøêîì áîëüøèìè. Ôàêòè÷åñêè åùå áîëåå
ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïëîòíîñòü ñîëèòîíîâ íàëà-
ãàåò óñëîâèå, ÷òî âàðèàöèÿ ôëóêòóèðóþùåãî âîë-
íîâîãî ïîëÿ u2−u2 â ñîëèòîííîì ãàçå äîëæíà áûòü
ïîëîæèòåëüíîé (ñì. [19]). Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ
õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè â âè-
äå áîëüøîãî ÷èñëà ñîëèòîíîâ äâóõ ðàçíûõ òèïîâ, íà-
õîäÿùèõñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íà÷àëà êîîðäèíàò
(ñì. [18]).

5. ÒÅ×ÅÍÈÅ ÄÂÓÕ ÑÎËÈÒÎÍÍÛÕ ÃÀÇÎÂ Â
ÂÈÄÅ ÏÐÎÑÒÎÉ ÂÎËÍÛ

Ôîðìóëû (22) äàþò áîëåå îáùóþ ôîðìó ðåøåíèÿ
äëÿ òå÷åíèÿ äâóõ ñîëèòîííûõ ãàçîâ â âèäå ïðîñòîé

x

f1, f2
f2

f1

−4 −2 0 2 4

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

(а)

x

s1, s2

s1

s2

−4 −2 0 2 4

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

(б)

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé ñîëèòîííûõ ãàçîâ (à)

è èõ ïåðåíîðìèðîâàííûõ ñêîðîñòåé (á) â çàâèñèìîñòè

îò êîîðäèíàòû äëÿ ïðîôèëÿ âîëíû, çàäàâàåìîãî ôîðìó-

ëîé (36). Ïàðàìåòðû ñîëèòîííûõ ãàçîâ ðàâíû κ1 = 1,

κ2 = 1.8, f10 = 0.05, f20 = 0.1. Ñêîðîñòü âîëíû, ñîâïàäà-

þùàÿ ñî ñêîðîñòüþ òå÷åíèÿ ìåäëåííûõ ñîëèòîíîâ, ðàâíà

V = s1 = 0.174, à ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ãàçà áûñòðûõ ñîëèòî-

íîâ íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíà s20 = 3.469, ÷òî áîëüøå, ÷åì

íåïåðåíîðìèðîâàííàÿ ñêîðîñòü κ2
2 = 3.24.

âîëíû. Ïóñòü ïëîòíîñòè ñîëèòîííûõ ãàçîâ íà áåñêî-
íå÷íîñòè ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì:

f1 → f10, f2 → f20 ïðè x→ ±∞. (30)

Òîãäà ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ðèìàíîâà èíâàðèàíòà s1

ðàâíî ñêîðîñòè âîëíû ñîëèòîííîãî ãàçà (ñì. (26))

V = s1 =
κ2

1(1− α2f10)− κ2
2α1f20

1− α1f20 − α2f10
, (31)

ñîâïàäàþùåé ñ ïåðåíîðìèðîâàííîé ñêîðîñòüþ ìåä-
ëåííîãî ãàçà, à ôîðìóëû (13) äàþò âûðàæåíèÿ äëÿ
ïëîòíîñòåé ñîëèòîííûõ ãàçîâ:

f1(ξ) =
1

α2

[
1 +

1

2
(V − κ2

2)ρ(ξ)

]
,

f2(ξ) =
1

2α1
(κ2

1 − V )ρ(ξ).

(32)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

1− α1f2 − α2f1 =
1

2
(κ2

2 − κ2
1)ρ, (33)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëà

ρ0 =
2(1− α1f20 − α2f10)

κ2
2 − κ2

1

. (34)

Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè (32) ñîäåðæàò ïðîèçâîëü-
íóþ ôóíêöèþ ρ(ξ) è ÷åðåç íåå æå âûðàæàåòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïåðåíîðìèðîâàííîé ñêîðîñòè áûñòðîãî
ñîëèòîííîãî ãàçà ñîãëàñíî âòîðîé ôîðìóëå (22). Íà
áåñêîíå÷íîñòè s2 ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ (ñì. (26))

s20 =
κ2

2(1− α1f20)− κ2
1α2f10

1− α1f20 − α2f10
. (35)

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðè
òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ κ1, κ2, f10, f20, ÷òî è
ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé f1, f2 ñîëèòîííûõ ãàçîâ,
è èõ ïåðåíîðìèðîâàííûå ñêîðîñòè s1, s2 ïîâñþäó ïî-
ëîæèòåëüíû.

Íàéäåííîå íàìè òå÷åíèå äâóõ ñîëèòîííûõ ãàçîâ
ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 2 äëÿ ôóíêöèè ρ(ξ),
ðàâíîé

ρ(ξ) = ρ0 +
a

ch ξ
. (36)

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîôèëü ïëîòíîñòè f1 ìåäëåííîãî ãà-
çà äâèæåòñÿ âìåñòå ñ ýòîé êîìïîíåíòîé ñî ñêîðî-
ñòüþ V = s1. Áûñòðûé æå ãàç òå÷åò ñêâîçü ìåäëåí-
íûé ñ ëîêàëüíîé ñêîðîñòüþ s2, êîòîðàÿ óìåíüøàåò-
ñÿ â îáëàñòè ¾ÿìû¿ â ðàñïðåäåëåíèè f1, âñëåäñòâèå
÷åãî ïëîòíîñòü f2 â ýòîé îáëàñòè óâåëè÷èâàåòñÿ.

6. ÎÁÙÅÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÄËß ÒÅ×ÅÍÈß ÄÂÓÕ
ÑÎËÈÒÎÍÍÛÕ ÃÀÇÎÂ

Èçâåñòíûé èç ãàçîâîé äèíàìèêè ìåòîä ãîäîãðà-
ôà (ñì., íàïðèìåð, [16]) ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîëó÷èòü
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (14), êîãäà îáå ñêîðî-
ñòè s1 è s2 èçìåíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå è ñî âðåìå-
íåì. Äåëàÿ ñòàíäàðòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ãîäîãðàôà
t = t(s1, s2), x = x(s1, s2), ìû ïðèâîäèì ýòè óðàâíå-
íèÿ ê âèäó

∂x

∂s1
− s1

∂t

∂s1
= 0,

∂x

∂s2
− s2

∂t

∂s2
= 0. (37)

Èñêëþ÷åíèå x äàåò

∂2t

∂s1∂s2
=

1

s1

∂2x

∂s1∂s2
=

1

s1

∂

∂s1

(
s2

∂t

∂s2

)
=
s2

s1

∂2t

∂s1∂s2
.

Ïîñêîëüêó s1 6= s2, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂2t

∂s1∂s2
= 0, (38)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî çàïèøåì ÷åðåç äâå ïðîèç-
âîëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå óäîáíî îáîçíà÷èòü êàê
F ′′(s1) è G′′(s2), â âèäå

t(s1, s2) = F ′′(s1) +G′′(s2). (39)

Èç óðàâíåíèé (37) ëåãêî íàõîäèì

x(s1, s2) = s1F
′′(s1)+s2G

′′(s2)−F ′(s1)−G′(s2). (40)

Ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ôîðìå

x− s1t = (s2 − s1)G′′(s2)− F ′(s1)−G′(s2),

x− s2t = −(s2 − s1)F ′′(s1)− F ′(s1)−G′(s2),
(41)

â êîòîðîé îíî áûëî ïîëó÷åíî äðóãèì ñïîñîáîì â ðà-
áîòå [20].

Ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ îá-
ùåãî ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ áîëåå óäîá-
íûìè ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷. Åñëè îáðà-
òèòüñÿ ê ìåòîäó ãîäîãðàôà â ôîðìå Öàðåâà [21], òî
îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

x− s2t =
∂W

∂s1
, x− s1t =

∂W

∂s2
, (42)

ãäå ôóíêöèÿ W = W (s1, s2) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ïóàññîíà:

∂2W

∂s1∂s2
+

1

s1 − s2

(
∂W

∂s1
− ∂W

∂s2

)
= 0. (43)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (43) âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç äâå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè F (s1) è
G(s2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W (s1, s2) = (s1−s2)[F ′(s1)−G′(s2)]−2[F (s1)+G(s2)].

(44)
Ïîäñòàíîâêà (44) â (42) äàåò ðåøåíèå â ôîðìå (41).
Ôóíêöèè F (s1) è G(s2) äîëæíû íàõîäèòüñÿ èç íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è.

Êàê áûëî ïîêàçàíî Ðèìàíîì (ñì., íàïðèìåð,
[22]), âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî îáùåãî ðåøåíèÿ,
âûðàæåííîãî ÷åðåç ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, ÷àñòî
áûâàåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä, âûðàæàþùèé
ðåøåíèå çàäà÷è íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé ôóíêöèè Ðè-
ìàíà. Â íàøåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ðèìàíà ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà èç îáùåé ôîðìóëû äëÿ äèíàìèêè ïîëèò-
ðîïíîãî ãàçà ïðè ïîêàçàòåëå àäèàáàòû γ = −1. Âõî-
äÿùàÿ â ýòî âûðàæåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíê-
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öèÿ ñâîäèòñÿ ê F (−1, 2; 1; z) = 1− 2z è ôóíêöèÿ Ðè-
ìàíà äëÿ óðàâíåíèé (14) ïðèíèìàåò îñîáåííî ïðî-
ñòîé âèä:

R(r1, r2; s1, s2) =
(r1 + r2)(s1 + s2)− 2(r1r2 − s1s2)

(r1 − r2)2
,

(45)
ãäå (r1, r2) � òåêóùèå êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè ãî-
äîãðàôà, à (s1, s2) � êîîðäèíàòû òî÷êè P , â êîòîðîé
èùåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè W = W (P ) = W (s1, s2).
Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü âåñüìà ãðîìîçäêèå îá-
ùèå ôîðìóëû, êîòîðûå ìàëî ÷òî äîáàâëÿþò ê ïîíè-
ìàíèþ äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîëèòîííûõ
ãàçîâ, à îáðàòèìñÿ âìåñòî ýòîãî ê ðåøåíèþ îäíîé
èç òèïè÷íûõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè � çàäà÷å î
ðàñøèðåíèè ñëîÿ ãàçà. Ðåøåíèå ìîæåò áûòü ëåãêî
ïîëó÷åíî â ýëåìåíòàðíîé ôîðìå è åãî îòëè÷èå îò
ðåøåíèé ýòîé æå çàäà÷è äëÿ äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ñè-
ñòåì õîðîøî äåìîíñòðèðóåò ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå
ìåæäó îáû÷íîé ãàçîâîé äèíàìèêîé è äèíàìèêîé ñî-
ëèòîííûõ ãàçîâ.

7. ÐÀÑØÈÐÅÍÈÅ ÑËÎß ÈÇ ÑÌÅÑÈ ÄÂÓÕ
ÑÎËÈÒÎÍÍÛÕ ÃÀÇÎÂ

Îäíîé èç òèïè÷íûõ çàäà÷, â êîòîðîé âîçíèêà-
åò îáëàñòü îáùåãî ðåøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ðàñ-
øèðåíèè ãàçîâîãî ñëîÿ. Îíà áûëà ðàññìîòðåíà â
[23] äëÿ êëàññè÷åñêîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà, â [24] äëÿ
áîçå-ýéíøòåéíîâñêîãî êîíäåíñàòà, â [25] äëÿ äâóõ-
òåìïåðàòóðíîé ïëàçìû è â [26�28] äëÿ óëüòðàðåëÿ-
òèâèñòñêîãî ãàçà. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ îò êðàåâ ñëîÿ
âãëóáü íåãî ðàñïðîñòðàíÿëèñü âîëíû ðàçðåæåíèÿ è
ïîñëå èõ ñòîëêíîâåíèÿ â öåíòðå îáðàçîâûâàëàñü îá-
ëàñòü îáùåãî ðåøåíèÿ, ãðàíè÷àùàÿ ïî êðàÿì ñ âîë-
íàìè ðàçðåæåíèÿ. Îäíàêî â ñëó÷àå ñîëèòîííîãî ãà-
çà ðåøåíèÿ â âèäå âîëí ðàçðåæåíèÿ îòñóòñòâóþò, à
âìåñòî íèõ âîçíèêàþò ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ, ìåæäó
êîòîðûìè îáðàçóåòñÿ ïëàòî ñ ïîñòîÿííûìè çíà÷å-
íèÿìè ðèìàíîâûõ èíâàðèàíòîâ. Ïîñòðîåííîå òàêèì
ñïîñîáîì ðåøåíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íåêîòîðûå çà-
êëþ÷åíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà îá ýâîëþöèè ïåðåêðû-
âàþùèõñÿ îáëàêîâ ñîëèòîííûõ ãàçîâ.

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè åäèíñòâåííûé ñîëèòîííûé ãàç ñ ïàðàìåòðîì κ1

èìååò ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â âèäå ñòîëèêà ñî
çíà÷åíèåì f10 ïðè −l/2 ≤ x ≤ l/2, òî åãî äâèæåíèå
â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè î÷åâèäíî: ýòî ðàñ-
ïðåäåëåíèå áóäåò ïåðåíîñèòüñÿ âäîëü îñè x ñî ñêî-
ðîñòüþ κ2

1 áåç èçìåíåíèÿ ôîðìû. Îäíàêî åñëè â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â îáëàñòè −l/2 ≤ x ≤ l/2

x− l
2
+ s2t− l

2
+ κ2

1t
l
2
+ s1t

l
2
+ κ2

2t

f1, κ
2
1

f2, κ
2
2

f10, s1

f20, s2

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòåé îáëàêîâ äâóõ ñîëèòîí-

íûõ ãàçîâ îò êîîðäèíàòû ïðè ýâîëþöèè íà÷àëüíîãî ñëîÿ

èç äâóõ òàêèõ ãàçîâ äî ìîìåíòà èõ ðàçäåëåíèÿ. Æèðíîé

øòðèõîâîé ëèíèåé èçîáðàæåí ãðàôèê ïëîòíîñòè ìåäëåí-

íîãî ãàçà, à ñïëîøíîé ëèíèåé � ãðàôèê ïëîòíîñòè áûñò-

ðîãî ãàçà.

èìååòñÿ ñìåñü äâóõ ñîëèòîííûõ ãàçîâ ñ ïàðàìåòðàìè
κ1, κ2 (κ1 < κ2) è ïëîòíîñòÿìè f10 è f20, òî ýâîëþ-
öèÿ ýòèõ ãàçîâ áóäåò áîëåå ñëîæíîé: â ïðîöåññå ðàç-
äåëåíèÿ ýòèõ ãàçîâ íà äâà îáëàêà, äâèæóùèõñÿ ñî
ñêîðîñòÿìè κ2

1 è κ
2
2, âîçíèêíåò äâóõïîòîêîâîå ïëàòî.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïðîöåññà ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî ðàçäåëåíèÿ ñîëèòîííûõ îáëàêîâ, à òàêæå
îïðåäåëåíèå èõ ïàðàìåòðîâ ïîñëå ðàçäåëåíèÿ.

ßñíî, ÷òî â âîçíèêøåì â ïðîöåññå ðàçäåëåíèÿ
ïëàòî ãàçû áóäóò äâèãàòüñÿ ñ ïåðåíîðìèðîâàííû-
ìè ñêîðîñòÿìè s1, s2, ñîõðàíÿÿ íà÷àëüíûå ïëîòíîñòè
f10, f20. Âïåðåäè ýòîãî ñëîÿ èç ñìåñè ãàçîâ âîçíèê-
íåò ñëîé áûñòðîãî ãàçà ñ ïëîòíîñòüþ f2, à ïîçàäè �
ñëîé ìåäëåííîãî ãàçà ñ ïëîòíîñòüþ f1. Ëåâûé êðàé
îáëàñòè ïåðåêðûòèÿ äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ s2, à åå
ïðàâûé êðàé � ñî ñêîðîñòüþ s1. Ñëåäîâàòåëüíî, îá-
ëàñòü ïåðåêðûòèÿ ñóùåñòâóåò â òå÷åíèå âðåìåíè

T =
l

s2 − s1
(46)

è ïðè t > T ãàçû ðàçäåëÿþòñÿ. Èç ðèñ. 3 ëåãêî óâè-
äåòü, ÷òî äëèíû îáëàêîâ ìåäëåííîãî è áûñòðîãî ãà-
çîâ â ìîìåíò ðàçäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

l1 = l
s2 − κ2

1

s2 − s1
,

l2 = l
κ2

2 − s1

s2 − s1
,

(47)

ïðè÷åì îáå îíè ìåíüøå ïåðâîíà÷àëüíîé äëèíû l, òàê
êàê s1 < κ2

1 è s2 > κ2
2. Èç ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ñîëèòî-

íîâ â êàæäîé êîìïîíåíòå íàõîäèì àìïëèòóäû:

f1 = f10
s2 − s1

s2 − κ2
1

,

f2 = f20
s2 − s1

κ2
2 − s2

.
(48)
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Â ìîìåíò ðàçäåëåíèÿ îáëàêîâ öåíòðû òÿæåñòè îá-
ëàêà ìåäëåííûõ ñîëèòîíîâ è îáëàêà áûñòðûõ ñîëè-
òîíîâ íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ

x1(T ) =
l

2

s1 + κ2
1

s2 − s1
,

x2(T ) =
l

2

s2 + κ2
2

s2 − s1
.

(49)

Åñëè áû ñîëèòîíû íå âçàèìîäåéñòâîâàëè äðóã ñ äðó-
ãîì, òî ýòè îáëàêà äâèãàëèñü áû ñ íåïåðåíîðìèðî-
âàííûìè ñêîðîñòÿìè è íàõîäèëèñü áû â ýòîò ìîìåíò
â òî÷êàõ

x10(T ) =
κ2

1l

s2 − s1
,

x20(T ) =
κ2

2l

s2 − s1
,

ò.å. èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ îíè ñäâèãàþòñÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî íà ðàññòîÿíèÿ

∆x1 = x1(T )− x10(T ) =
l

2

s1 − κ2
1

s2 − s1
< 0,

∆x2 = x2(T )− x20(T ) =
l

2

s2 − κ2
2

s2 − s1
> 0.

(50)

Òàêèì îáðàçîì, âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ îáëàêà
ñóæàþòñÿ, ïëîòíîñòè ñîëèòîíîâ â îáîèõ óâåëè÷èâà-
þòñÿ è ìåäëåííîå îáëàêî ñäâèãàåòñÿ íàçàä, à áûñò-
ðîå � âïåðåä. Ïåðåõîä ê ýòèì çíà÷åíèÿì ñäâèãîâ
èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 4, ïîëó÷åííîì ñîãëàñíî ÷èñ-
ëåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé äëÿ ãàçà ×àïëûãèíà. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè öåíòðû òÿæåñòè îáîèõ
ãàçîâ íàõîäèëèñü â íà÷àëå êîîðäèíàò è ïî ìåðå ðàç-
äåëåíèÿ îáëàêîâ öåíòð òÿæåñòè áûñòðîãî ãàçà îïå-
ðåæàë äâèæåíèå, êîòîðîå îí ñîâåðøàë áû ñî ñâî-
åé íåïåðåíîðìèðîâàííîé ñêîðîñòüþ, à öåíòð òÿæå-
ñòè ìåäëåííîãî ãàçà îòñòàâàë îò àíàëîãè÷íîãî äâè-
æåíèÿ ñî ñâîåé íåïåðåíîðìèðîâàííîé ñêîðîñòüþ.
Ïîñëå ìîìåíòà ðàçäåëåíèÿ öåíòðû òÿæåñòè îáîèõ
ãàçîâ ïðîäîëæàþò äâèæåíèå ñî ñâîèìè íåïåðåíîð-
ìèðîâàííûìè ñêîðîñòÿì, ïðèîáðåòàÿ äîïîëíèòåëü-
íûå ñäâèãè âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñîëèòîíà-
ìè äðóãîãî ñîðòà. Õîðîøåå ñîãëàñèå ïðåäñêàçûâàå-
ìûõ òåîðèåé çíà÷åíèé ñäâèãîâ (50) ñ ÷èñëåííûì ðå-
øåíèåì ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøà êàðòèíà ôîðìèðîâà-
íèÿ èç íà÷àëüíûõ ðàçðûâîâ ïðîñòûõ âîëí ñ ðàçðû-
âàìè ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîé äèíàìèêå âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ñîëèòîííûõ îáëàêîâ ñîãëàñíî êèíåòè÷å-
ñêîìó óðàâíåíèþ.
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Ðèñ. 4. Ñäâèãè öåíòðîâ òÿæåñòè îáëàêîâ îò èõ ïîëîæå-

íèé â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûì

ðåøåíèåì óðàâíåíèé äëÿ ãàçà ×àïëûãèíà ïðè íà÷àëüíûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ f10 = 0.05, f20 = 0.1, κ1 = 1.3,

κ2 = 2.5, l = 10. Â ìîìåíò T = 1.6 ðàçäåëåíèÿ îíè ïðèíè-

ìàþò òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, äàâàåìûå ôîðìóëàìè (50).

8. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ôóíäàìåí-
òàëüíûì ñâîéñòâîì äèíàìèêè äâóõ âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ñîëèòîííûõ ãàçîâ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
ïðîñòûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ áåç èçìåíåíèÿ
ôîðìû. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ïðîñòûå âîëíû ìîãóò
èìåòü ðàçðûâû, òàê ÷òî â çàäà÷àõ òèïà ¾ðàçðóøå-
íèÿ ïëîòèíû¿ âìåñòî âîëí ðàçðåæåíèÿ äèíàìèêè
îáû÷íûõ ãàçîâ âîçíèêàþò ïðîñòûå âîëíû ñ ðàçðûâà-
ìè, ñîåäèíÿåìûå âìåñòî îáùåãî ðåøåíèÿ, â êîòîðîì
â îáû÷íîé òåîðèè èçìåíÿþòñÿ îáà ðèìàíîâûõ èíâà-
ðèàíòà, îáëàñòüþ ïëàòî ñ ïîñòîÿííûìè ðèìàíîâûìè
èíâàðèàíòàìè. Ýòî ñâîéñòâî äèíàìèêè ñîëèòîííûõ
ãàçîâ ðåçêî êîíòðàñòèðóåò ñî ñâîéñòâàìè ãàçîâîé äè-
íàìèêè îáû÷íûõ ãàçîâ. Â òî æå âðåìÿ íà îñíîâå
óêàçàííîé êàðòèíû ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïðîñòûå
àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ òèïè÷íûõ çàäà÷, ïîäòâåð-
æäàåìûå òî÷íûìè ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè êèíåòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðèâåäåííîãî ê ýêâèâàëåíòíîé
ôîðìå óðàâíåíèé äëÿ äèíàìèêè ãàçà ×àïëûãèíà. Èç
ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé ñëåäóåò èíòóèòèâíî ïîíÿòíàÿ
êàðòèíà ïîâåäåíèÿ îáëàêîâ ñîëèòîííûõ ãàçîâ: â ðå-
çóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ îáëàêî áûñòðûõ ñîëèòîíîâ
ñäâèãàåòñÿ âïåðåä, à îáëàêî ìåäëåííûõ ñîëèòîíîâ
ñäâèãàåòñÿ íàçàä, ïðè÷åì îáà îáëàêà ñóæàþòñÿ, à
ïëîòíîñòü ñîëèòîíîâ â íèõ âîçðàñòàåò. Ïîëó÷åííûå
ôîðìóëû ïîçâîëÿþò äàòü îöåíêó ýòèõ ýôôåêòîâ â
âåäóùèõñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
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èññëåäîâàíèÿõ ñîëèòîííûõ ãàçîâ â âîëíàõ íà âîäå,
íåëèíåéíîé îïòèêå è ôèçèêå õîëîäíûõ àòîìîâ (ñì.,
íàïðèìåð, [12�14]).
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