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Известно, что комбинация локализации Андерсона и электрон-электронного взаимодействия приводит

к усилению сверхпроводимости за счет мультифрактальности электронных волновых функций. В ра-

боте развита теория мультифрактально-усиленных сверхпроводящих состояний в двумерных системах

при наличии спин-орбитального взаимодействия. При помощи нелинейной сигма-модели Финкельштей-

на выведены модифицированное уравнение Узаделя и уравнение самосогласования для щели, которые

учитывают перенормировки, вызванные беспорядком и квазичастичным взаимодействием. Мультифрак-

тальные корреляции индуцируют энергетическую зависимость сверхпроводящей спектральной щели.

Определены температура сверхпроводящего перехода и сверхпроводящая спектральная щель в случае

изинговского и сильного спин-орбитального взаимодействий. В последнем случае энергетическая зави-

симость сверхпроводящей спектральной щели является выпуклой функцией энергии, тогда как в первом

случае (как и при отсутствии спин-орбитального взаимодействия) — вогнутой. Мультифрактальность

увеличивает не только температуру перехода, но и спектральную щель при нулевой температуре. Также

изучены мезоскопические флуктуации локальной плотности состояний в сверхпроводящем состоянии.

Как и в случае металла в нормальном состоянии, спин-орбитальное взаимодействие уменьшает ампли-

туду флуктуаций.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Сверхпроводимость и локализация Андерсона —
два фундаментальных квантовых явления, кото-
рые до сих пор вызывают большой интерес. Пер-
воначально считалось, что немагнитный беспоря-
док не влияет на s-волновой сверхпроводящий па-
раметр порядка (это утверждение известно как “тео-

* E-mail: burmi@itp.ac.ru

рема Андерсона” [1–3]). Позже парадигма сменилась
в сторону того, чтобы рассматривать сверхпроводи-
мость и беспорядок как антагонистов из-за локали-
зации Андерсона [4]. Было предсказано, что сильная
локализация подавляет сверхпроводимость [5–8].
Также, разрушение сверхпроводимости было пред-
сказано и при слабом беспорядке за счет кулонов-
ского взаимодействия [9–15]. Экспериментальное от-
крытие перехода сверхпроводник–изолятор [16] под-
стегнуло интерес к изучению влияния беспорядка
на сверхпроводящие корреляции в тонких пленках
(см. обзоры [17–19]).
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В последнее время парадигма снова изменилась.
В работах [20, 21] было показано, что локализация
Андерсона может привести к повышению темпе-
ратуры сверхпроводящего перехода Tc для систем,
близких к переходу Андерсона (например, в трех
пространственных измерениях). Этот эффект появ-
ляется за счет мультифрактального поведения вол-
новых функций — известного спутника локализа-
ции Андерсона — приводящего к усилению эффек-
тивного притяжения между электронами. Этот ме-
ханизм работает при отсутствии дальнодействую-
щего кулоновского отталкивания. Позднее мульти-
фрактальное усиление Tc было предсказано для си-
стем в режиме слабой локализации (или антило-
кализации), что актуально для слабонеупорядочен-
ных сверхпроводящих пленок [22, 23]. Эти аналити-
ческие предсказания были дополнительно провере-
ны численными расчетами неупорядоченной моде-
ли Хаббарда с притяжением на двумерной решет-
ке [24–26]. Также в качестве демонстрации механиз-
ма мультифрактального усиления сверхпроводимо-
сти стоит упомянуть недавние экспериментальные
работы [27,28], в которых продемонстрировано уве-
личение Tc с ростом беспорядка в монослойных ди-
халькогенидах ниобия.

Одним из способов определения мультифрак-
тально-усиленного сверхпроводящего состояния
является изучение мезоскопических флуктуаций
локальной плотности состояний [29, 30]. Потен-
циально это может быть очень многообещающим
из-за (i) большого количества опубликованных дан-
ных о туннельной спектроскопии пространственных
флуктуаций локальной плотности состояний
в тонких сверхпроводящих пленках [31–36] и (ii)
качественного согласия между теорией [37], раз-
витой для температур T > Tc, и экспериментами
по локальной плотности состояний в нормальной
фазе неупорядоченных сверхпроводящих пленок.

Однако также существуют сверхпроводящие
тонкие пленки и двумерные системы с нарушен-
ной симметрией относительно вращения спина
из-за наличия спин-орбитального взаимодействия.
В их числе одиночные атомарные слои Pb на по-
верхностях Si [38], SrTiO3 [39, 40], интерфейсы
LaAlO3/SrTiO3 [41, 42] и чешуйки MoS2 [43–45].
Кроме того, в монослоях дихалькогенида ниобия,
в которых измерено мультифрактальное усиление
сверхпроводимости [27, 28], предсказывается нали-
чие спин-орбитального взаимодействия изинговско-
го типа. Все вышеперечисленное требует развития
теории мультифрактально-усиленной сверхпроводи-

мости в двумерных системах со спин-орбитальным
взаимодействием.

В настоящей работе мы продолжаем теорию
мультифрактального сверхпроводящего состоя-
ния, развитую в [29], на случай тонких пленок
со спин-орбитальным взаимодействием. Как
и в [29], мы сосредоточимся на случае слабого
короткодействующего электрон-электронного вза-
имодействия1). Мы рассматриваем беспорядок
промежуточной силы (но все еще слабый), при
котором анализ уравнений ренормализационной
группы в нормальном состоянии предсказы-
вает параметрически-усиленную Tc по сравнению
с обычным результатом из теории Бардина–Купера–
Шриффера (БКШ) [22]. Используя нелинейную
сигма-модель Финкельштейна, мы выводим уравне-
ние Узаделя и уравнение для спектральной щели.
Оба уравнения модифицируются из-за наличия
беспорядка и квазичастичных взаимодействий
на масштабах, меньших сверхпроводящей длины
когерентности. Эти уравнения решены для слу-
чаев изинговского и сильного спин-орбитального
взаимодействий. В первом случае только одна
триплетная диффузионная мода остается эффек-
тивной на больших масштабах длины, тогда как
во втором случае все триплетные моды оказыва-
ются подавлены. В обоих случаях мы определяем
температуру сверхпроводящего перехода и энер-
гетическую зависимость спектральной щели при
низких температурах T ≪ Tc и вблизи перехода
Tc −T ≪ Tc. Показано, что максимальная величина
щели пропорциональна Tc, т. е. также усиливается
из-за мультифрактальности. Кроме того, мы оце-
ниваем мезоскопические флуктуации локальной
плотности состояний. Эти флуктуации логариф-
мически расходятся с размером системы (если
пренебречь эффектом дефазировки), несмотря
на отсутствие вращательной симметрии в спиновом
пространстве.

Статья построена следующим образом. В разд. 2
представлена общая схема описания сверхпроводя-
щего состояния. Это описание применяется к слу-
чаю спин-орбитального взаимодействия изинговско-
го типа в разделе 3. В разд. 4 мы рассматриваем
случай сильной спин-орбитальной связи. Флуктуа-
ции локальной плотности состояний обсуждаются
в разд. 5. Обсуждение результатов и выводы пред-

1) Дальнодействующая составляющая (кулоновского) вза-
имодействия может быть подавлена в пленках с подложкой
с высокой диэлектрической проницаемостью.
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ставлены в разд. 6. Некоторые технические детали
можно найти в Приложениях.

2. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ СПЕКТРАЛЬНОЙ
ЩЕЛИ

В грязных сверхпроводниках имеется существен-
ное энергетическое окно между диффузионным
масштабом 1/τ (τ — среднее время свободного
пробега) и энергетическим масштабом, связанным
со сверхпроводимостью, в качестве которого есте-
ственно выбрать Tc. Поэтому для описания сверх-
проводящих свойств, которые обычно соответству-
ют энергетической шкале Tc (соответствующая шка-
ла длин — это сверхпроводящая длина когерентно-
сти, ξ =

√

D/Tc), необходимо учитывать эффекты,
связанные с взаимодействием диффузионных мод
в интервале энергий Tc . ε . 1/τ . Как извест-
но из исследований обычных грязных металлов, ос-
новным эффектом диффузионного режима являет-
ся перенормировка физических параметров систе-
мы, т. е. проводимости, силы взаимодействия и т. д.

Такую перенормировку следует учитывать
и в сверхпроводящем состоянии. Наиболее важным
эффектом перенормировки является модификация
уравнения Узаделя и уравнения самосогласования
для спектральной щели. Следуя подходу, изло-
женному в [29], модифицированные уравнения
могут быть получены с помощью нелинейной
сигма-модели Финкельштейна (подробности см.
в приложении A). Этот метод приводит к следую-
щему модифицированному уравнению Узаделя для
спектрального угла θε:

Dε

2
∇2θε − |ε| sin θε +∆ε cos θε = 0. (1)

Здесь ε = πT (2n+ 1) — фермионная мацубаровская
частота. Уравнение (1) отличается от стандартного
уравнения Узаделя [46] зависящей от энергии спек-
тральной щелью ∆ε и зависящим от энергии коэф-
фициентом диффузии Dε

2).

В низшем порядке по беспорядку и взаимодей-
ствию спектральная щель удовлетворяет следующе-

2) В настоящей статье нас интересует пространственно-од-
нородное на масштабах порядка ξ сверхпроводящее состоя-
ние. Поэтому здесь мы не будем обсуждать энергетическую
зависимость коэффициента диффузии.

му уравнению:

∆ε = −2πT
∑

ε′
n
>0

sin θε′

{

γc − 2
(γs −Nγt)

g
×

×
∫

d2q

(2π)2
D

Dq2 + Eε + Eε′

}

,

Eε = |ε| cos θε +∆sin θε.

(2)

Здесь γc < 0, γs и γt — затравочные значения без-
размерных амплитуд взаимодействия в куперовском
канале, а также в синглетном и в триплетном кана-
лах частица–дырка, соответственно. Мы предпола-
гаем, что взаимодействие в канале частица–дырка
слабое и короткодействующее. Поэтому рассмотрим
случай |γc,s,t| ≪ 1.

Сила беспорядка контролируется затравочной
безразмерной (в единицах e2/h) проводимостью
g = h/(e2R�), где R� — сопротивление пленки
на квадрат в нормальном состоянии. Завтравочный
коэффициент диффузии D связан с проводимостью
и плотностью состояний ν на энергии Ферми в нор-
мальном состоянии через соотношение Эйнштейна
g = 2πνD. Параметр сверхпроводящего порядка ∆

определяет затравочное значение сверхпроводящей
щели.

Параметр N в уравнении (2) показывает ко-
личество безмассовых триплетных диффузионных
мод. Ниже мы сосредоточимся на случаях N = 0

и N = 1, тогда как случай N = 3 рассматривался
в [29].

Отметим, что аналогичная форма уравнения са-
мосогласования для спектральной щели была полу-
чена в работах [47, 48] для случая только кулонов-
ского взаимодействия (γs = −1) в пренебрежении
обменным взаимодействием (γt = 0) с помощью диа-
граммной техники.

Уравнение (2) напоминает стандартное уравне-
ние самосогласования из теории БКШ, если убрать
часть, отвечающую логарифмически-перенормиро-
ванному параметру притяжения γc. При этом пе-
ренормировка γc совпадает с аналогичной в нор-
мальном металле с той разницей, что инфракрасная
обрезка задается max{ε, ε′,∆}. Пертурбативный ре-
зультат (2) для перенормировки γc может быть обоб-
щен с помощью метода ренормализационной груп-
пы, см. [29].

Решая модифицированное уравнение Узаде-
ля (1) в однородном случае с помощью sin θε =

= ∆ε/
√

ε2 +∆2
ε, мы находим следующее уравнение

самосогласования для ∆ε:

∆ε = −2πT
∑

ε′>0

γc(LEε+E
ε′
)∆ε′

√

ε′2 +∆2
ε′

, (3)

524



ЖЭТФ, том 162, вып. 4 (10), 2022 Мультифрактиально-усиленная сверхпроводимость в двумерных системах. . .

где Lε =
√

D/ε — диффузионная длина, связанная
с энергией ε. Изменение γc с масштабом длины L

определяется следующим уравнением ренормализа-
ционной группы (см. [29] для N = 3):

dγc
dy

= − t

2
(γs −Nγt). (4)

Здесь y = lnL/ℓ, где ℓ и L — длина свободного пробе-
га и размер системы, соответственно. Безразмерное
сопротивление обозначено через t = 2/(πg). Затра-
вочное значение t0 предполагается малым, t0 ≪ 1.

Уравнение (4) не содержит стандартного чле-
на −γ2

c , ответственного за куперовскую неустой-
чивость в чистом случае. Этот вклад уже учтен
в сверхпроводящем параметре порядка ∆ (подроб-
ности см. в [29]).

Кажется заманчивым заменить в уравне-
нии (3) ∆ на ∆ε в выражении для Eε, так как
это приведет уравнение в полностью самосогласо-
ванный вид относительно ∆ε. Именно это и было
сделано в статье [29] на основании соотношения
между уравнением Узаделя, линеаризованным
по вариации θε, и купероном на совпадающих
энергиях. Однако дальнейший анализ показал,
что куперон на несовпадающих мацубаровских
энергиях имеет более сложную структуру после пе-
ренормировки3). Как мы увидим ниже, точный вид
разности Eε − |ε| не существенен для результатов,
изложенных в этой статье.

Уравнение (4) необходимо дополнить уравнени-
ями ренормализационной группы для γs,t и t. Од-
нако их точная форма зависит от числа триплет-
ных мод N . Ниже мы проанализируем уравнение (3)
отдельно для случаев N = 0 и 1. В дальнейшем
будем всегда считать затравочные значения взаи-
модействия и беспорядка слабыми: |γs0|, |γt0|, |γc0|,
t0 ≪ 1.

3. N = 1: ИЗИНГОВСКОЕ
СПИН-ОРБИТАЛЬНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ

В данном разделе мы сосредоточимся на сверх-
проводящих пленках с так называемым изингов-
ским спин-орбитальным взаимодействием. Это вза-
имодействие заставляет спины электронов ориен-
тироваться в направлении из плоскости двумер-
ного движения. В этом случае скорости перево-
рота спина для проекций в плоскости меньше,
чем для проекции перпендикулярной плоскости,

3) Авторы благодарны П. Носову за это замечание.

1/τx,yso ≪ 1/τzso. Поэтому одна триплетная диффу-
зионная мода, соответствующая проекции полного
спина Sz = 0, как и синглетная диффузионная мо-
да, остается бесщелевой. Таким образом, для изин-
говского спин-орбитального взаимодействия реали-
зуется случай N = 1.

Для анализа уравнения (3) необходимо учесть
зависимость γc от масштаба длины. В работе [23]
полная система однопетлевых уравнений ренорм-
группы для γs,t,c и t была получена с помощью пере-
нормировки нелинейной сигма-модели выше темпе-
ратуры сверхпроводящего перехода с помощью фо-
нового поля. Применяя тот же метод к сверхпрово-
дящему состоянию, находим

dt

dy
= − t2

2
(γs + γt + 2γc), (5a)

d

dy







γs

γt

γc






= − t

2







1 1 2

1 1 −2

1 −1 0













γs

γt

γc






. (5b)

Отметим, что уравнение (5a) записано в предпо-
ложении |γs,t,c| ≪ 1. Так же, как и в нормаль-
ном металле [49], слабая локализация и слабая ан-
тилокализация компенсируют друг друга при на-
личии изинговского спин-орбитального взаимодей-
ствия. Из уравнения (5a) мы заключаем, что в глав-
ном порядке безразмерное сопротивление t остается
почти постоянным. Поэтому в дальнейшем в этом
разделе мы будем предполагать t ≃ t0. Система (5b)
указывает на то, что при ренормгрупповом потоке
параметры взаимодействия приближаются к так на-
зываемой линии БКШ −γs = γt = γc ≡ γ [22]. Что-
бы описать поведение системы на масштабах длины
y & t−1

0 , мы проецируем уравнение (5b) на БКШ-ли-
нию и далее будем работать с эффективным пара-
метром взаимодействия γ, удовлетворяющем соот-
ношению

dγ/dy ≃ t0γ, γ0 = (γt0 − γs0 + 2γc0)/4 < 0. (6)

Решая это уравнение, находим

γ(L) = γ0(L/ℓ)
t0 . (7)

В дальнейшем мы считаем, что беспорядок доми-
нирует над взаимодействием, т. е. t0 ≫ |γ0|. Как из-
вестно [22], именно в этом режиме ожидается муль-
тифрактальное повышение температуры сверхпро-
водящего перехода. Критическую температуру Tc

можно оценить из соотношения |γ(LTc
)| ∼ t0 (см.

приложение B). Такая оценка дает

Tc ∼ (1/τ)(|γ0|/t0)2/t0 . (8)

6 ЖЭТФ, вып. 4 (10)
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Отметим, что температура перехода Tc соответству-
ет yc ∼ t−1

0 ln(t0/|γ0|) ≫ t−1
0 , что оправдывает про-

екцию на БКШ-линию.

3.1. Критическая температура

Более точно температуру Tc перехода в сверх-
проводящее состояние можно определить, решая ли-
неаризованное уравнение самосогласования (3). От-
метим также, что после проецирования уравнения
самосогласования (3) на БКШ линию γc в нем заме-
нится на γ. Таким образом, мы получаем следующее
линеаризованное уравнение самосогласования:

∆ε = −2πT
∑

ε′>0

γ(Lε+ε′)
∆ε′

ε′
. (9)

Принимая во внимание реальную зависимость γ(L)

от L, см. (7), найдем

∆n=
|γ0|

(2πTτ)t0/2

nmax
∑

n′>0

∆n′

(n+n′+1)t0/2(n′+1/2)
, (10)

где nmax ≃ 1/(2πTτ) — естественная обрезка для ма-
цубаровских энергий, связанная с тем, что мы рабо-
таем в диффузионном режиме. Поиск Tc из урав-
нения (10) можно переформулировать как задачу
о нахождении максимального собственного значе-
ния соответствующей матрицы. Температура сверх-
проводящего перехода удовлетворяет (2πTcτ)

t0/2 =

= |γ0|λM , где λM — максимальное собственное зна-
чение матрицы Mnn′ = (n+ n′ + 1)−t0/2(n′ + 1/2)−1.

Численное решение уравнения (10) с помо-
щью степенного метода (см. приложение C) дает
λM ≃ 1.4/t0. Значит,

Tc ≃
1

2πτ
(1.4|γ0|/t0)2/t0 . (11)

Правый собственный вектор rn матрицы M , соот-
ветствующий λM , показан на рис. 1. (Левый соб-
ственный вектор матрицы M выражается через rn
как ln = rn/(n + 1/2).) Отметим, что спектральная
щель существенно зависит от энергии, что отлича-
ется от модели БКШ, в которой щель постоянна.

Результат (11) можно также обосновать ана-
литически. Сначала в уравнении (10) заменим
(n + n′ + 1)t0/2 на max{(n+ 1/2)t0/2, (n′ + 1/2)t0/2}.
Это оправдано малостью показателя t0 ≪ 1. Далее
вводим переменную

uε =
2

t0
|γ(Lε)| =

2|γ0|
t0

(ετ)−t0/2. (12)
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0.0
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Рис. 1. Зависимость спектральной щели ∆n от мацубаров-

ских энергий εn = 2πT (n+1/2) при T вблизи критической

температуры Tc. Сплошная и штриховая линии показыва-

ют аналитические выражения (15) и (41), соответствен-

но. Точками соответствующих цветов отмечены числен-

ные решения для ведущих собственных векторов из урав-

нений (10) и (36)

Затем, применяя пересуммирование методом Эйле-
ра –Маклорена к правой части уравнения (9), полу-
чаем

∆un
≃ un

u0
∫

un

du
∆u

u
+

un
∫

u∞

du∆u +
at0
2

un∆u0
, (13a)

u∞ ≡ u1/τ ∼ |γ0|/t0 ≪ 1, (13b)

a = 1 +
∞
∑

k=1

22k−1B2k/k ≈ 1.27. (13c)

Здесь u∞ соответствует nmax, а величины B2k обо-
значают четные числа Бернулли. При T = Tc ищем
решение уравнения (13a) в виде ∆un

= ∆u0
f(un)

с условием f(u0) = 1. Интегральное уравнение (13a)
можно свести к следующей задаче Коши для неиз-
вестной функции f(u):

f ′′(u) = −f(u)/u,

f ′(u0) = at0/2, f ′(u∞) = f(u∞)/u∞.
(14)

Решая уравнение (14), получаем

f(u) =
F1(u)

F1(u0)
, F1(u) ≃

√
uJ1(2

√
u). (15)

Здесь J1(x) — функция Бесселя первого рода. Отме-
тим, что для краткости в приведенном выше выра-
жении F1(u) записано в низшем порядке по малым
параметрам |γ0| ≪ t0 ≪ 1. Хотя легко можно най-
ти точное решение для f(u), в дальнейшем оно нам
не понадобится. Отметим также, что решение (15)
удовлетворяет условию нормировки f(u0) = 1 и гра-
ничному условию при u = u∞. Пока неизвестный
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параметр u0 определяет температуру сверхпроводя-
щего перехода как

Tc = (2πτ)−1
(

(2/u0)|γ0|/t0
)2/t0

. (16)

Его можно извлечь из граничного условия при
u = u0. Используя соотношение (xJ1(x))

′ = xJ0(x)

и пренебрегая at0/2 в правой части граничного урав-
нения в точке u = u0, находим u0 ≃ (j0,1)

2/4 ≃ 1.45,
где jn,k — k-й нуль функции Бесселя Jn(x). От-
вет (16) находится в количественном согласии с най-
денным численно результатом (11). Более того, как
показано на рис. 1, отмечается замечательное со-
гласие между функцией f(un) и численно найден-
ным собственным вектором, соответствующим мак-
симальному собственному значению матрицы M .

0 10 20 30 40 50 60

0

5

10

15

0 1 2

Рис. 2. Мультифрактальное увеличение температуры

сверхпроводящего перехода Tc. Сплошными линиями по-

казана зависимость lnTc/T
(BCS)
c от величины отно-

шения t0/|γ0| при начальных параметрах взаимодей-

ствия γs0, γt0, γc0, лежащих на линии БКШ, т. е. когда

−γs = γt = γc = γ при N = 1 и −γs = γc = γ для N = 0.

Штриховые линии соответствующих цветов иллюстриру-

ют поведение lnTc/T
(BCS)
c при отклонении начальных па-

раметров от БКШ-линии. Это может привести к сниже-

нию критической температуры Tc по сравнению с T
(BCS)
c

при малом отношении t0 к |γ0| (см. вставку), но в ито-

ге lnTc/T
(BCS)
c становится положительным и продолжает

расти с ростом беспорядка. Черные пунктирные линии со-

ответствуют выражениям (16) и (42)

Уравнение (11) предсказывает увеличение Tc

с увеличением беспорядка t0 при фиксированном γ0.
Однако уравнение (11) действительно только для
t0 ≫ |γ0|. Мы решаем уравнение самосогласова-
ния (10) для различных t0 численно. Полученная
зависимость Tc от t0 представлена на рис. 2. Как
видно, для начальных условий на БКШ-линии Tc

растет с увеличением t0, достигая асимптотическое
выражение (16) (черные пунктирные линии) при

t0 ≫ |γ0|. При удалении первоначальной системы
от линии БКШ Tc сначала подавляется с ростом t0,
а затем начинает расти при t0 & |γ0|.

Перейдем теперь к изучению поведения функции
спектральной щели ∆ε в зависимости от ε при раз-
личных температурных режимах: при T , близком
к Tc, и при T ≪ Tc.

3.2. Спектальная щель

3.2.1. Спектальная щель вблизи Tc

При T = Tc амплитуда ∆0 спектральной щели
обращается в нуль. Чтобы найти зависимость ∆ε

от энергии при Tc − T ≪ Tc, разложим модифици-
рованное уравнение самосогласования до третьего
порядка, получив

∆ε = 2πT
∑

ε′>0

|γ(Lε+ε′)|
(∆ε′

ε′
− ∆3

ε′

2ε′3

)

. (17)

Отметим, что квадратичные по ∆ε члены, появ-
ляющиеся из разложения

∣

∣γ(LEε+E
ε′
)
∣

∣, подавлены
за счет малого множителя t0 ≪ 1.

Будем искать решение в виде ∆εn = ∆0(T )rn
с нормировкой r0 = 1. Тогда уравнение (17) при-
нимает вид

λM

( T

Tc

)

t0

2

rn =

nmax
∑

n′=0

Mnn′



rn′ −
∆2

0
(T )

8π2T 2
c

r3n′

(n′ + 1/2)2



 . (18)

Из условия ∆0(Tc) = 0 следует, что rn — это
компоненты правого собственного вектора матри-
цы Mnn′ , соответствующего ее максимальному соб-
ственному значению λM . Далее, умножая слева обе
части уравнения (18) на левый собственный вектор
ln = rn/(n+ 1/2) (соответствующий λM ), находим

∆0(T ) =
(

bN
8π2

7ζ(3)
Tc(Tc − T )

)1/2

. (19)

Здесь константа bN при N = 1 — это

b1 =
7ζ(3)t0

2

nmax
∑

n=0

r2n/(n+ 1/2)

nmax
∑

n=0
r4n/(n+ 1/2)3

. (20)

Мы выбрали нормировку b1 таким образом, чтобы
величина b1 − 1 описывала отклонение от теории
БКШ. Можно было бы ожидать ненулевого значе-
ния разности b1−1 из-за сильной зависимости спек-
тральной щели от энергии, но, как мы покажем ни-
же, в рамках нашего приближения это не так.
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Прежде всего, заменив r4n на r40 = 1 в знаменате-
ле уравнения (20), находим, что

nmax
∑

n=0

r4n
(n+ 1/2)3

≃ 7ζ(3). (21)

Далее, чтобы оценить числитель уравнения (20),
мы заменяем rn аналитическим выражением
rn = f(un), см. уравнение (15). Получаем

nmax
∑

n=0

r2n
n+ 1/2

≃ 2

t0

u0
∫

0

du

u
f2(u) ≃ 2

t0
. (22)

Приняв во внимание все перечисленное выше, нахо-
дим, что в пределе t0 ≪ 1 восстанавливается ответ
из теории БКШ, т .е. b1 = 1. Отметим также, что
для нахождения поправок к значению b1 = 1 из тео-
рии БКШ, необходимо знать точный вид зависимо-
сти LEε+E

ε′
на энергиях ∆ε и ∆ε′ в уравнении (3).

Можно оценить вклад других собствен-
ных мод в зависимость ∆ε от ε. Записав

∆ε = ∆0(T )

(

rn +
∑

j

sjr
(j)
n

)

, где r
(j)
n — правые

собственные векторы матрицы M с собственными
значениями λj < λM , находим

sj = − λj

λM − λj

∆2
0(T )

8π2T 2
c

N
∑

n=0
l
(j)
n r3n/(n+ 1/2)2

N
∑

n=0
l
(j)
n r

(j)
n

. (23)

Здесь мы воспользовались условием ортогонально-
сти

∑

n
l
(j)
n rn = 0, где l

(j)
n — левый собственный век-

тор матрицы Mnn′ , соответствующий собственному
значению λj . Мы видим, что примешивание других
собственных мод при Tc − T ≪ Tc незначительно.
Поэтому энергетическая зависимость ∆ε от ε при
Tc − T ≪ Tc практически такая же, как и на пере-
ходе.

3.2.2. Спектральная щель при T ≪ Tc

Начнем с предела нулевой температуры. Чтобы
изучить поведение щели при T = 0, в уравнении (3)
заменим суммирование по мацубаровским частотам
на интегрирование по энергии ε′. Отметим, что при
этом существует два источника зависимости от ε′.
Быстрая зависимость находится под корнем, а мед-
ленная (почти логарифмическая при t0 ≪ 1) за-
висимость зашита в γ. Зная поведение щели вбли-
зи T = Tc, найденное в предыдущем разделе, мы
ожидаем, что и при низких температурах ∆ε бу-
дет убывающей функцией от ε. Введем характерную

энергию ε0, такую, что ∆ε0 = ε0. Структура урав-
нения (3) указывает на то, что вплоть до энергий
порядка ε0 = ∆ε0 щель лишь немного отклоняется
от своего значения ∆0 при ε = 0. Отсюда следует,
что ε0 ∼ ∆0. Чтобы аккуратно найти связь между ε0
и ∆0, а также зависимость ∆ε при ε < ∆0, необходи-
мо знать точное поведение инфракрасного масшта-
ба длины LEε+E

ε′
на энергиях ∆ε и ∆ε′ , см. уравне-

ние (3). Однако при больших энергиях ε ≫ ∆ε та-
кой трудности не возникает. Как мы покажем далее,
в силу малости размерного сопротивления t0 ≪ 1,
это условие выполняется при энергиях ε, не слиш-
ком близких к ∆0, т. е. при ε & ∆0.

Когда ε ≫ ∆ε, мы аппроксимируем уравнение
самосогласования (3) следующим образом:

∆ε ≃ |γ(Lε)|
∆0
∫

0

dε′∆0
√

ε′2 +∆2
0

+ |γ(Lε)|
ε
∫

∆0

dε′∆ε′
√

ε′2 +∆2
ε′

+

+

1/τ
∫

ε

dε′∆ε′
√

ε′2 +∆2
ε′

|γ(Lε′)|. (24)

Если искать решение для ∆ε в виде ∆uε
= ∆u0

f(uε),
где uε определено в уравнении (12), то приведен-
ное выше уравнение можно переписать в следующей
дифференциальной форме

f ′′(uε) = − εf(uε)/uε
√

ε2 +∆2
0f

2(uε)
. (25)

Так как мы работаем в режиме ε ≫ ∆ε, то чле-
ном с ∆0 под корнем в правой части уравне-
ния (25) можно смело пренебречь. Тогда уравне-
ние (25) сводится к уравнению (14) с теми же гра-
ничными условиями, за исключением того, что те-
перь a = arcsinh(1). Таким образом, решение можно
сразу получить из формулы (15). Итак, мы находим
следующее поведение спектральной щели в зависи-
мости от энергии,

∆ε ≃ ∆0

{

1, ε . ∆0,

F1(uε)/F1(u∆0
), ε & ∆0.

(26)

Теперь мы можем проверить предположение
ε ≫ ∆ε. Используя уравнение (26), находим, что

ε

∆ε
=

u
2/t0
∆0

F1(u∆0
)

u
2/t0
ε F1(uε)

≫ 1 (27)

выполняется для всех ε, кроме энергий в непосред-
ственной близости от ε ∼ ∆0, т. е. в диапазоне
|ε−∆0| ∼ ∆0.
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Отметим идеальное совпадение обеих асимпто-
тик (26) при ε = ∆0. Далее, используя граничное
условие f ′(u∆0

) = 0, находим, что ∆0 совпадает с Tc

с точностью до численного множителя,

∆0 ∼ Tc. (28)

Однако, как мы отмечали выше, наш подход непри-
меним в окрестности точки ε = ∆0. Поэтому мы
не можем определить точную константу в отноше-
нии ∆0/Tc. Подчеркнем однако, что зависимость
функции спектральной щели при ε ≫ ∆0 при T = 0

точно такая же, как и при T , близких к Tc.

Отметим, что щель параметрически усиливается
на малых энергиях. Используя уравнение (26), нахо-
дим, что при ε ∼ 1/τ спектральная щель (совпада-
ющая с параметром порядка ∆) пропорциональна
∆0|γ0|/t0 ≪ ∆0. Типичное поведение ∆ε показано
на рис. 3.

При ненулевой температуре вид функции спек-
тральной щели остается прежним, но происходит
уменьшение величины ∆0 при повышении темпера-
туры. Когда T ≪ ∆0 зависимость ∆0 от температу-
ры можно оценить следующим образом. При ε ≫ ∆0

щель ∆ε удовлетворяет уравнению, аналогичному
уравнению (24), в котором ∆0 заменено на ∆0(T ) и

∆0
∫

0

dε′∆0
√

ε′2 +∆2
0

→

→ 2πT
∑

ε′>0

∆0(T )
√

ε′2 +∆2
0(T )

−
1/τ
∫

∆0(T )

dε′∆0(T )
√

ε′2 +∆2
0(T )

≃

≃
∆0(T )
∫

0

dε′∆0(T )
√

ε′2 +∆2
0(T )

−
√

2πT

∆0
e−∆0/T . (29)

Такая модификация уравнения (24) приводит к из-
менению константы a в граничных условиях (14):
теперь a = arcsinh(1)−

√

2πT/∆0 exp(−∆0/T ). Учи-
тывая такой температурный сдвиг в константе a, на-
ходим

∆0 −∆0(T ) ∼
√

2πT∆0 e
−∆0/T , T ≪ ∆0. (30)

Заметим, что поскольку этот результат получен
из граничного условия при ε = ∆0(T ), численный
множитель в уравнении (30) мы не можем опреде-
лить однозначно.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Рис. 3. Зависимость спектральной щели ∆ε от энергии ε

при низких температурах (см. текст). Безразмерная кон-

станта взаимодействия равна |γ0| = 0.005, а безразмерное

сопротивление t0 = 0.2. Нижняя кривая иллюстрирует по-

ведение ∆ε для случая изинговского спин-орбитального

взаимодействия (N = 1), а верхняя — для случая сильно-

го спин-орбитального взаимодействия (N = 0)

4. N = 0: СИЛЬНОЕ СПИН-ОРБИТАЛЬНОЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ

В этом разделе мы рассматриваем случай, ко-
гда все три скорости переворота спина, 1/τx,y,zso , ин-
дуцированные спин-орбитальным взаимодействием,
одного порядка. Тогда бесщелевыми остаются толь-
ко диффузионные моды, соответствующие нулево-
му значению полного спина. Таким образом, количе-
ство безмассовых триплетных мод сводится к нулю,
N = 0.

При N = 0 ренормгрупповой поток параметров
взаимодействия γs,c и безразмерного сопротивле-
ния t определяется следующими уравнениями [23]:

dt

dy
= −t2(1 + γs + 2γc)/2, (31a)

d

dy

(

γs

γc

)

= − t

2

(

1 2

1 0

)(

γs

γc

)

. (31b)

Отметим, что, в отличие от случая N = 1, имеет
место поправка, связанная со слабой антилокали-
зацией (слагаемое с единицей в скобках в правой
части уравнения (31a)), которая приводит к обра-
щению t в нуль на больших размерах. В дальней-
шем мы пренебрегаем членами, пропорциональны-
ми γs,c (поправка Альтшулера –Аронова и поправ-
ка типа плотности состояний в куперовском канале)
в уравнении (31a), по сравнению с эффектом слабой
антилокализации. В соответствии с уравнение (31b)
ренормгрупповой поток параметров взаимодействия
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приближается к линии БКШ −γs = γc ≡ γ. Проеци-
руя систему (31b) на БКШ-линию, находим

dγ/dy = tγ/2, γ0 = (2γc0 − γs0)/3 < 0. (32)

Здесь γ0 — затравочное значение эффективного
коэффициента притяжения. Предположим, что
t0 ≫ |γ0|. Тогда решения уравнений (31a) и (32)
будут иметь вид

t(L) =
t0

1 + (t0/2) lnL/ℓ
, γ(L) = γ0

t0
t(L)

. (33)

То есть эффективное притяжение растет с увели-
чением масштаба длины. Критическая температу-
ра сверхпроводящего перехода может быть оценена
из условия |γ(LTc

)| ∼ t(LTc
) (см. Приложение B).

В результате имеем [22]

ln 1/(Tcτ) ∼
1

√

|γ0|t0
. (34)

Заметим, что при таком подходе численный множи-
тель не может быть надежно определен.

4.1. Критическая температура

Чтобы определить температуру сверхпроводя-
щего перехода, необходимо решить линериазован-
ное уравнение самосогласования (9). Для этого удоб-
но ввести параметризацию критической температу-
ры как

Tc = (2πτ)−1 exp(4/t0 − 4/tc), (35)

где, исходя из оценки (34), мы ожидаем, что tc будет
порядка

√

|γ0|t0. При такой параметризации уравне-
ние (9) принимает вид

∆n =
|γ0|t0
4

nmax
∑

n′=0

4/tc − ln(n+ n′ + 1)

n′ + 1/2
∆n′ . (36)

Здесь nmax = 1/(2πTcτ) ≃ exp(4/tc). Как и прежде,
об уравнении (36) можно думать как о задаче на-
хождения максимального собственного значения λM

матрицы Mnn′(ζ) = (ζ− ln(n+n′+1))/(n′+1/2), где
ζ = 4/tc. Численное решение дает λM ≈ 0.41(4/tc)

2

(см. Приложение C). Таким образом, мы находим

tc ≈ 1.3
√

|γ0|t0. (37)

Зависимость численно найденного собственного век-
тора, соответствующего максимальному собственно-
му значению λM , представлена на рис. 1.

Как и в случае N = 1, мы можем решить линеа-
ризованное уравнение самосогласования (9) анали-
тически. Введем переменную

uε =
4

t(Lε)
=

4|γ(Lε)|
|γ0|t0

=
4

t0
− ln(ετ). (38)

Заменив ln(n+ n′ + 1) на ln(max{n+ 1/2, n′ + 1/2})
и воспользовавшись формулой Эйлера –Маклорена,
получим

4∆un

|γ0|t0
= un

u0
∫

un

du∆u +

un
∫

u∞

du u∆u + aun∆u0
. (39)

Здесь a совпадает со значением, определен-
ным в уравнении (13c). Затем, записывая
∆un

= ∆u0
f(un), где f(u0) = 1, мы преобразу-

ем приведенное выше уравнение к следующей
дифференциальной задаче:

f ′′(u) = −(|γ0|t0/4)f(u),

f(u0) = 1, f ′(u∞) =
f(u∞)

u∞
,

f ′(u0) =
|γ0|t0
4

.

(40)

Это уравнение элементарно решается:

f(u) =
F0(u)

F0(u0)
, F0(u) ≃ sin

(

u
√

|γ0|t0/4
)

. (41)

Снова отметим, что в приведенном выше уравнении
решение f(u) записано в низшем порядке по малым
параметрам |γ0| ≪ t0 ≪ 1. Последний шаг — найти
u0 = 4/tc из соотношения f ′(u0) = |γ0|t0/4. После
нехитрых вычислений получаем

u0 ≃ π/
√

|γ0|t0, ⇔ tc ≃
4

π

√

|γ0|t0. (42)

Обратим внимание на замечательное согласие меж-
ду численными и аналитическими результатами,
уравнения (37) и (42): 1.3 и 4/π, соответственно.

Численное решение уравнения (36) для Tc с про-
извольными значениями t0 показано на рис. 2. Ана-
литическое выражение (42) (отмечено черной пунк-
тирной линией) дает правильные асимптотические

значения lnTc/T
(BCS)
c в режиме больших значений

отношения t0/|γ0|.

4.2. Спектральная щель

4.2.1. Спектральная щель при Tc

Чтобы найти ∆ε при температурах близких к пе-
реходу, Tc − T ≪ Tc, мы вновь воспользуемся
уравнением (17). Для этого параметризуем тем-
пературу T с помощью переменной tT , так что
T = (2πτ)−1 exp(4/t0 − 4/tT ). Параметризовав ∆ε

как ∆ε = ∆0(T )rn, запишем уравнение (17) в виде

λMrn ≃
nmax
∑

n′=0

Mnn′(4/tT )



rn′ −
∆2

0
(T )

8π2T 2
c

r3n′

(n′ + 1/2)2



 . (43)
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Здесь, напомним, λM обозначает мак-
симальное собственное значение мат-
рицы Mnn′(4/tc). Используя тождество
Mnn′(4/tT ) = Mnn′(4/tc) + (4/tT − 4/tc)/(n

′ + 1/2)

и приближение 4/tT −4/tc ≈ (Tc−T )/Tc, перепишем
уравнение (43) как

λM (4/tc)rn ≃
nmax
∑

n′=0

Mnn′(4/tc)



rn′ −
∆2

0
(T )

8π2T 2
c

r3n′

(n′ + 1/2)2



+

+
Tc − T

Tc

nmax
∑

n′=0

rn′

n′ + 1/2
. (44)

При T = Tc щель обращается в нуль. Отсюда
следует, что rn являются компонентами старшего
собственного вектора матрицы Mnn′(4/tc). Умно-
жая уравнение (44) на левый собственный вектор
Mnn′(4/tc), ln = rn/(n + 1/2), мы вновь приходим
к выражению (19), где bN для N = 0 равно

b0 =
7ζ(3)

λM

(

nmax
∑

n
rn/(n+ 1/2)

)2

nmax
∑

n=0
r4n/(n+ 1/2)3

. (45)

Как и в случае N = 1, можно проверить, что в рам-
ках нашего приближения восстанавливается резуль-
тат b0 = 1 из теории БКШ. Знаменатель в правой
части уравнения (45) находится так же, как и в слу-
чае N = 1. В то же время в числителе мы использу-
ем rn = f(un), где f(u) из уравнения (41). Используя
F0(u) = sin(u/

√
λM ) и u0 =

√
λMπ/2, получаем

(

nmax
∑

n=0

rn
n+ 1/2

)2

≃





u0
∫

0

du f(u)





2

= λM . (46)

Таким образом, объединяя результаты для числите-
ля и знаменателя, мы восстанавливаем b0 = 1.

4.2.2. Спектральная щель при T ≪ Tc

Спектральную щель при T = 0 можно найти
так же, как это было сделано в разд. 3.2.2 для N = 1.
После несложных вычислений находим

∆ε ≃ ∆0

{

1, ε . ∆0,

F0(uε)/F0(u∆0
), ε & ∆0.

(47)

Максимальная величина щели, ∆0, определяется
выражением, подобным уравнению (35),

∆0 = (2πτ)−1e4/t0−4/t∆0 , t∆0
∼
√

|γ0|t0. (48)

К сожалению, в рамках нашего приближения мы
не можем однозначно определить числовой множи-
тель в отношении t∆0

/
√

|γ0|t0, так как для этого
требуется знание точной зависимости инфракрас-
ной шкалы длин LEε+E

ε′
от ∆ε и ∆ε′ , см.(3). По-

скольку t∆0
стоит в показателе степени выражения

для ∆0, мы не можем исключить возможность того,
что ∆0 параметрически отличается от Tc.

Отметим, что параметр сверхпроводящего
порядка (совпадающий со спектральной ще-
лью на энергиях ε ∼ 1/τ) пропорционален
∆0

√

|γ0|/t0 ≪ ∆0. Типичная зависимость ∆ε

от ε показана на рис. 3.
Изменение ∆ε с ростом температуры такое же,

как и в случае N = 1. При T ≪ Tc амплитуда ∆0

убывает в соответствии с уравнением (30).

5. ЛОКАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ СОСТОЯНИЙ

В данном разделе мы изучим локальную плот-
ность состояний и ее мезоскопические флуктуации
в сверхпроводящем состоянии. Для простоты счита-
ем T = 0.

Усредненная по беспорядку плотность состояний
может быть найдена из решения уравнения Узаделя

〈ρ(E)〉 = ν Re cos θε→−iE+0 =

= ν Re
ε

√

ε2 +∆2
ε

∣

∣

∣

ε→−iE+0
. (49)

Здесь подразумевается аналитическое продолже-
ние от мацубаровской энергии к действительной,
iε → E + i0.

Поведение плотности состояний при энергиях E,
близких к ∆0, зависит от точной структуры ∆ε при
ε ∼ ∆0. В рамках нашего подхода эта область энер-
гии не доступна. Единственное, что можно утвер-
ждать наверняка, это существование спектральной
щели порядка ∆0. Вдали от ∆0, т. е. в области
E & ∆0, используя малость ∆ε/ε, находим

〈ρ(E)〉
ν

≃ 1 + Re
∆2(E)

2E2
≃ 1 +

∆2
0

2E2

F 2
N (uE)

F 2
N (u∆0

)
. (50)

Здесь uE = u∆0
(E/∆0)

−t0/2 и uE = u∆0
− ln(E/∆0)

для N = 1 и 0, соответственно.
Теперь оценим мезоскопические флуктуации ло-

кальной плотности состояний. Это можно сделать,
используя подход нелинейной сигма-модели, анало-
гичный тому, который используется в [29]. Ограни-
чимся рассмотрением диапазона энергий

∆0 ≪ 1

τ
e−2(2−N )/t0 ≪ E .

1

τ
. (51)
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В этом интервале энергий можно пренебречь за-
висимостью ∆ε от энергии и аппроксимировать ее
неперенормированным значением ∆. Тогда для дис-
персии локальной плотности состояний получаем
следующий результат (см. Приложение D)

〈[δρ(E, r)]2〉
ν2

=
1 +N

g
Re

∫

d2q

(2π)2

[

2E2 −∆2

E2 −∆2

1

q2
+

+
∆2

E2 −∆2

D

Dq2 + 2i
√
E2 −∆2

]

. (52)

Отметим, что вклад в первой строке уравне-
ния (52) соответствует корреляциям между дву-
мя электронно-подобными возбуждениями. Они
нечувствительны к наличию сверхпроводящей
спектральной щели. Это объясняет, почему инфра-
красная расходимость в диффузоне сохраняется
внутри сверхпроводника. Вклад во второй строке
уравнения (52) возникает из-за корреляций меж-
ду электронно-подобными и дырочно-подобными
возбуждениями, которые разделены удвоенной
сверхпроводящей щелью.

Интегрируя по импульсу и раскладывая
по ∆/E ≪ 1, находим

〈[δρ(E, r)]2〉
〈ρ(E)〉2 =

(1 +N )t0
2

(

ln
L

ℓ
+

∆2

2E2
ln

LE

ℓ

)

. (53)

Подчеркнем логарифмическую расходимость дис-
персии с размером системы L. Это свидетельству-
ет о сильных мезоскопических флуктуациях локаль-
ной плотности состояний в неупорядоченных сверх-
проводниках со спин-орбитальным взаимодействи-
ем, аналогичных случаю, когда спин-орбитальное
взаимодействие отсутствует [29, 30].

До сих пор игнорируемая перенормировка диф-
фузона приводит к замене L на min{L,L(φ)

E }, где

L
(φ)
E обозначает индуцированную длину дефазиров-

ки за счет электрон-электронных взаимодействий.
К сожалению, в настоящее время не существу-
ет полной теории дефазировки в неупорядочен-
ных сверхпроводниках. Однако, используя резуль-
таты работы [50], можно оценить длину дефазиров-
ки из-за электрон-электронного взаимодействия при
E ≫ ∆ как L∆/(|γ0|

√
t0) ≫ L∆. Заметим, что такая

оценка применима при T ≪ Tc. Вблизи сверхпрово-
дящего перехода скорость дефазировки увеличива-
ется из-за сверхпроводящих флуктуаций (подробнее
см. [51]).

С помощью ренормализационной группы мы мо-
жем преобразовать пертурбативный и расходящий-
ся в инфракрасном пределе ответ (53) в выраже-

ние для второго момента локальной плотности со-
стояний:

〈

ρ2(E, r)
〉

〈

ρ(E)
〉2 =

=

{

(min{L,L(φ)
E }/ℓ)t0, N = 1,

1 + (t0/2) ln(min{L,L(φ)
E }/ℓ), N = 0.

(54)

Можно также обобщить выражение (53) на слу-
чай парной корреляционной функции локальной
плотности состояний при разных энергиях E ≫ ∆

и E′ = E + ω ≫ ∆ (см. Приложение D),

〈

δρ(E, r)δρ(E′, r)
〉

〈

ρ(E)
〉〈

ρ(E′)
〉 ≃

≃ (1 +N )t0
2

ln
min{L,L(φ)

E , Lω}
ℓ

. (55)

Для автокорреляционной функции моментов можно
использовать уравнение (54), в котором min{L,L(φ)

E }
заменяется на min{L,L(φ)

E , Lω}.
Отметим, что можно вычислить усредненые

по беспордяку старшие моменты локальной плотно-
сти состояний. Аналогично случаю без спин-орби-
тального расщепления [29], моменты соответствуют
лог-нормальной функции распределения для
локальной плотности состояний.

6. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
И ВЫВОДЫ

В работе разработана теория мультифрактально
усиленного сверхпроводящего состояния в тонких
пленках со спин-орбитальным взаимодействи-
ем при наличии слабого короткодействующего
электрон-электронного взаимодействия. Мы рас-
смотрели случай изинговского спин-орбитального
взаимодействия (N = 1), для которого перенор-
мировка сопротивления в нормальном состоянии
пренебрежимо мала, и случай сильного спин-ор-
битального взаимодействия (N = 0), в котором
перенормировка t определяется слабой антилокали-
зацией. Вместе со случаем, когда спин-орбитальное
взаимодействие отсутствует (N = 3), который
изучен в работе [29], построена теория для всех
трех возможных вариантов поведения сопротив-
ления в нормальном состоянии при увеличении
размера системы: возрастающего, убывающего
и постоянного.

Следуя подходу работы [29], мы рассмотре-
ли флуктуации вокруг пространственно-однородной
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среднеполевой седловой точки и получили модифи-
цированное уравнение Узаделя и уравнение самосо-
гласования, которые учитывают взаимное влияние
беспорядка и взаимодействия при энергиях боль-
ше сверхпроводящей щели. Полученные уравнения
позволяют точно определить температуру сверхпро-
водящего перехода. Мы показали, что Tc увели-
чивается (даже при N = 0) по сравнению с ре-
зультатом теории БКШ при отсутствии беспоряд-
ка. Решение модифицированного уравнения Узаде-
ля и уравнения самосогласования дает Tc, кото-
рое параметрически совпадает с оценкой, получен-
ной из анализа куперовской неустойчивости в урав-
нениях ренормализационной группы для нормаль-
ной фазы. Стоит сравнить эффект мультифрак-
тального повышения критической температуры для
разного числа триплетных мод. При отсутствии
спин-орбитального взаимодействия, см. [29], сверх-
проводящая фаза ожидается при температурах ни-
же TN=3

c ∼ τ−1 exp(−2/t0), Напротив, мы предска-
зываем TN=1

c ∼ τ−1 exp(−(2/t0) ln(t0/(1.4|γ0|))) для
N = 1 и TN=0

c ∼ τ−1 exp(−3.1/
√

|γ0|t0) для N = 0,
соответственно. Как видно, Tc возрастает с увели-
чением числа безмассовых триплетных диффузион-
ных мод: TN=3

c ≫ TN=1
c ≫ TN=0

c .

Индуцированная беспорядком энергетическая
зависимость эффективного притяжения переходит
в энергетическую зависимость спектральной ще-
ли. Вид этой зависимости чувствителен к числу
триплетных мод N . В случае N = 1 зависимость
спектральной щели ведет себя как вогнутая функ-
ция энергии (то же верно и для N = 3), см. рис. 3.
Для N = 0 ∆ε становится выпуклой функцией ε.
Беспорядок и взаимодействие приводит к пара-
метрическому усилению спектральной щели при
низких энергиях по сравнению с ее величиной при
энергиях ∼ 1/τ .

Несмотря на такое сильное отличие от теории
БКШ, в которой щель не зависит от энергии, ос-
новные соотношения для модели БКШ — поведе-
ние щели немного ниже Tc и при низких темпера-
турах T ≪ Tc — остаются прежними. Это указыва-
ет на возможность использования теории БКШ для
описания температурной зависимости спектральной
щели в слаборазупорядоченных пленках. При нали-
чии спин-орбитального взаимодействия предсказа-
ны сильные мезоскопические флуктуации локаль-
ной плотности состояний в сверхпроводящем состо-
янии. Эти флуктуации сохраняются вплоть до мас-
штаба длины дефазировки. Наличие спин-орбиталь-
ного взаимодействия уменьшает амплитуду диспер-
сии локальной плотности состояний в два раза (при

N = 1) и в четыре раза (при N = 0). Из-за раз-
ной энергетической зависимости щели для разных
N зависимость дисперсии от энергии чувствитель-
на к числу безмассовых триплетных мод. Наиболее
выраженная разница ожидается вблизи пика коге-
рентности E ∼ ±∆0. Однако эта область находится
за пределами точности наших расчетов.

Поучительно сравнить флуктуации локальной
плотности состояний с флуктуациями сверхпрово-
дящего параметра порядка. Отметим, что хотя наш
подход предполагает пространственно-постоянный
параметр порядка, можно исследовать его мезоско-
пические флуктуации. В пристутствии спин-орби-
тального взаимодействия находим

〈

(δ∆)2
〉

∆2
≃ (1 +N )t0

2
ln

L∆0

ℓ
. (56)

Подчеркнем сходство уранений (55) и (56). Одна-
ко есть принципиальное отличие: мезоскопические
флуктуации сверхпроводящего параметра порядка
в инфракрасном пределе контролируются длиной
когерентности L∆0

. Так как L
(φ)
E ≫ L∆0

, мы ожида-
ем
〈

(δρ)2
〉

/〈ρ〉2 ≫
〈

(δ∆)2
〉

/∆2. Для N = 1 (N = 0)

мы можем оценить
〈

(δ∆)2
〉

/∆2 как ∼ ln(t0/|γ0|)
(∼
√

t0/|γ0|), соответственно.
Представленные в статье результаты могут быть

обобщены в нескольких направлениях. Наиболее ин-
тересным представляется изучение перенормиров-
ки диффузона, которое приведет к полностью са-
мосогласованному уравнению для спектральной ще-
ли. Имея на руках такое уравнение, можно опре-
делить ∆0 с точностью до числового множителя,
чтобы сравнить его с выражением для Tc. Также
такой расчет для диффузона позволяет определить
длину дефазировки, которая служит отсечкой для
мезоскопических флуктуаций локальной плотности
состояний. Далее нашу теорию можно расширить,
включив в нее кулоновское взаимодействие. Кроме
того, было бы интересно выйти за рамки слабой свя-
зи для сверхпроводимости и изучить мультифрак-
тальные эффекты в кроссовере БКШ–БЭК [52, 53].
Также наша работа может быть продолжена на рас-
смотрение систем с сингулярным динамическим вза-
имодействием между электронами при наличии бес-
порядка, см. [54–59]. Достигнуто это может быть
с помощью подходов, описанных в работах [60, 61].

Наконец, отметим, что наша теория игнориру-
ет фазовые флуктуации параметра порядка. По-
следние, как известно, ответственны за переход Бе-
резинского –Костерлица –Таулесса в сверхпроводя-
щих пленках. Такие флуктуации могут быть учтены
аналогично тому, как это сделано в работах [62, 63].
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Однако для слабонеупорядоченных сверхпроводя-
щих пленок эффекты, связанные с фазовыми флук-
туациями, должны быть слабыми [62,64].
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му, M. Lizee, А. Мирлину, П. Носову, S. Raghu
и M. Stosiek за сотрудничество в смежных проектах
и полезные обсуждения.

Финансирование. Работа частично поддержа-
на РФФИ (грант № 20-52-12013) и Программой фун-
даментальных исследований НИУ ВШЭ.

ПРИЛОЖЕНИЕ A

В данном приложении приводятся детали фор-
мализма нелинейной сигма-модели Финкельштейна.

Действие для электронной жидкости в неупоря-
доченном металле со спин-орбитальным взаимодей-
ствием определяется выражением

S = Sσ + S
(ρ)
int + S

(σ)
int + S

(c)
int + Sso, (A.1)

где первый член происходит от невзаимодейству-
ющих фермионов. Следующие три члена соответ-
ствуют электрон-электронным взаимодействиям
в синглетном канале частица-дырка, S

(ρ)
int , в три-

плетном канале частица–дырка, S
(σ)
int , и в канале

частица–частица S
(c)
int . Последнее слагаемое появ-

ляется из-за спин-орбитального взаимодействия.
Вышеупомянутые вклады имеют вид (см. [67–69])

Sσ =− g

32

∫

r

Tr(∇Q)2+2Zω

∫

r

Tr ε̂Q, (A.2a)

S
(ρ)
int =

=−πT

4
Γs

∑

r=0,3

∑

α,n

∫

r

TrIαn tr0QTrIα−ntr0Q, (A.2b)

S
(σ)
int =

=−πT

4
Γt

∑

r=0,3
j=1,2,3

∑

α,n

∫

r

TrIαn trjQTrIα−ntrjQ, (A.2c)

S
(c)
int =

=−πT

4
Γc

∑

r=1,2

∑

α,n

∫

r

Trtr0L
α
nQTrtr0L

α
nQ, (A.2d)

Sso =
πν

2

∑

j=1,2,3

1

τ
(j)
so

∫

r

Tr(t0jQ)2. (A.2e)

В приведенных выше выражениях g — полная
друдовская проводимость (в единицах e2/h, вклю-
чая спин). Параметр Zω описывает изменение

скейлинга энергии [67]. Затравочное значение Zω

равно πν/4. Амплитуды взаимодействия в синглет-
ном, триплетном и частично-дырочном каналах
обозначены как Γs, Γt и Γc, соответственно. Удобно
ввести безразмерные параметры взаимодействия
γs,t,c ≡ Γs,t,c/Zω. 1/τ

(j)
so обозначают скорости

спин-орбитального рассеяния.

Матричное поле Q(r) и след Tr действуют в реп-
личном (α, β), в мацубаровском (n,m), в спино-
вом (j = 0, 1, 2, 3) пространствах и в пространстве
частица–дырка (r = 0, 1, 2, 3). Поле Q(r) удовлетво-
ряет нелинейному соотношению, а также соотноше-
нию симметрии зарядового сопряжения

Q2 = 1, TrQ = 0, Q = Q† = −CQTC, (A.3)

где C = it12, а матрицы trj определяются выраже-
ниями

trj = τr ⊗ sj , r, j = 0, 1, 2, 3. (A.4)

В приведенном выше выражении индексы r и j от-
вечают пространству частица–дырка и спиновому
пространству, соответственно. τr и sj — стандарт-
ные матрицы Паул:,

τ0/s0 =

(

1 0

0 1

)

, τ1/s1 =

(

0 1

1 0

)

,

τ2/s2 =

(

0 −i

i 0

)

, τ3/s3 =

(

1 0

0 −1

)

. (A.5)

Принимая во внимание ограничения (A.3), исполь-
зуем следующую параметризацию для матричного
поля Q(r)

Q = U−1ΛU, U † = U−1, CUT = U−1C,

Λαβ
nm = sgn εnδεn,εmδαβt00 (A.6)

Постоянные матрицы в действии (A.1) задаются
следующими выражениями (ωk = 2πTk):

ε̂αβnm = εnδεn,εmδαβt00,

(Iγk )
αβ
nm = δεn−εm,ωk

δαβδαγt00, (A.7)

(Lγ
k)

αβ
nm = δεn+εm,ωk

δαβδαγt00.

Следуя работе [29], используем описанную вы-
ше технику для описания физики низких энергий
в сверхпроводящем состоянии с нарушенной сим-
метрией. Для этого необходимо выделить статиче-
ский член с n = 0 в канале частица –частица,
см. уравнение (A.2d), и ввести два расцепляющих
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поля ∆α
r (r) с r = 1, 2. После преобразования Хаб-

барда –Стратоновича находим

S
(c)
int =

=
∑

r=1,2

∫

r

[

4Zω

πTγc

[

∆α
r (r)

]2
+ 2Zω∆

α
r (r)Tr tr0L

α
0Q−

− πT

4
Γc

∑

n6=0

(Tr tr0L
α
nQ)2

]

. (A.8)

Вариация полного действия по Q(r) и ∆α
r (r)

приводит к уравнению Узаделя и уравнениям
самосогласования для ∆α

r (r), r = 1, 2. В свою
очередь, эти уравнения генерируют множество
пространственно-неоднородных решений. Чтобы
учесть их, мы учитываем, что 1/g ≪ 1, и использу-
ем метод ренормализационной группы, при котором
пространственно-неоднородные решения Q(r) рас-
сматриваются как флуктуации вокруг некоторого
пространственно-независимого решения Q.

Сначала выделим пространственно-независимые
и пространственно-зависимые компоненты полей
∆α

r (r), r = 1, 2:

∆α
r (r) = ∆α

r + δ∆α
r (r),

∫

r

δ∆α
r (r) = 0. (A.9)

Отметим, что флуктуации параметра порядка
теперь содержатся в δ∆α

r (r). С другой стороны,
можно выполнить формально точное интегрирова-
ние по полям δ∆α

r (r). Оно полностью переносит ин-
формацию о флуктуациях параметра порядка на по-
ле Q(r). Таким образом, получаем

S
(c)
int = 2ZωV

∑

α

∑

r=1,2

{

∆α
r Tr tr0L

α
0Q+

2

πTγc

[

∆α
r

]2
}

+

+ Ŝ
(c)
int , (A.10)

где V — объем сверхпроводника,

Q =
1

V

∫

r

Q(r), (A.11)

и

Ŝ
(c)
int = −πT

4
Γc

∑

α,n

∑

r=1,2

∫

r

(

Tr tr0L
α
nQn

)2
. (A.12)

Здесь Qn = Q−Qδn,0.

Описанная выше процедура приводит к новому
седловому уравнению для Q(r) и новым уравнениям
самосогласования для ∆α

r :

D∇(Q∇Q)− [ε̂+ ∆̂, Q] +
πT

4

∑

α,n

[

∑

r=1,2

γc[tr0L
α
n, Q]×

×Tr tr0L
α
nQn +

∑

r=0,3

3
∑

j=0

γj [I
α
−ntrj , Q] Tr Iαn trjQ

]

= 0,

∆α
r =

πT

4
|γc|Tr tr0Lα

0Q, r = 1, 2. (A.13)

Теперь можно исследовать решения этих урав-
нений. В приближении среднего поля мы игнориру-
ем флуктуации и ищем пространственно-однородное
решение. Это решение можно удобно параметризо-
вать с помощью так называемого спектрального уг-
ла θεn , который является функцией мацубаровских
энергий εn. С точки зрения спектрального угла ре-
шение седлового уравнения имеет вид

Q = R−1ΛR,

Rαβ
nm =

[

δεn,εm cos
θεn
2

,

− tφδεn,−εm sgn εm sin
θεn
2

]

δαβ ,

tφ = cosφ t10 + sinφ t20,

∆α
1 = ∆cosφ, ∆α

2 = ∆sinφ.

(A.14)

Подставляя выражения для Q и ∆α
r из (A.14)

в уравнение Узаделя и уравнения самосогласования,
находим

D

2
∇2θεn − |εn| sin θεn +∆cos θεn = 0, (A.15a)

∆ = πT |γc|
∑

εn

sin θεn . (A.15b)

Пространственно-однородное решение уравне-
ния (A.15a) приводит (A.15b) к обычному урав-
нению самосогласования из теории БКШ. При
этом Tc становится нечувствительной к беспорядку
в соответствии с «теоремой Андерсона».

Однако нас интересует более сложная картина,
при которой учитываются флуктуации Q(r) вокруг
седлового решения Q. Она соответствует взаимодей-
ствию диффузионных мод. Мы используем корне-
вую параметризацию, чтобы получить пертурбатив-
ное разложение поля Q(r) вокруг перевального ре-
шения

Q = R−1
(

W + Λ
√

1−W 2
)

R,

W =

(

0 w

w 0

)

.
(A.16)
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Здесь поле W удовлетворяет ограничениям зарядо-
вого сопряжения:

w = −CwTC, w = −Cw∗C. (A.17)

Прежде чем перейти к флуктуациям, нам также
необходимо знать пропагаторы для диффузионных
мод. Ограничимся низшим порядком по остаточно-
му электрон-электронному взаимодействию, что со-
ответствует малым значениям затравочных пара-
метров взаимодействия |γs0,t0,c0| ≪ 1. В этом при-
ближении находим
〈

[

wrj(p)
]α1β1

n1n2

[

wrj(−p)
]β2α2

n4n3

〉

=

=
2

g
δα1α2δβ1β2δεn1

,εn3
×

× δεn2
,εn4

Dp(iεn1
, iεn2

),

Dp(iεn1
, iεn2

) =
1

p2 + Eεn1
/D + Eεn2

/D
,

(A.18)

где Eεn = |εn| cos θεn + ∆sin θεn . Здесь важ-
но помнить, что результат (A.18) игнорирует
спин-орбитальный член в действии, Sso. Он при-
водит к появлению дополнительного массового
члена (пропорционального 1/τso) в знаменателе
диффузионных пропагаторов (A.18). Соответству-
ющие моды будут подавлены в диффузионном
пределе. Другими словами, в приведенных выше
уравнениях j учитывает только бесщелевые моды,
т. е. j = 0 при N = 0 и j = 0, 3 при N = 1.

Итак, теперь у нас все готово для изучения влия-
ния флуктуаций Q на классическое действие. В низ-
шем порядке по беспорядку аппроксимируем Q как
Q ≃ Q+R−1WR. Это дает следующую флуктуаци-
онную поправку от взаимодействующей части дей-
ствия (в канале часица –дырка):

S
(ρ)
int+S

(σ)
int →

→ −πT

4

∫

r

∑

α,n

∑

r=0,3

∑

j

Γj

〈

Tr
[

RIαn trjR
−1W

]

×

× Tr
[

RIα−ntrjR
−1W

]〉

. (A.19)

Здесь и далее суммирование идет по j = 0 при
N = 0 и по j = 0, 3 при N = 1. Учитывая выражение
для пропагаторов (A.18), получаем (подробности см.
в [29])

S
(ρ)
int + S

(σ)
int → 32πTNrV

g
(Γs −NΓt)×

×
∑

ε,ε′>0

sin θε sin θε′

∫

q

Dq(iε,−iε′), (A.20)

где
∫

q

≡
∫

d2q/(2π)2.

В свою очередь взаимодействие в куперовском ка-
нале перенормируется следующим образом

Ŝ
(c)
int → −32πTΓcNr

g

∑

ε>0

Dq=0(iε,−iε) sin2 θε. (A.21)

В совокупности уравнения (A.20) и (A.21) дают
следующее модифицированное действие

S[Q] →

→ 16πTZωNrV

{

∆2

4πTγc
+
∑

ε>0

[

ε cos θε +∆sin θε

]

+

+
2πT (γs −Nγt)

g
×

×
∑

ε,ε′>0

sin θε sin θε′

∫

q

Dq(iε,−iε′)

}

. (A.22)

Наконец, вариация уравнения (A.22) относитель-
но θε и ∆ приводит к уравнениям (1) и (2), соот-
ветственно.

ПРИЛОЖЕНИЕ B

В данном приложении приведена оценка кри-
тической температуры Tc с помощью уравнений
ренормализационной группы, описывающих пере-
нормировку удельного сопротивления и взаимодей-
ствий в нормальной фазе. Полный набор однопетле-
вых ренормгрупповых уравнений (в низшем поряд-
ке по беспорядку) был получен из перенормировки
нелинейной сигма-модели Финкельштейна с помо-
щью фонового поля, см. уравнения (47)–(51), в ра-
боте [23]. Разлагая эти уравнения по |γs,t,c| ≪ 1 и вы-
бирая N = 1, находим

dt

dy
= −t2(γs + γt + 2γc])/2, (B.1a)

d

dy







γs

γt

γc






= (B.1b)

= − t

2







1 1 2

1 1 −2

1 −1 0













γs

γt

γc






−







0

0

2γ2
c






. (B.1c)

Из уравнения (B.1a) следует, что безразмерное со-
противление t остается постоянным и равно сво-
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ему затравочному значению t0. Проецируя систе-
му (B.1c) на линию БКШ −γs = γt = γc = γ, по-
лучаем

dγ

dy
= t0γ − γ2,

γ0 = (γt0 − γs0 + 2γc0)/4 < 0.

(B.2)

Решив это уравнение, находим, что ренормгруппо-
вой поток расходится при yc = t−1

0 ln(1 + t0/|γ0|).
При |γ0| ≪ t0 ≪ 1 мы наблюдаем значительное уси-
ление сверхпроводимости, Tc ∼ (1/τ)e−2yc , см. урав-
нение (8). Отметим, что при |γ0| ≪ t0 ≪ 1 притя-
гивающее взаимодействие γ достигает значения t0
на масштабе длины yc − ln 2 и затем очень быстро
расходится.

Таким же образом разберем случай N = 0.
Сильное спин-орбитальное взаимодействие полно-
стью подавляет все триплетные моды, а уравнения
для взаимодействий γs, γc и удельного сопротивле-
ния t имеют вид

dt

dy
= −t2/2, (B.3a)

d

dy

(

γs

γc

)

= − t

2

(

1 2

1 0

)(

γs

γc

)

−
(

0

2γ2
c

)

. (B.3b)

Проекция этой системы на линию БКШ −γs = γc =

= γ дает
dγ

dy
= (t/2)γ − (4/3)γ2,

γ0 = (2γc0 − γs0)/3 < 0.

(B.4)

Аналогично рассмотренному выше случаю в режи-
ме |γ0| ≪ t0 ≪ 1 |γ| растет с увеличением y и до-
стигает t. После этого |γ| очень быстро расходится
на масштабе yc ∼ 1/

√

|γ0|t0. Ему соответствует кри-
тическая температура Tc ∼ (1/τ)e−2yc , см. уравне-
ние (34).

ПРИЛОЖЕНИЕ C

В данном приложении приведены некоторые де-
тали численного вычисления критической темпера-
туры с помощью степенного метода и размерной
подгонки.

Как упоминалось в основном тексте, линеаризо-
ванное уравнение самосогласования (9) можно рас-
сматривать как задачу о нахождении старшего соб-
ственного значения. Однако трудность с числен-
ной точки зрения заключается в том, что матрицы,
определенные в уравнениях (10) и (36) имеют пара-
метрически большую размерность. Действительно,
nmax ≃ 1/2πτTc дает nmax ∝ (t0/|γ0|)2/t0 ≫ 1 для

N = 1 и nmax ∝ exp(4/tc − 4/t0) ≫ 1 при N = 0.
Ниже мы рассмотрим оба случая по отдельности.

В случае изинговского спин-орбитального вза-
имодействия мы подгоняем ведущий собственный
вектор выражением

λM = c1/t0 + c2, (C.1)

где c1 и c2 — подгоночные параметры. Такое
выражение оправдано следующей аналитической
оценкой:

λM =

nmax
∑

n′>0

∆n′/∆0

(n′ + 1)t0/2(n′ + 1/2)
≃

≃ 2

t0

u0
∫

u∞

du

u0
f(u) + c2 = c1/t0 + c2. (C.2)

Она показывает функциональную зависимость
старшего собственного значения λM от параметра
t0 ≪ 1. В приведенном выше выражении мы исполь-
зовали асимптотическое выражение для правого
собственного вектора rn в виде rn = f(un) и заме-
нили (n+n′+1) на max{(n+1/2)t0/2, (n′+1/2)t0/2},
что оправдывается малостью параметра t0 и дает
поправку порядка O(t0). Сопоставляя численные
результаты с аналитическим выражением (C.1),
мы получаем c1 ≈ 1.38 и c2 ≈ 1.50, что приводит
к ответу (11).

Следует отметить, что λM ≈ 1.38/t0 лежит в пре-
делах неравенства Перрона –Фробениуса,

λM 6 max
n

nmax
∑

n′=0

Mnn′ ≃ 2

t0
. (C.3)

Далее мы переходим к случаю N = 0. Силь-
ное спин-орбитальное взаимодействие соответствует
матрице Mnn′(lnnmax). Снова можно найти функ-
циональную зависимость λM от размера матри-
цы nmax с помощью приближения ln(n + n′ + 1) →
→ ln(max{n+ 1/2, n′ + 1/2}),

λM =

nmax
∑

n′>0

ln(nmax)− ln(n′ + 1)

n′ + 1/2

∆n′

∆0
≃

≃
u0
∫

u∞

du uf(u) + c2 lnnmax. (C.4)

С помощью уравнений (39) и (42), а также исполь-
зуя π2/(|γ0|t0) = ln2 nmax, получаем следующую раз-
мерную подгонку:

λM = c1 ln
2 nmax + c2 lnnmax. (C.5)
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Используя приведенное выше выражение для фи-
тирования численных данных, получаем c1 ≈ 0.406,
c2 ≈ 1.57. Аналогично предыдущему случаю, мож-
но проверить, что c1 = 0.406 удовлетворяет неравен-
ству Перрона–Фробениуса,

λM 6 max
n

nmax
∑

n′=0

Mnn′(lnnmax) ≃
ln2 nmax

2
. (C.6)

ПРИЛОЖЕНИЕ D

В данном приложении обсуждаются детали на-
хождения усредненной по беспорядку парной кор-
реляционной функции локальной плотности состо-
яний. В рамках нашего подхода мезоскопические
флуктуации локальной плотности состояний могут
быть выражены через Q-матрицы следующим обра-
зом (см. [65, 66]):

K2(E,E′, r) =
〈

δρ(E, r)δρ(E′, r)
〉

=

=
〈

ρ(E, r)ρ(E′, r)
〉

−
〈

ρ(E, r)
〉〈

ρ(E′, r)
〉

=

=
ν2

32
Re
[

Pα1α2

2,irr (iε1, iε3)− Pα1α2

2,irr (iε1, iε4)
]

. (D.1)

Здесь α1 6= α2 — некоторые фиксированные реплич-
ные индексы, и предполагается аналитическое про-
должение согласно iεn1

→ E + i0, iεn3
→ E′ + i0,

iεn4
→ E′−i0. Pα1α2

2,irr (iεn, iεm) — неприводимая часть
билинейного по Q оператора:

Pα1α2

2 = 〈spQα1α1

nn spQα2α2

mm −2spQα1α2

nm Qα2α1

mn 〉. (D.2)

Чтобы найти мезоскопические флуктуации ло-
кальной плотности состояний, аппроксимируем
Pα1α2

2,irr (iεn, iεm) с помощью

Pα1α2

2,irr ≃ −2 sp
〈

(R−1WR)α1α2

nm (R−1WR)α2α1

mn

〉

. (D.3)

Используя уравнение (A.18), находим

P2(iε, iε
′) =

= −32(1 +N )

g

[

1− ε√
ε2 +∆2

ε′√
ε′2 +∆2

]

×

×
∫

d2q

(2π)2
D

Dq2 +
√
ε2 +∆2 +

√
ε′2 +∆2

, (D.4)

которое верно для любых знаков ε и ε′. Отме-
тим, что это выражение справедливо только при
условии (51), когда зависимостью спектральной ще-
ли ∆ε от энергии можно пренебречь. Тогда для

K2(E,E′, r), где E,E′ ≫ ∆, находим следующее вы-
ражение:

K2 =
ν2(1 +N )

g

∑

s=±

s
(

1 +
sEE′

√
E2 −∆2

√
E′2 −∆2

)

×

× Re

∫

q

D

Dq2 + i
√
E2 −∆2 − is

√
E′2 −∆2

. (D.5)

Ясно, что когда E = E′, мы получаем уравне-
ние (52).

Перейдем к мезоскопическим флуктуациям ло-
кальной плотности состояний на различных энер-
гиях E 6= E′. Прежде всего отметим, что ко-
гда E и E′ близки, парная корреляционная функция
K2(E,E′, r) слабо отличается от K2(E,E, r). Поэто-
му особый интерес представляет случай, когда энер-
гии разнесенных далеко друг от друга. Предполо-
жим, что E′ = E + ω, где ω велико по сравнению
с E. Тогда, разложив (D.5) по малому аргументу
E/ω ≪ 1 и проинтегрировав по импульсу q, полу-
чим уравнение (55).
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