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Ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ êîëëàïñà çâóêîâûõ âîëí â ñðåäàõ ñ ïîëîæèòåëüíîé

äèñïåðñèåé, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà �Ïåòâèàøâèëè (ÊÏ) [1].

Ðàññìîòðåíà íåóñòîé÷èâîñòü ÊÏ îäíîìåðíûõ ñîëèòîíîâ â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå ñ ïîìîùüþ ðàçëî-

æåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü ÊÏ èìååò

ìåñòî òàêæå äëÿ äâóìåðíûõ ñîëèòîíîâ â ðàìêàõ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ ñ ïîëîæèòåëüíîé äèñïåð-

ñèåé. Ñîãëàñíî [2] ýòà íåóñòîé÷èâîñòü îòíîñèòñÿ ê ñàìîôîêóñèðîâî÷íîìó òèïó. Íåëèíåéíàÿ ñòàäèÿ ýòîé

íåóñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëëàïñ. Îäíèì èç êðèòåðèåâ êîëëàïñà ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîñòü

ãàìèëüòîíèàíà ñíèçó ïðè ôèêñèðîâàííîé ïðîåêöèè èìïóëüñà, ñîâïàäàþùåé ñ L2-íîðìîé. Ýòîò ôàêò

ñëåäóåò èç ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ýòó íîðìó ïîñòîÿííîé. Êîëëàïñ ïî ýòîé ïðè÷èíå

ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ïðîöåññ ïàäåíèÿ ÷àñòèöû â ñàìîñîãëàñîâàííîì íåîãðàíè÷åííîì ïîòåíöèàëå.

Ïîêàçàíî, ÷òî èçëó÷åíèå âîëí èç îáëàñòè ñ îòðèöàòåëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì, áëàãîäàðÿ åãî íåîãðàíè÷åí-

íîñòè ñíèçó, ñïîñîáñòâóåò êîëëàïñó âîëí. Ýòîò ñöåíàðèé áûë ïîäòâåðæäåí ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè

[3,4]. Ïðåäñòàâëåíû äâà àíàëèòè÷åñêèõ ïîäõîäà èññëåäîâàíèÿ êîëëàïñà: ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ìåòî-

äà è êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â îòëè÷èå îò íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ôîêóñèðóþ-

ùåé íåëèíåéíîñòüþ îñîáåííîñòü êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà äëÿ îïèñàíèÿ çâóêîâîãî êîëëàïñà ñîñòîèò

â òîì, ÷òî ýòîò ìåòîä ïðåäëîæåí äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ êàê ñèñòåìû ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé

íåëèíåéíîñòüþ. Â ðàìêàõ êâàçèêëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ íàéäåíî ñåìåéñòâî àâòîìîäåëüíûõ êîëëàïñîâ.

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ýòîãî ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíîìó êîëëàïñó, ïðè êîòîðîì ýíåðãèÿ, çàõâà÷åííàÿ â

îñîáåííîñòü, êîíå÷íà. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðåæèìà ïîäòâåðæäàåòñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî

ïîäõîäà. Äðóãàÿ ãðàíèöà êîëëàïñèðóþùåé èåðàðõèè ñîâïàäàåò ñ àâòîìîäåëüíûì ðåøåíèåì òðåõìåðíîãî

óðàâíåíèÿ ÊÏ, îïèñûâàþùèì íàèáîëåå áûñòðûé ñëàáûé êîëëàïñ.
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îáðàçîâàíèÿ îñîáåííîñòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ (ñì., íà-

ïðèìåð, îáçîð [5]). Åñëè óåäèíåííûå âîëíû � ñîëè-

òîíû � õàðàêòåðíû äëÿ íèçêîðàçìåðíûõ íåëèíåé-

íûõ âîëíîâûõ ñèñòåì, òî êîëëàïñû, â îòëè÷èå îò ñî-

ëèòîíîâ, òèïè÷íû äëÿ ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì. Ïðè÷è-

íà òàêîãî ïîâåäåíèÿ, êàê èçâåñòíî, ñâÿçàíà ñ óñèëå-

íèåì íåëèíåéíîñòè ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâà. Íàïðèìåð, äëÿ îäíîìåðíûõ íåëèíåéíûõ âîë-

íîâûõ ñèñòåì, òàêèõ êàê óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà � äå
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Âðèçà (ÊÄÂ) èëè íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Øðåäèí-

ãåðà, ñîëèòîíû èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â èõ äè-

íàìèêå. Ñ ãàìèëüòîíîâîé òî÷êè çðåíèÿ, ñîëèòîíû

â ýòèõ ìîäåëÿõ, ÿâëÿÿñü ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè

ãàìèëüòîíèàíà H ïðè ôèêñàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ

ìëàäøèõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

äâèæåíèÿ, ðåàëèçóþò ìèíèìóì H è òåì ñàìûì îêà-

çûâàþòñÿ óñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó. Êàê ïðàâèëî,

ãàìèëüòîíèàíû äëÿ ýòèõ ìîäåëåé èìåþò äâà âêëàäà,

ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâîé äèñïåðñèè (ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåííîé) è íåëèíåéíîñòè. Áàëàíñ ýòèõ äâóõ

ôàêòîðîâ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ñîëèòîíîâ â

òàêèõ ìîäåëÿõ. Â îòëè÷èå îò óñòîé÷èâûõ ïî Ëÿïó-

íîâó ñîëèòîíîâ êîëëàïñ âîçíèêàåò â âîëíîâûõ ñèñ-

òåìàõ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ãàìèëüòîíèàíàìè. Êîã-

äà ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ôóíê-

öèîíàëîì (ñíèçó èëè ñâåðõó), êîëëàïñ âîëí, ïðèâî-

äÿùèé ê îáðàçîâàíèþ îñîáåííîñòè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ

íàèáîëåå âåðîÿòíûì ñöåíàðèåì ïîâåäåíèÿ íåëèíåé-

íîé âîëíîâîé ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå êîëëàïñ ïîäî-

áåí ïðîöåññó ïàäåíèÿ ÷àñòèöû â ñàìîñîãëàñîâàííîì

ïîòåíöèàëå (ñì., íàïðèìåð, [6, 4, 5]).

Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè � äàòü êðàò-

êèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè èçó÷åíèè

êîëëàïñà çâóêîâûõ âîëí â ñðåäàõ ñî ñëàáîé ïîëî-

æèòåëüíîé äèñïåðñèåé. Òàêîé êîëëàïñ ìîæíî îïè-

ñàòü â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà �Ïåòâèàøâè-

ëè (ÊÏ) [1, 2]. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [7]),

âîëíû àêóñòè÷åñêîãî òèïà â æèäêîì ãåëèè He4 ïðè

òåìïåðàòóðàõ íèæå ëÿìáäà-òî÷êè äëÿ íåêîòîðîé îá-

ëàñòè äàâëåíèé èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ äèñïåðñèþ.

Ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé îáëàäàåò òàêæå ñïåêòð

Áîãîëþáîâà äëÿ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû â ãàçîâûõ

áîçå-ýéíøòåéíîâñêèõ êîíäåíñàòàõ ñ îòòàëêèâàíèåì

ìåæäó àòîìàìè â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ Ãðîññà �Ïè-

òàåâñêîãî [8, 9]. Â ñèëüíî çàìàãíè÷åííîé ïëàçìå ñ

β = 8πp/B2 ≪ 1 áûñòðûå ìàãíèòîàêóñòè÷åñêèå âîë-

íû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äðóãîé ïðèìåð âîëí àêóñòè-

÷åñêîãî òèïà ñ ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé, ðåàëèçó-

þùèéñÿ ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ óãëîâ ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ (ñì. [4], ãäå ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ).

Óðàâíåíèå ÊÏ, êàê èçâåñòíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ ÊÄÂ. Íàïîì-

íèì, ÷òî óðàâíåíèå ÊÄÂ äëÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí ñî

ñëàáîé äèñïåðñèåé ìîæåò áûòü âûâåäåíî èñõîäÿ èç

ñèñòåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà ñ ïîìîùüþ ìíîãî-

ìàñøòàáíîãî ðàçëîæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [10]). Äèñ-

ïåðñèÿ ðàçíîãî òèïà (ïîëîæèòåëüíàÿ èëè îòðèöà-

òåëüíàÿ) äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÄÂ ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì,

÷òî äëÿ ñîëèòîíîâ ÊÄÂ çíàê îòêëîíåíèÿ ïëîòíîñòè

îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó äèñïåð-

ñèè. Ïðè ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèè ýòî ÿìû ïëîòíî-

ñòè, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ìåíü-

øåé ñêîðîñòè çâóêà cs. Ñèòóàöèÿ äëÿ îòðèöàòåëüíîé

äèñïåðñèè îáðàòíàÿ: ñîëèòîíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ãîðáû ïëîòíîñòè, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ, áîëü-

øåé cs (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â

ïðåäåëå ìåëêîé âîäû òàêèå ñîëèòîíû ïðåäñòàâëÿ-

þò ñîáîé äâèæóùèåñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ âîç-

âûøåíèÿ âîäíîé ïîâåðõíîñòè). Èìåííî ýòî ôèçè-

÷åñêîå ñâîéñòâî � êîððåëÿöèÿ ìåæäó îòêëîíåíèåì

ïëîòíîñòè îò ðàâíîâåñíîé è çíàêîì äèñïåðñèè � ÿâ-

ëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ìîìåíòîì äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîèñ-

õîæäåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ÊÏ îäíîìåðíûõ ñîëèòî-

íîâ ïî îòíîøåíèþ ê ïîïåðå÷íûì âîçìóùåíèÿì [1].

Ñîëèòîíû â ñðåäàõ ñ îòðèöàòåëüíîé äèñïåðñèåé îêà-

çûâàþòñÿ óñòîé÷èâûìè, à ïðè ïîëîæèòåëüíîé äèñ-

ïåðñèè � íåóñòîé÷èâûìè. Êàê áûëî óêàçàíî Êàäîì-

öåâûì [2], ýòà íåóñòîé÷èâîñòü èìååò ñàìîôîêóñèðî-

âî÷íóþ ïðèðîäó.

Óðàâíåíèå ÊÏ ó÷èòûâàåò íå òîëüêî äèñïåðñèþ,

íî è äèôðàêöèþ çâóêîâûõ ïó÷êîâ â íàïðàâëåíèè,

ïîïåðå÷íîì ê èõ ðàñïðîñòðàíåíèþ. Óðàâíåíèå ÊÏ

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è óðàâ-

íåíèå ÊÄÂ, ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîé ïåðåíîðìèðîâêè

ñêîðîñòè çâóêà, ëèíåéíîé äèñïåðñèè è äèôðàêöèè;

âñå ýòè ôàêòîðû ñ÷èòàþòñÿ ñëàáûìè ïî ñðàâíåíèþ

ñ îñíîâíûì ðàñïðîñòðàíåíèåì (ñêàæåì, âäîëü x)

àêóñòè÷åñêèõ ïó÷êîâ ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ çâóêà

cs è ïî ýòîé ïðè÷èíå îíè ìîãóò áûòü ó÷òåíû ïåð-

òóðáàòèâíî. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ïó÷-

êà ñî ñêîðîñòüþ cs ìîæíî èñêëþ÷èòü ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ. Îñòàëüíûå ìàëûå ÷ëåíû,

îäíàêî, ìîãóò áûòü îäíîãî ïîðÿäêà. Ãàìèëüòîíîâà

ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ ÊÏ ñ ó÷åòîì äèôðàêöèîííî-

ãî ÷ëåíà îñòàåòñÿ òàêîé æå, êàê è â ñëó÷àå óðàâíå-

íèÿ ÊÄÂ. Ãàìèëüòîíèàí H óðàâíåíèÿ ÊÏ èç-çà äè-

ôðàêöèè ïîëó÷àåò äîïîëíèòåëüíûé êâàäðàòè÷íûé

âêëàä. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèè êâàäðà-

òè÷íàÿ ÷àñòü H îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííîé (â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîé äèñïåðñèè êâàä-

ðàòè÷íûé âêëàä íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííûì).

Êàê è óðàâíåíèå ÊÄÂ, óðàâíåíèå ÊÏ êðîìå H ñî-

õðàíÿåò x-ïðîåêöèþ èìïóëüñà P , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé. Äèíàìèêà

çâóêîâûõ âîëí ñ ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé, îïè-

ñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì ÊÏ, ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò

ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [11], äâóìåðíîå óðàâ-

íåíèå ÊÏ ïðèíàäëåæèò ê èíòåãðèðóåìûì ìîäåëÿì,

îáëàäàþùèì ïðåäñòàâëåíèåì Ëàêñà, ÷òî äàåò âîç-

ìîæíîñòü ýôôåêòèâíî èññëåäîâàòü ýòó ìîäåëü ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Ïðèìå-

íåíèå ýòîãî ïîäõîäà ïîçâîëèëî àíàëèòè÷åñêè íàéòè
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ëîêàëèçîâàííîå äâóìåðíîå ñîëèòîííîå ðåøåíèå, òàê

íàçûâàåìûé ëàìï [12]. Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå òàêèå

ðåøåíèÿ áûëè îáíàðóæåíû ÷èñëåííî Ïåòâèàøâè-

ëè [13]. Â âèäå ñîëèòîíà ëàìï, äâèãàþùèéñÿ âäîëü

îñè x ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ãàìèëüòîíèàíà ïðè ôèêñèðî-

âàííîì èìïóëüñå P . Êàê áûëî ïîêàçàíî [14], ïðè

ôèêñèðîâàííîì P ãàìèëüòîíèàí îêàçûâàåòñÿ îãðà-

íè÷åííûì ñíèçó ôóíêöèîíàëîì, äîñòèãàÿ ñâîåãî ìè-

íèìóìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîëèòîííîìó ðåøåíèþ.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå äâóìåðíîå ñîëèòîííîå ðåøåíèå �

ëàìï � îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó ïðè

d = 2.

Îäíàêî â òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè ñèòóàöèÿ

êàðäèíàëüíî ìåíÿåòñÿ: ãàìèëüòîíèàí ÊÏ îêàçû-

âàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ñíèçó ôóíêöèîíàëîì (ñì.

[14, 3, 4]), ÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ

äâóõ íåçàâèñèìûõ ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

âäîëü îñè x è â ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè, äëÿ êàæäîãî

èç êîòîðûõ P îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíûì. Èìåííî ýòî

ñâîéñòâî ñòàëî îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ïðîâåäåíèÿ

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî íàáëþäåíèþ êîëëàïñà

[3] (ñì. òàêæå [4]).

Ðåçóëüòàòû ýòèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî-

êàçàëè òåíäåíöèþ ê ôîðìèðîâàíèþ ñèíãóëÿðíîñòè

çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Â ýòèõ ðàñ÷åòàõ áûëî èçó÷åíî

âëèÿíèå èçëó÷åíèÿ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû íà ïðî-

öåññ ñõëîïûâàíèÿ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èçëó÷åíèå

ñïîñîáñòâóåò êîëëàïñó, ïðèâîäÿùåìó ê îáðàçîâàíèþ

îñîáåííîñòåé ñëàáîãî òèïà, êîãäà âîëíîâàÿ ýíåðãèÿ,

çàõâà÷åííàÿ â îñîáåííîñòü, ôîðìàëüíî ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ, íî â äåéñòâèòåëüíîñòè èç-çà ìàëîé äèññè-

ïàöèè îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, íî äîñòàòî÷íî ìàëîé

âåëè÷èíîé. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [4], äëÿ ñèëüíî

çàìàãíè÷åííîé ïëàçìû êîëëàïñ áûñòðûõ ìàãíèòî-

çâóêîâûõ âîëí èãðàåò âåñüìà ñóùåñòâåííóþ ðîëü â

äèíàìèêå êîñûõ (îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî ìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ) óäàðíûõ âîëí, îïðåäåëÿÿ òîíêóþ ñòðóê-

òóðó ôðîíòà è åãî øèðèíó. Êîëëàïñ â ýòîì ñëó÷àå

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýôôåêòèâíûé ìåõàíèçì ïåðåäà-

÷è ýíåðãèè âîëí èîíàì.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåðíî â òî æå

âðåìÿ, êîãäà ïðîâîäèëèñü ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

ïî íàáëþäåíèþ êîëëàïñà çâóêîâûõ âîëí, ò. å. îêîëî

1985 ã., â ðàìêàõ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãå-

ðà (ÍÓØ) ðàçðàáàòûâàëàñü òðåõìåðíàÿ êâàçèêëàñ-

ñè÷åñêàÿ òåîðèÿ âîëíîâîãî êîëëàïñà [6]. Â ðàìêàõ

ýòîé òåîðèè äàíà êëàññèôèêàöèÿ âîëíîâûõ êîëëàï-

ñîâ, íà÷èíàÿ ñ ñèëüíîãî êîëëàïñà, êîãäà çàõâà÷åí-

íàÿ â îñîáåííîñòü ýíåðãèÿ êîíå÷íà, è çàêàí÷èâàÿ

ñëàáûìè êîëëàïñàìè. Â [6] (ñì. òàêæå îáçîð [5]) áû-

ëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèå â âèäå ñèëüíîãî êîë-

ëàïñà äëÿ òðåõìåðíîãî ÍÓØ ñîîòâåòñòâóåò êâàçè-

êëàññè÷åñêîìó ñæàòèþ âîëíîâîãî ïàêåòà êàê öåëî-

ãî. Êðîìå òîãî, áûëî óêàçàíî íà ñóùåñòâîâàíèå öå-

ëîãî ñåìåéñòâà êâàçèêëàññè÷åñêèõ ñëàáûõ êîëëàï-

ñîâ. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ýòîãî ñåìåéñòâà ñîâïàäàåò ñ

àâòîìîäåëüíûì ðåøåíèåì ÍÓØ, êîòîðîå îïèñûâàåò

íàèáîëåå áûñòðûé ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ îñîáåííî-

ñòè â ðåæèìå ñëàáîãî êîëëàïñà.

Â íàñòîÿùåì îáçîðå ïðåäñòàâëåíà êâàçèêëàññè-

÷åñêàÿ òåîðèÿ àêóñòè÷åñêîãî êîëëàïñà íà îñíîâå ðà-

áîòû [15]. Òàêîãî ðîäà îïèñàíèå êîëëàïñîâ ïðèìåíè-

òåëüíî ê çâóêîâûì âîëíàì ñ ïîëîæèòåëüíîé äèñïåð-

ñèåé èìååò ðÿä îñîáåííîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ íåëèíåé-

íîñòüþ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà, îòëè÷íîé îò òîé,

êîòîðàÿ åñòü â ÍÓØ. Íåñìîòðÿ íà ýòî, óäàåòñÿ ðàç-

âèòü âàðèàöèîííûé ïîäõîä äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâ-

íåíèÿ ÊÏ. Êàê èçâåñòíî, òàêîé ïîäõîä ìîæåò ïðå-

òåíäîâàòü ëèøü íà íåêîòîðîå êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå

êîëëàïñà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå â ðàìêàõ

âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà ê ÍÓØ äàëî òó æå àâòîìî-

äåëüíîñòü, ÷òî è òî÷íîå êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå,

íàéäåííîå â [6]. Òàêîå æå ïîâåäåíèå ïðîñëåæèâàåò-

ñÿ è îòíîñèòåëüíî àêóñòè÷åñêîãî êîëëàïñà â êâàçè-

êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå. Äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ

ÊÏ, êàê è äëÿ òðåõìåðíîãî ÍÓØ, íàõîäÿòñÿ àâòî-

ìîäåëüíîñòè äëÿ öåëîãî ñåìåéñòâà êâàçèêëàññè÷å-

ñêèõ êîëëàïñèðóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàìêàõ òðåõìåðíîãî

óðàâíåíèÿ ÊÏ ìîæíî óâèäåòü ìíîãî îáùåãî â çàäà-

÷å î êîëëàïñå â óðàâíåíèè ÊÄÂ ñî ñòåïåííîé íåëè-

íåéíîñòüþ (∼ up−2ux), äðóãîì ïðèìåðå ñèñòåìû ñ

ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ [16]. Ýòî óðàâíå-

íèå äåìîíñòðèðóåò êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè ñòå-

ïåíè p = 6. Ïðè ìåíüøåì çíà÷åíèè p ãàìèëüòîíè-

àí îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó ïðè ôèêñèðî-

âàííîì èìïóëüñå P . Â ýòîì ñëó÷àå ñîëèòîíû ðåàëè-

çóþò ìèíèìóì H è, ñîîòâåòñòâåííî, óñòîé÷èâû ïî

Ëÿïóíîâó [17] (ñì. òàêæå [5]). Ïðè p ≥ 6 ãàìèëüòî-

íèàí ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ôóíêöèîíàëîì, è

ïîýòîìó â òàêîì ñëó÷àå âîçíèêàåò êîëëàïñ, ÷òî ÷èñ-

ëåííî íàáëþäàëîñü â [16]. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîëëàï-

ñà â óðàâíåíèè ÊÄÂ ñî ñòåïåííîé íåëèíåéíîñòüþ

òàê æå, êàê è äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ, íàõî-

äÿòñÿ àâòîìîäåëüíîñòè äëÿ öåëîãî ñåìåéñòâà êâàçè-

êëàññè÷åñêèõ êîëëàïñèðóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé, èìå-

åòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êâàçèêëàññè÷åñêèì àâòî-

ìîäåëüíûì ðåøåíèåì è ïðåäñêàçàíèÿìè âàðèàöèîí-

íîãî ïîäõîäà.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â

ðàçä. 2 îáñóæäàþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ ÊÏ

äëÿ ñðåä ñ ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé. Âíà÷àëå â êà-

÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäèòñÿ âûâîä óðàâíåíèÿ ÊÏ ñ
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ïîìîùüþ äåôîêóñèðóþùåãî ÍÓØ íà îñíîâå ïðèìå-

íåíèÿ ìíîãîìàñøòàáíîãî ðàçëîæåíèÿ (îá ýòîì ìå-

òîäå ñì., íàïðèìåð, [10]). Â ýòîì ñëó÷àå îäíîìåð-

íûé ñîëèòîí (ñîëèòîííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÊÄÂ)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿìó ïëîòíîñòè, ðàñïðîñòðàíÿþ-

ùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ìåíüøåé ñðåäíåé ñêîðîñòè çâó-

êà. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì â ïîíè-

ìàíèè ïðèðîäû íåóñòîé÷èâîñòè ÊÏ [1, 2]. Äàëåå ìû

îáñóæäàåì ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó óðàâíåíèÿ ÊÏ

è îáùèå ñâîéñòâà ñîëèòîíîâ êàê ñòàöèîíàðíûõ òî-

÷åê ãàìèëüòîíèàíà ïðè ôèêñèðîâàííîì èìïóëüñå P .

Íàéäåíî, êàê çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà íà ñîëèòîí-

íûõ ðåøåíèÿõ ïðè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè d âû-

ðàæàåòñÿ ÷åðåç èìïóëüñ ñîëèòîíîâ. Ýòè ñîîòíîøå-

íèÿ ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé, ñîõðàíÿþùèõ P . Ðàçäåë 3 ïîñâÿùåí íåóñòîé-

÷èâîñòè ÊÏ ñîëèòîíîâ îòíîñèòåëüíî äëèííîâîëíî-

âûõ ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèé. Âíà÷àëå ðàññìîòðåíà

çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè îäíîìåðíûõ (ÊÄÂ) ñîëèòî-

íîâ, êëþ÷åâàÿ ïî íàøåìó ìíåíèþ, ñ ïîìîùüþ ìåòî-

äà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [14]. Äàëåå ýòîò ïîäõîä

èñïîëüçóåòñÿ ïðè àíàëèçå íåóñòîé÷èâîñòè äâóìåð-

íûõ ñîëèòîíîâ ÊÏ îòíîñèòåëüíî òðåõìåðíûõ âîçìó-

ùåíèé (àíàëîã òðåõìåðíîé íåóñòîé÷èâîñòè ÊÏ). Íà

îñíîâå ýòîãî ìåòîäà áûëà ïðåäñêàçàíà íåóñòîé÷è-

âîñòü òèïà ÊÏ äëÿ ñåðûõ/òåìíûõ ñîëèòîíîâ â ðàì-

êàõ äåôîêóñèðóþùåãî ÍÓØ [18]. Ôàêò ñóùåñòâî-

âàíèÿ ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè áûë ïîäòâåðæäåí ýêñïå-

ðèìåíòàëüíî, à òàêæå ÷èñëåííî â ðàáîòàõ [19, 20]

ïðè ñòàöèîíàðíîì ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåêòðîìàãíèò-

íûõ âîëí â äåôîêóñèðóþùèõ êåððîâñêèõ ñðåäàõ. Â

ýòèõ ðàáîòàõ áûëî âûÿñíåíî, ÷òî íåëèíåéíàÿ ñòà-

äèÿ ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ

ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè òî÷å÷íûõ âèõðåé (ñì. òàê-

æå [21]).

Â ýòîì æå ðàçäåëå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá óñòîé-

÷èâîñòè äâóìåðíûõ ñîëèòîíîâ äëÿ äåôîêóñèðóþùå-

ãî ÍÓØ. Ñîëèòîíû òàêîãî òèïà èìåþò ðÿä îñîáåí-

íîñòåé. Êîãäà ãëóáèíà ÿì ïëîòíîñòè ñîëèòîíà äî-

ñòàòî÷íî ìàëà, òàêèå ñîëèòîíû àñèìïòîòè÷åñêè ñîâ-

ïàäàþò ñ ëàìïàìè. Ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû â ñî-

ëèòîíå è ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøåíèåì åãî ñêîðîñòè

V , êàê áûëî âïåðâûå ÷èñëåííî ïîêàçàíî â [22], ñó-

ùåñòâóåò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå Vcr, ïðè

êîòîðîì ïëîòíîñòü â öåíòðå ñîëèòîíà îáðàùàåòñÿ â

íóëü. Íèæå ýòîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ñîëèòîí-

íîå ðåøåíèå ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ, ñâÿçàííóþ

ñ ïîÿâëåíèåì äâóõ íóëåé â ïëîòíîñòè, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ äâóì âèõðÿì ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè öèðêóëÿ-

öèÿìè. Ýòî äèïîëüíàÿ ïàðà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ â

íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì äèïîëþ. Ïðè äàëü-

íåéøåì óìåíüøåíèè ñêîðîñòè ñîëèòîíîâ ýòà ïàðà

ïðåâðàùàåòñÿ â âèõðåâóþ ïàðó äëÿ äâóìåðíîé ãèä-

ðîäèíàìèêè Ýéëåðà. Êàê ïîêàçàíî â [23], âñå ýòî

ñåìåéñòâî äâóìåðíûõ ñîëèòîíîâ íåóñòîé÷èâî îòíî-

ñèòåëüíî ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèé (âäîëü òðåòüåé

îñè z). Äëÿ ìàëîé àìïëèòóäû ñîëèòîíà ýòà íåóñòîé-

÷èâîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã íåóñòîé÷èâîñòè

ÊÏ äëÿ ëàìïà; äëÿ ñîëèòîíîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõ-

ñÿ ñî ñêîðîñòÿìè ìåíüøå êðèòè÷åñêîé, ýòà íåóñòîé-

÷èâîñòü ïåðåõîäèò â íåóñòîé÷èâîñòü Êðîó, êîòîðàÿ

âïåðâûå áûëà îòêðûòà äëÿ äèïîëüíîé âèõðåâîé ïà-

ðû â ðàìêàõ íåñæèìàåìûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà [24].

Â ðàçä. 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î êîëëàïñå äëÿ

òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ. Ïîêàçàíà íåîãðàíè÷åí-

íîñòü ãàìèëüòîíèàíà H ñíèçó, ñëåäóþùàÿ èç ñêåé-

ëèíãîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ P . Âñëåä-

ñòâèå íåîãðàíè÷åííîñòè ãàìèëüòîíèàíà èçëó÷åíèå

âîëí ìàëîé àìïëèòóäû èç îáëàñòè ñ îòðèöàòåëüíûì

çíà÷åíèåì H ñïîñîáñòâóåò êîëëàïñó, áëàãîäàðÿ ÷å-

ìó ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé ñëàáîãî

òèïà. Äàëåå ïðåäñòàâëåíû äâà àíàëèòè÷åñêèõ ïîä-

õîäà èññëåäîâàíèÿ êîëëàïñà: ñ ïîìîùüþ âàðèàöè-

îííîãî ìåòîäà è êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Âûÿñíåíî, ÷òî ðåøåíèå êâàçèêëàññè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé Óèçåìà äëÿ ñèëüíîãî êîëëàïñà è àíçàö â ðàìêàõ

âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà èìåþò âáëèçè îñîáåííîñòè

îäèíàêîâóþ àâòîìîäåëüíóþ àñèìïòîòèêó. Â ðàìêàõ

êâàçèêëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ íàéäåíî ñåìåéñòâî àâ-

òîìîäåëüíûõ êîëëàïñîâ. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ýòîãî ñå-

ìåéñòâà ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíîìó êîëëàïñó, ïðè êî-

òîðîì ýíåðãèÿ, çàõâà÷åííàÿ â îñîáåííîñòü, êîíå÷íà.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðåæèìà ïîäòâåðæäàåòñÿ òàê-

æå èñõîäÿ èç âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà. Äðóãàÿ ãðà-

íèöà êîëëàïñèðóþùåé èåðàðõèè ñîâïàäàåò ñ àâòî-

ìîäåëüíûì ðåøåíèåì òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ,

îïèñûâàþùèì íàèáîëåå áûñòðûé ñëàáûé êîëëàïñ.

Â Çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòà-

òà äàííîãî îáçîðà è îáñóæäåíû ïðîáëåìû, êîòîðûå

îñòàþòñÿ äî ñèõ ïîð íåðåøåííûìè. Ñðåäè ýòèõ ïðî-

áëåì âàæíåéøàÿ îòíîñèòñÿ ê íàõîæäåíèþ äîñòàòî÷-

íîãî óñëîâèÿ êîëëàïñà. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôîêó-

ñèðóþùåãî ÍÓØ âïåðâûå òàêîé êðèòåðèé áûë ïî-

ëó÷åí â äâóìåðíîì ñëó÷àå Âëàñîâûì, Ïåòðèùåâûì

è Òàëàíîâûì [25], à çàòåì îáîáùåí Çàõàðîâûì íà

òðåõìåðíîå ÍÓØ [26]. Êàê äëÿ d = 2, òàê è äëÿ

d = 3 äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êîëëàïñà ÿâëÿåòñÿ îò-

ðèöàòåëüíîñòü ãàìèëüòîíèàíà H.

146



ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 7, 2022 Íåóñòîé÷èâîñòü ñîëèòîíîâ è êîëëàïñ çâóêîâûõ âîëí. . .

2. ÎÁÙÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÊÀÄÎÌÖÅÂÀ�ÏÅÒÂÈÀØÂÈËÈ È

ÑÎËÈÒÎÍÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå îáùèå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ

ÊÏ ñ ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé, ÷àñòî íàçûâàåìî-

ãî óðàâíåíèåì ÊÏ-I. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, êàê ýòî

óðàâíåíèå âûâîäèòñÿ èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ äâèæå-

íèÿ äëÿ ñðåä ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äåôîêóñèðóþùåå

íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà:

i
∂ψ

∂t
+

1

2
∆ψ + (1− |ψ|2)ψ = 0. (1)

Ýòî óðàâíåíèå çàïèñàíî â áåçðàçìåðíîì âèäå. Ïðè-

ìåíèòåëüíî ê ãàçîâûì áîçå-ýéíøòåéíîâñêèì êîí-

äåíñàòàì (ÁÝÊ) ïðè òåìïåðàòóðå T → 0 âåëè÷è-

íà ψ èìååò ñìûñë âîëíîâîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà

(â ýòîì êîíòåêñòå óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ óðàâíå-

íèåì Ãðîññà �Ïèòàåâñêîãî), |ψ|2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïëîòíîñòü êîíäåíñàòà n. Â íåëèíåéíîé îïòèêå ψ �

îãèáàþùàÿ âîëíîâîãî ïàêåòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

â ñðåäàõ ñ äåôîêóñèðóþùåé êåððîâñêîé íåëèíåéíî-

ñòüþ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè r → ∞, à ñîîòâåòñòâåííî ïëîò-

íîñòü n → 1. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê õîðîøî èçâåñòíî,

âîëíû ìàëîé àìïëèòóäû èìåþò çàêîí äèñïåðñèè

ω = k
√
1 + k2/4, (2)

ýòî òàê íàçûâàåìûé ñïåêòð Áîãîëþáîâà. Ïðè k → 0

ýòîò ñïåêòð ïðåîáðàçóåòñÿ â çàêîí äèñïåðñèè àêó-

ñòè÷åñêîãî òèïà ñ ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé

ω = k(1 + k2/8 + . . .), (3)

ãäå ñêîðîñòü çâóêà cs = 1. ×òîáû âûâåñòè îòñþäà

óðàâíåíèå ÊÏ èç (1), ðàññìîòðèì ïó÷îê çâóêîâûõ

âîëí ìàëîé (íî êîíå÷íîé) àìïëèòóäû, ðàñïðîñòðà-

íÿþùèéñÿ â îñíîâíîì â îäíîì íàïðàâëåíèè (ñêà-

æåì, âäîëü x) ñ ìàëûì óãëîâûì ðàñïðåäåëåíèåì

(k⊥/kx ≪ 1). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òàêèõ âîë-

íîâûõ ïó÷êîâ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (3) çàïè-

ñûâàåòñÿ â âèäå

ω = kx

[
1 +

k2x
8

+
1

2

(
k⊥
kx

)2
]
. (4)

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâûé ÷ëåí â ñêîáêå ìîæåò áûòü èñ-

êëþ÷åí ñ ïîìîùüþ ãàëèëååâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â

ñèñòåìó êîîðäèíàò, äâèãàþùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ çâó-

êà âäîëü îñè x, òàê ÷òî (4) èìååò ñòàíäàðòíûé äëÿ

ÊÏ âèä çàêîíà äèñïåðñèè:

Ω = kx

[
k2x/8 +

1

2
(k⊥/kx)

2

]
. (5)

Äàííûé çàêîí äèñïåðñèè ó÷èòûâàåò êàê ñëàáóþ ïî-

ëîæèòåëüíóþ äèñïåðñèþ, òàê è äèôðàêöèþ â ïîïå-

ðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Îáà ýòè ÷ëåíà â (5) ñòàíîâÿòñÿ

îäíîãî ïîðÿäêà, åñëè k4x ∝ k2⊥. Èìåííî ýòî ïðîñòîå

íàáëþäåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ ïðè âûâî-

äå óðàâíåíèÿ ÊÏ.

Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ ÊÏ ïåðåïèøåì ÍÓØ â

âèäå ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà äëÿ ïëîò-

íîñòè n è ôàçû φ (ψ =
√
neiφ):

∂n

∂t
+∇(n∇φ) = 0,

∂φ

∂t
+

1

2
(∇φ)2 + n− 1 =

∆
√
n

2
√
n
.

Äàëåå ê ýòîé ñèñòåìå áóäåì ïðèìåíÿòü ìíîãîìàñ-

øòàáíîå ðàçëîæåíèå, ñëåäóÿ ðàáîòå [10] (ñì. òàê-

æå [18]).

Ââåäåì ìåäëåííîå âðåìÿ è ìåäëåííûå êîîðäèíà-

òû,

t′ = ε3t, x′ = ε(x− t), r′⊥ = ε2r⊥,

è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû â âèäå ðÿäà

ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε,

n = 1 +

∞∑
k=1

ε2knk(x
′, r′⊥, t

′).

Ïåðâûå äâà ïîðÿäêà ëåãêî íàõîäÿòñÿ (ñì., íàïðè-

ìåð, [10, 18]). Óðàâíåíèå ÊÏ-I ïîëó÷àåòñÿ â ðàìêàõ

ýòîé òåîðèè âîçìóùåíèé êàê óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè

òðåòüåãî ïîðÿäêà (∼ ε3):

∂

∂x

(
n1t +

3

2
n1n1x − 1

8
n1xxx

)
= −1

2
∆⊥n1, (6)

ãäå ∆⊥ = ∂2y + ∂2z � ïîïåðå÷íûé îïåðàòîð Ëàïëàñà

(øòðèõè íèæå îïóùåíû).

Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå ÊÏ (6) ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ

ÊÄÂ (∆⊥ = 0). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñîëèòîííîå ðå-

øåíèå èìååò âèä

n1 = − ν2

ch2 ν(x+ ν2t/2− x0)
, (7)

îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÿìêè ïëîòíîñòè (n1 < 0),

äâèãàþùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ cs − ν2/2, ìåíüøåé ñêî-

ðîñòè çâóêà. Îòìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå èìååò ìåñòî

òàêæå è äëÿ ìíîãîìåðíûõ ñîëèòîíîâ. Ýòî òðåáî-

âàíèå ýêâèâàëåíòíî îòñóòñòâèþ ÷åðåíêîâñêîãî ðå-

çîíàíñà ìåæäó ñîëèòîíîì è ëèíåéíûìè âîëíàìè

(ñì., íàïðèìåð, [27]). Òàêèì îáðàçîì, â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå ñêîðîñòü ñîëèòîíà óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷å-

íèåì àìïëèòóäû ñîëèòîíà. Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ
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êëþ÷åâûì äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîèñõîæäåíèÿ íåóñòîé-

÷èâîñòè ÊÏ [1] îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé, ïîïåðå÷-

íûõ ñîëèòîíó ÊÄÂ. Êàê ïîêàçàë Êàäîìöåâ [2], ýòà

íåóñòîé÷èâîñòü èìååò ñàìîôîêóñèðîâî÷íûé õàðàê-

òåð. Ïóñòü ñîëèòîí ïðîìîäóëèðîâàí â ïîïåðå÷íîì

íàïðàâëåíèè. Òîãäà ñîãëàñíî (7) îáëàñòè ñîëèòîíà ñ

áîëüøåé àìïëèòóäîé áóäóò äâèãàòüñÿ ìåäëåííåå òåõ

ó÷àñòêîâ, êîòîðûå èìåþò ìåíüøóþ àìïëèòóäó. Â ðå-

çóëüòàòå îáëàñòè ñ ìåíüøåé àìïëèòóäîé áóäóò îáãî-

íÿòü îáëàñòè ñ ïîâûøåííîé àìïëèòóäîé, ÷òî ïðè-

âåäåò ê ôîêóñèðîâêå ôðîíòà ñîëèòîíà è àêêóìóëÿ-

öèè åãî ýíåðãèè. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòè àðãóìåíòû

ïðèìåíèìû òàêæå íà íåëèíåéíîé ñòàäèè íåóñòîé÷è-

âîñòè, ò. å. íà ñòàäèè ôîðìèðîâàíèÿ êîëëàïñà, îïè-

ñûâàåìîãî â ðàìêàõ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ (7)

(ñì. ñëåäóþùèå ðàçäåëû).

2.1. Ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà è ñîëèòîíû

Ïðåæäå ÷åì îáñóæäàòü ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòó-

ðó óðàâíåíèÿ ÊÏ, ñîëèòîíû è èõ óñòîé÷èâîñòü, ïå-

ðåïèøåì (6) â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, êîòîðóþ ìîæíî

ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ çàìåí è ïåðåìàñøòà-

áèðîâàíèåì:

∂

∂x
(ut + 6uux + uxxx) = ∆⊥u. (8)

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò

ñòàíäàðòíûé âèä, ïðèíÿòûé äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÄÂ.

Êàê è óðàâíåíèå ÊÄÂ, óðàâíåíèå (8) îòíîñèòñÿ ê

ãàìèëüòîíîâñêèì óðàâíåíèÿì

ut =
∂

∂x

δH
δu

ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =

∫ [
u2x
2

+
(∇⊥w)

2

2
− u3

]
dr ≡ 1

2
I1+

1

2
I2−I3, (9)

ãäå wx = u. Çäåñü ïåðâûé ÷ëåí îòâåòñòâåí çà äèñïåð-

ñèþ âîëí, âòîðîé ó÷èòûâàåò äèôðàêöèþ àêóñòè÷åñ-

êîãî ïó÷êà â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, ïîñëåäíèé

÷ëåí îïèñûâàåò íåëèíåéíîñòü àêóñòè÷åñêèõ âîëí.

Ïîìèìî H, óðàâíåíèå ÊÏ ñîõðàíÿåò ïîëíûé èì-

ïóëüñ, x-êîìïîíåíòà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé,

P =
1

2

∫
u2dr.

Óðàâíåíèå ÊÄÂ îòñþäà ñëåäóåò ïðè w = 0. Â ïåðå-

ìåííûõ u ñîëèòîí ÊÄÂ (7) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

us =
2κ2

ch2 κ (x− 4κ2t− x0)
. (10)

Äàííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàöèîíàðíóþ

òî÷êó ãàìèëüòîíèàíà H ïðè ôèêñèðîâàííîì P ,

δ(H+ V P ) = 0. (11)

Ýòà âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñòàöèîíàð-

íîìó óðàâíåíèþ ÊÄÂ

−V ux + 6uux + uxxx = 0 (12)

ñ ðåøåíèåì (10) â âèäå ñîëèòîíà, äâèãàþùåãîñÿ ñî

ñêîðîñòüþ V = 4κ2. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, à èìåí-

íî â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ ÊÏ (8), ñîëèòîííûå ðåøå-

íèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü îñè x ñ ïîñòîÿí-

íûìè ñêîðîñòÿìè V , òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíû-

ìè òî÷êàìè H ïðè ôèêñèðîâàííîì P . Â äâóìåðíîì

ñëó÷àå ýòî ëîêàëèçîâàííûå ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì

òàê íàçûâàåìûå ðåøåíèÿ â âèäå ëàìïà ñî ñòåïåííîé

àñèìïòîòèêîé ïðè r → ∞. Âïåðâûå òàêèå ðåøåíèÿ

áûëè îáíàðóæåíû ÷èñëåííî Ïåòâèàøâèëè [13]. Çà-

òåì â ðàáîòå [12] ëàìïû áûëè íàéäåíû êàê òî÷íûå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ìåòî-

äà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ñîëèòîíû òàêîãî òèïà ìî-

ãóò áûòü íàéäåíû ÷èñëåííî, âîçìîæíî è àíàëèòè-

÷åñêè, ñ ïðèâëå÷åíèåì ñõåìû Õèðîòû [28]. Ïðåä-

ñòàâëåíèå Õèðîòû, êàê áûëî âûÿñíåíî ñðàâíèòåëü-

íî íåäàâíî â ðÿäå ðàáîò (ñì. [29, 30, 31, 32, 33, 34]),

ïðèìåíèìî ê óðàâíåíèþ ÊÏ ïðè ïðîèçâîëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè. Îäíàêî ýòîò âîïðîñ � âîïðîñ îá àíàëè-

òè÷åñêîì íàõîæäåíèè ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ â òðåõ-

ìåðíîì ñëó÷àå � ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Íåñìîòðÿ íà ýòî, äëÿ ñîëèòîíîâ óðàâíåíèÿ ÊÏ

(8) ïðè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d

ìîæíî óñòàíîâèòü ðÿä ñîîòíîøåíèé, â ÷àñòíîñòè

ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ãàìèëüòîíèíà è èìïóëü-

ñà P íà ñîëèòîííîì ðåøåíèè. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ÿâ-

ëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè âàðèàöèîííîé çàäà÷è (9), êî-

òîðàÿ ñïðàâåäëèâà ïðè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè

d. Âïåðâûå ýòîò ôàêò áûë óñòàíîâëåí â ðàáîòå [14]

(ñì. òàêæå [3, 4]). Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ íàéòè ñâÿçè

ìåæäó èíòåãðàëàìè, âõîäÿùèìè â H. Ïåðâîå òàêîå
ñîîòíîøåíèå ìåæäó èíòåãðàëàìè ïîëó÷àåòñÿ, åñëè

óðàâíåíèå äëÿ ñîëèòîíà

−V ux + 6uux + uxxx = ∆⊥w

ñíà÷àëà óìíîæèòü íà w, à çàòåì ïðîèíòåãðèðîâàòü

ïî r. Ýòî äàåò

2V P + I1 + I2 − 3I3 = 0. (13)

Äâà äðóãèõ ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþò èç âàðèàöèîííîé

çàäà÷è (11) ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìàñøòàáíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ P ,

u(x, r⊥) → a−1/2b(1−d)/2u(x/a, r⊥/b).

148



ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 7, 2022 Íåóñòîé÷èâîñòü ñîëèòîíîâ è êîëëàïñ çâóêîâûõ âîëí. . .

Ïðè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ H ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé

ìàñøòàáíûõ ïàðàìåòðîâ a è b:

H (a, b)=
1

2
a−2I1+

1

2
a2b−2I2−a−1/2b(1−d)/2I3. (14)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âàðèàöèîííîé çàäà÷åé (12) íà ñî-

ëèòîííîì ðåøåíèè ïðîèçâîäíûå îò H(a, b) îòíîñè-

òåëüíî a, b äîëæíû îáðàòèòüñÿ â íóëü ïðè a = b = 1,

÷òî ïðèâîäèò ê äâóì äîïîëíèòåëüíûì ñîîòíîøåíè-

ÿì:

−I1 + I2 +
1

2
I3 = 0, (15)

−I2 −
1− d

2
I3 = 0. (16)

Âûðàæàÿ äàëåå I1, I2 è I3 èç ñîîòíîøåíèé (13), (15),

(16) ÷åðåç Ps íà ñîëèòîííîì ðåøåíèè, äëÿ Hs íàõî-

äèì

Hs =
2d− 5

7− 2d
V Ps.

Â îäíîìåðíîì è äâóìåðíîì ñëó÷àÿõ ãàìèëüòîíèàí

íà ñîëèòîííîì ðåøåíèè îòðèöàòåëåí, ðàâíûé ñîîò-

âåòñòâåííî −(3/5)V Ps è −(1/3)V Ps. Áîëåå òîãî, â

îáîèõ ñëó÷àÿõ ãàìèëüòîíèàí îêàçûâàåòñÿ îãðàíè-

÷åííûì ñíèçó ïðè ôèêñèðîâàííîì P [14] (ñì. òàêæå

[5]) íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé, íî è îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé îáùåãî âèäà.

Ïðè ýòîì H äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà íà ñîëèòîí-

íîì ðåøåíèè â îäíîìåðíîì è äâóìåðíîì ñëó÷àÿõ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîëèòîíû ïðè d = 1 è 2 óñòîé-

÷èâû ïî Ëÿïóíîâó. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ

îáðàòíàÿ: ãàìèëüòîíèàí íà ñîëèòîíå Hs = V Ps ïî-

ëîæèòåëåí, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåäëî (ïî ýòîé ïðè÷èíå òðåõ-

ìåðíûé ñîëèòîí íåóñòîé÷èâ, ñì. ðàçä. 4) è, êðîìå

òîãî, H îêàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ñíèçó ôóíê-

öèîíàëîì. ×òîáû ïðîâåðèòü ïîñëåäíåå, äîñòàòî÷íî

ðàññìîòðåòü ëèíèè íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà ôóíêöèè

H(a, b) a2/b = const. Íåîãðàíè÷åííûé õàðàêòåð ãà-

ìèëüòîíèàíà, îáóñëîâëåííûé íåëèíåéíûì ÷ëåíîì,

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî åãî ðîëü ñ óìåíüøåíèåì ìàñ-

øòàáîâ a, b ñòàíîâèòñÿ äîìèíèðóþùåé ïî ñðàâíåíèþ

êàê ñ äèñïåðñèîííûì, òàê è ñ äèôðàêöèîííûì ÷ëå-

íàìè, ïðè ýòîì H → −∞. Êàê ìû óâèäèì â ñëå-

äóþùèõ ðàçäåëàõ, íåîãðàíè÷åííîñòü ãàìèëüòîíèàíà

ñíèçó èãðàåò âåñüìà ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ôîðìèðî-

âàíèè ñèíãóëÿðíîñòè, ò. å. ïðè êîëëàïñå.

3. ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ
ÊÀÄÎÌÖÅÂÀ�ÏÅÒÂÈÀØÂÈËÈ

Íåóñòîé÷èâîñòü ÊÏ äëÿ ñîëèòîíîâ ÊÄÂ áûëà

âïåðâûå ïîëó÷åíà Êàäîìöåâûì è Ïåòâèàøâèëè [1, 2]

â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå. Çäåñü ìû ïðèìåíèì ìå-

òîä, íåñêîëüêî îòëè÷àþùèéñÿ îò òîãî, êîòîðûé èñ-

ïîëüçîâàëè Êàäîìöåâ è Ïåòâèàøâèëè. Áóäåò ïî-

êàçàíî, êàê ìîæíî èññëåäîâàòü ÊÏ-íåóñòîé÷èâîñòü

îäíîìåðíîãî ñîëèòîíà â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå ñ

ïîìîùüþ òåîðèè âîçìóùåíèé, ñëåäóÿ [14] (ñì. òàê-

æå [35, 36]). Îòìåòèì, ÷òî èçíà÷àëüíî ýòîò ìåòîä

áûë ïðèìåíåí ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè äâó-

ìåðíûõ ñîëèòîíîâ ïî îòíîøåíèþ ê òðåõìåðíûì âîç-

ìóùåíèÿì. Ïîçæå îí óñïåøíî èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ

çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè îäíîìåðíûõ òåìíûõ/ñåðûõ ñî-

ëèòîíîâ îòíîñèòåëüíî ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèé â

ðàìêàõ äåôîêóñèðóþùåãî ÍÓØ [18], à òàêæå äâó-

ìåðíûõ ñîëèòîíîâ îòíîñèòåëüíî òðåõìåðíûõ âîç-

ìóùåíèé [23]. Âïîñëåäñòâèè ýòîò ïîäõîä ïîêàçàë

ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñ-

òè îäíîìåðíûõ ñîëèòîíîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â

ïîãðàíè÷íîì ñëîå [37], â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ Øðè-

ðû [38] (äâóìåðíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Áåíäæàìè-

íà �Îíî).

3.1. Íåóñòîé÷èâîñòü ñîëèòîíîâ

Êîðòåâåãà � äå Âðèçà

Íà÷íåì íàø àíàëèç ñ óñòîé÷èâîñòè îäíîìåðíûõ

ñîëèòîíîâ.

Ðåøåíèå â óðàâíåíèè ÊÏ (8) áóäåì èñêàòü â âèäå

u = us(x− V t) + ψ(x− V t, r⊥, t),

ãäå ψ ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì âîçìóùåíèåì ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ ñîëèòîíîì ÊÄÂ us (10).

Ïåðåõîäÿ äàëåå â ñèñòåìó êîîðäèíàò, äâèãàþùó-

þñÿ ñî ñêîðîñòüþ V , è ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèå (8) íà

ôîíå us, äëÿ âîçìóùåíèÿ

ψ(x, r⊥, t) = φ(x) exp (−iωt+ ikr⊥)

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å:

−iω ∂

∂x
φ+k2φ = − ∂2

∂x2

(
−V + 6us+

∂2

∂x2

)
φ ≡ Lφ.

Èùåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â äëèííîâîëíîâîì

ïðåäåëå, ðàçëàãàÿ φ è ω â ðÿäû ïî ìàëîìó k:

φ = φ0 + φ1 + φ2 + . . . ,

ω = ω1 + ω2 + . . .

Â ãëàâíîì ïîðÿäêå

− ∂2

∂x2

(
−V + 6us +

∂2

∂x2

)
φ0 ≡ Lφ0 = 0.

Ñðàâíèâàÿ ñ (12), ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ýòî óðàâíå-

íèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ φ0 = ∂us/∂x. Ýòà íåéòðàëüíî
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óñòîé÷èâàÿ ìîäà ñîîòâåòñòâóåò ìàëîìó ñäâèãó ñîëè-

òîíà êàê öåëîãî.

Â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå èìååì

−iω1
∂

∂x
φ0 = Lφ1.

×òîáû íàéòè φ1, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (12), ïðîèç-

âîäíàÿ ïî V êîòîðîãî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

−∂us
∂x

= − ∂

∂x

(
−V + 6us +

∂2

∂x2

)
∂us
∂V

.

Îòñþäà èç ñðàâíåíèÿ äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé çà-

êëþ÷àåì, ÷òî

φ1 = iω1
∂us
∂V

.

Â ðåçóëüòàòå âòîðîé ïîðÿäîê çàïèñûâàåòñÿ êàê

−iω1
∂

∂x
φ1 + k2φ0 = Lφ2. (17)

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ (äëÿ φ2) ñî-

ñòîèò â îðòîãîíàëüíîñòè ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíå-

íèÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè χ ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì îïåðàòîðà, ñîïðÿæåííîãî ê L,(
−V + 6us +

∂2

∂x2

)
∂2

∂x2
χ = 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∂

∂x
χ = us,

ò. å. χ åñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ws ñîëè-

òîíà. Îòñþäà, ïîäñòàâëÿÿ

φ0 =
∂

∂x
us, φ1 = iω1

∂us
∂V

â (17) è çàòåì ñêàëÿðíî óìíîæàÿ íà χ, ïîëó÷àåì

ω2
1

∫
χ
∂

∂x

∂us
∂V

dx+ k2
∫
χ
∂

∂x
us = 0.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â ñòîÿùèõ çäåñü äâóõ èí-

òåãðàëàõ äàåò

ω2 = −k2 2P

∂P/∂V
.

Äëÿ ñîëèòîíà ÊÄÂ èìïóëüñ P ∝ V 3/2, îòêóäà îêîí-

÷àòåëüíî èìååì

ω2 = −4V

3
k2 < 0. (18)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê íåóñòîé÷èâîñòè. Ýòî

è åñòü íåóñòîé÷èâîñòü Êàäîìöåâà �Ïåòâèàøâèëè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ èí-

êðåìåíòà ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè áûëî íàéäåíî Çàõà-

ðîâûì [40] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàñ-

ñåÿíèÿ (ÌÎÇÐ), ïðèìåíåííîãî ê óðàâíåíèþ ÊÏ (8).

Ïðè÷èíà ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè, êàê îáúÿñíèë Êà-

äîìöåâ â ñâîåé êíèãå [2], ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ñîëè-

òîíû çâóêîâûõ âîëí ñ ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÿìû ïëîòíîñòè, ñêîðîñòü êîòî-

ðûõ óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû ñîëè-

òîíà (ñì., íàïðèìåð, óðàâíåíèå (7)). Êàê ñëåäñòâèå,

åñëè òàêîé ñîëèòîí ìîäóëèðóåòñÿ â ïîïåðå÷íîì íà-

ïðàâëåíèè, òî îáëàñòè ñ áîëüøåé àìïëèòóäîé áó-

äóò îòñòàâàòü îò îáëàñòåé ñ ìåíüøåé àìïëèòóäîé.

Ýòî ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè ñàìîôîêóñèðîâî÷-

íîãî òèïà, ðàçâèòèå êîòîðîé âåäåò ê ôîêóñèðîâêå

ôðîíòà ñîëèòîíà è àêêóìóëÿöèè âîëíîâîé ýíåðãèè.

Ýòè àðãóìåíòû ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ óïîìÿ-

íóòûõ âûøå íåóñòîé÷èâîñòåé òèïà ÊÏ, à èìåííî,

íåóñòîé÷èâîñòåé îäíîìåðíûõ òåìíûõ/ñåðûõ ñîëèòî-

íîâ â ðàìêàõ äåôîêóñèðóþùåãî ÍÓØ îòíîñèòåëü-

íî ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèé [18], äâóìåðíûõ ñîëèòî-

íîâ íà ôîíå òðåõìåðíûõ âîçìóùåíèé [23], à òàêæå

äëÿ îäíîìåðíûõ ñîëèòîíîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â

ïîãðàíè÷íîì ñëîå [37], â ðàìêàõ òàê íàçûâàåìîãî

óðàâíåíèÿ Øðèðû [38]. Ïîñêîëüêó íåóñòîé÷èâîñòü

ÊÏ îòíîñèòñÿ ê ñàìîôîêóñèðîâî÷íîìó òèïó, òàêàÿ

àðãóìåíòàöèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è íà íåëè-

íåéíîé ñòàäèè ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè â ðàìêàõ òðåõ-

ìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ ñ ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñè-

åé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå íà-

ëè÷èå óñòîé÷èâûõ äâóìåðíûõ ñîëèòîíîâ � ëàìïîâ

� ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè

ÊÏ. Êàê ïîêàçàíî â [39], íåóñòîé÷èâîñòü íà íåëè-

íåéíîé ñòàäèè ïðèâîäèò ê îòùåïëåíèþ îò ñîëèòî-

íà öåïî÷êè ëàìïîâ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå

èñïûòûâàþò íåóñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî ïîïåðå÷-

íûõ âîçìóùåíèé.

3.2. Íåóñòîé÷èâîñòü äâóìåðíûõ ÊÏ

ñîëèòîíîâ

Ðàññìîòðèì òåïåðü, ñëåäóÿ [14], çàäà÷ó î ëèíåé-

íîé óñòîé÷èâîñòè ëàìïà îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé

ïî òðåòüåé êîîðäèíàòå z. Ðåøåíèå â âèäå ëàìïà u =

= us(x− V t, y), ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ

V âäîëü îñè x, óäîâëåòâîðÿåò ñòàöèîíàðíîìó óðàâ-

íåíèþ ÊÏ,[
−V ∂2

∂x2
+

∂4

∂x4
− ∂2

∂y2

]
us + 3

∂2

∂x2
u2s = 0. (19)

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äâóìåðíîå ñîëèòîííîå ðåøå-

íèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âïåðâûå ÷èñëåííî áûëî ïîëó-
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÷åíî Ïåòâèàøâèëè [13]. Ïîçäíåå òî÷íîå ðåøåíèå â

âèäå ëàìïà áûëî íàéäåíî â [12] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè

ëàìïà áóäåì ñ÷èòàòü âîçìóùåíèå ìàëûì, çàâèñÿ-

ùèì îò âðåìåíè è êîîðäèíàòû z ýêñïîíåíöèàëüíî:

ψ = ψ(x− V t, y) exp(−iωt+ ikz).

Òîãäà ëèíåàðèçàöèÿ (8) íà ôîíå ñòàöèîíàðíîãî ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñïåêò-

ðàëüíîé çàäà÷å:

Aψ − iω
∂ψ

∂x
= −k2ψ, (20)

ãäå îïåðàòîð

A =
∂2

∂x2
[−V + 6us] +

∂4

∂x4
− ∂2

∂y2
. (21)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ áóäåì èñêàòü â äëèííîâîë-

íîâîì ïðåäåëå, k → 0, â âèäå ðÿäà

ψ = ψ0 + ψ1 + ψ2 + . . .

Çäåñü ψ0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Aψ0 = 0,

ò. å. ψ0 åñòü íåéòðàëüíî óñòîé÷èâàÿ ìîäà, êîòîðóþ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ äâóõ áåñêî-

íå÷íî ìàëûõ ñäâèãîâ ñîëèòîíà êàê öåëîãî âäîëü íà-

ïðàâëåíèé x è y,

ψ0 = C1
∂us
∂x

+ C2
∂us
∂y

.

Îáà ñäâèãà, î÷åâèäíî, íåçàâèñèìûå è ìîãóò áûòü

ðàññìîòðåíû ïî îòäåëüíîñòè.

Â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå äëÿ ïåðâîé ìîäû èìååì

Aψ01 − iω
∂

∂x
usx = 0.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, äèôôåðåíöèðîâàíèå

ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ (19) ïî V ïîçâîëÿåò íàé-

òè ψ11:

ψ11 = iω
∂us
∂V

.

Ñëåäóþùèé ïîðÿäîê çàïèñûâàåòñÿ êàê

Aψ2 = −ω2 ∂
2us

∂x∂V
− k2

∂us
∂x

.

×òîáû íàéòè ω(k) èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, íóæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè � îðòîãî-

íàëüíîñòüþ ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ê ñîá-

ñòâåííîé ôóíêöèè ϕ0 ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷å-

íèåì äëÿ îïåðàòîðà, ñîïðÿæåííîãî ê A. Ëåãêî íàé-

òè, ÷òî ϕ0 = ws. Îòñþäà èìååì

ω2

∫
ws

∂2us
∂x∂V

dx dy = −k2
∫
ws
∂us
∂x

dx dy.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äàåò

ω2 ∂P

∂V
= −2k2P.

Äëÿ ðåøåíèÿ â âèäå ëàìïà P ∼ V 1/2. Â ðåçóëüòàòå

ìû ïîëó÷àåì íåóñòîé÷èâîñòü:

ω2 = −4k2V < 0.

Äëÿ íåéòðàëüíî óñòîé÷èâîé ìîäû ∂us/∂y òàêîãî ðî-

äà ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê óñòîé÷èâîñòè.

3.3. Íåóñòîé÷èâîñòü

Êàäîìöåâà �Ïåòâèàøâèëè

ñåðûõ/òåìíûõ ñîëèòîíîâ

Äëÿ ÍÓØ (1) ðåøåíèå â âèäå ñåðîãî/òåìíîãî ñî-

ëèòîíà ψ0(x−κt) íàõîäèòñÿ â âèäå óåäèíåííîé îäíî-
ìåðíîé âîëíû, äâèãàþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ κ. Â ýòîì

ñëó÷àå ψ0(x− κt) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó îáûê-

íîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

−iκ∂ψ0

∂x
+

1

2

∂2ψ0

∂x2
+ (1− |ψ0|2)ψ0 = 0,

|ψ0|2 → 1 ïðè |x| → ∞.

(22)

Åãî ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ êàê

ψ0 = ν th ν(x− κt− x0) + iκ, κ2 + ν2 = 1. (23)

Êîãäà κ = 0, ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåì-

íûé ñîëèòîí (èëè äîìåííóþ ñòåíêó). Åñëè κ ̸= 0, ìû

èìååì ñåðûå ñîëèòîíû. Êîãäà κ ñòðåìèòñÿ ê ñêîðî-

ñòè çâóêà (ðàâíîé â íàøèõ ïåðåìåííûõ 1), ýòè ðå-

øåíèÿ òðàíñôîðìèðóþòñÿ â ñîëèòîíû ÊÄÂ (7).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñîëèòî-

íîâ áóäåì ñëåäîâàòü ðàáîòå [18]. Ïðåäïîëàãàÿ ìàëûå

âîçìóùåíèÿ ϕ1 = δψ, ϕ2 = δψ∗, ðàñïðîñòðàíÿþùèå-

ñÿ ñî ñêîðîñòüþ κ è çàâèñÿùèå îò âðåìåíè è êîîðäè-

íàòû y ýêñïîíåíöèàëüíî, ∝ exp(−iωt + iky), ïðèõî-

äèì ê ñëåäóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ ìàòðè÷-

íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà:

ωσ3u− 1

2
k2u+ Lu = 0, (24)
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ãäå

σ3 =

[
1 0

0 −1

]
� ìàòðèöà Ïàóëè,

u =

(
ϕ1

ϕ2

)
è

L = −iκσ3
∂

∂x
+
1

2

∂2

∂x2
−

(
2|ψ0|2 − 1 ψ2

0

ψ∗2
0 2|ψ0|2 − 1

)

� ýðìèòîâñêèé îïåðàòîð.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

áóäåì èñêàòü, êàê è ïðåæäå, â äëèííîâîëíîâîì ïðå-

äåëå (k → 0) â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ îòíîñèòåëü-

íî k,

u = u0 + u1 + u2 + . . . , ω = ω1 + ω2 + . . .

Çäåñü u0 � íåéòðàëüíî óñòîé÷èâàÿ ìîäà, Lu0 = 0,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì ñäâèãàì ñîëè-

òîíà êàê öåëîå,

u0 =
∂

∂x

(
ψ0

ψ∗
0

)
.

Â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå èìååì

ωσ3u0 + Lu1 = 0.

×òî êàñàåòñÿ u1, òî îíî íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òîãî

æå òðþêà, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè â ïðåäûäóùåì

ðàçäåëå. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (22) ïî ñêîðîñ-

òè κ, ïîëó÷àåì

u1 = iω
∂

∂κ

(
ψ0

ψ∗
0

)
. (25)

Åñëè ïîäñòàâèòü (23) â ýòî âûðàæåíèå, òî ïîëó÷èò-

ñÿ, ÷òî u1 ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ ïðè

|x| → ∞. Íà ïåðâûé âçãëÿä ïîýòîìó êàæåòñÿ, ÷òî

u1 ïðèíàäëåæèò íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó è íå ìîæåò

îáåñïå÷èòü íåóñòîé÷èâîñòü, ïîñêîëüêó âîçìóùåíèÿ

èç íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, î÷åâèäíî, óñòîé÷èâû. Íà

ñàìîì äåëå, êàê áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â [18], â

ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü áîëåå àêêóðàòíî

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòîé ôóíêöèè íà áåñêî-

íå÷íîñòè íà îñíîâå òî÷íîãî ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâ-

íåíèÿ (24) ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñøèâêè àñèìïòî-

òèê. Ïðîâåäåííûé àíàëèç [18] äàåò, ÷òî u1 ïðè |x| →
→ ∞ çàòóõàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïîêàçàòåëåì ∼ k

è ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðèíàäëåæèò ñâÿçàííîìó ñîñòî-

ÿíèþ.

Âòîðîé ïîðÿäîê çàïèñûâàåòñÿ êàê

ωσ3u1 −
1

2
k2u0 = −Lu2.

Ðàçðåøèìîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-

ùåé çàâèñèìîñòè ω(k):

ω⟨u0|σ3|u1⟩ =
k2

2
⟨u0|u0⟩,

÷òî äàåò íåóñòîé÷èâîñòü

ω2 = −k
2ν2

3
< 0.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ ν2 = 1 − κ2 ≪ 1 èíêðå-

ìåíò ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè ñîâïàäàåò ñ íàéäåííûì

äëÿ ñîëèòîíà ÊÄÂ (ñð. ñ (18)). Äàííàÿ íåóñòîé÷è-

âîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åñòåñòâåííîå ïðîäîëæå-

íèå íåóñòîé÷èâîñòè ÊÏ äëÿ ñåðûõ (òåìíûõ) ñîëè-

òîíîâ. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà íåîáõîäèìî îò-

ìåòèòü, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü òåìíûõ ñîëèòîíîâ áûëà

ïîäòâåðæäåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî, à òàêæå ÷èñëåííî

[19, 20]. Â ýòèõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî

íåëèíåéíàÿ ñòàäèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ñîëèòîíà ïðèâî-

äèò ê îáðàçîâàíèþ äîðîæêè òî÷å÷íûõ âèõðåé, àíà-

ëîãè÷íûõ âèõðåâîé äîðîæêå ôîí Êàðìàíà â æèäêî-

ñòÿõ.

3.4. Äâóìåðíûå ñîëèòîíû ÍÓØ è èõ

óñòîé÷èâîñòü

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ðàññìîòðèì äâóìåð-

íûå ñîëèòîíû ÍÓØ â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ (1). Ýòè

ñîëèòîíû èìåþò ìíîãî îáùèõ ñâîéñòâ ñ ðåøåíèåì â

âèäå ëàìïîâ.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî îñåñèì-

ìåòðè÷íûõ ñîëèòîíîâ

ψ0(x
′, y) = ψ0(x

′,−y), x′ = x− V t,

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòàöèîíàðíûå òî÷êè

ãàìèëüòîíèàíà H ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîëíîì èì-

ïóëüñå P (î÷åâèäíî, èìåþùèì òîëüêî îäíó íåíóëå-

âóþ x-ïðîåêöèþ):

δ(H − V P ) = 0, (26)

ãäå

H =
1

2

∫ [
|∇ψ|2 + (|ψ|2 − 1)2

]
dx dy, (27)

P =
i

2

∫ [
ψ
∂ψ∗

∂x
− ψ∗ ∂ψ

∂x

]
dx dy. (28)
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Ïóñòü ε åñòü ýíåðãèÿ ñîëèòîíà � çíà÷åíèå ãàìèëü-

òîíèàíà íà ñîëèòîííîì ðåøåíèè, è P � åãî èìïóëüñ.

Òîãäà, ñîãëàñíî (26), ñêîðîñòü ñîëèòîíà V çàïèñû-

âàåòñÿ ÷åðåç ε è P â ñëåäóþùåì âèäå:

V =
∂ε

∂P
. (29)

Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (26) ïîçâîëÿåò òàê æå, êàê

äëÿ ëàìïîâ, âûðàçèòü âñå èíòåãðàëû â (27) íà ñîëè-

òîííîì ðåøåíèè ÷åðåç ε è P (28).

Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì äâà íåçàâèñèìûõ ìàñøòàá-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ âäîëü îñåé x è y:

ψ0(x, y) → ψ0(ax, y), ψ0(x, y) → ψ0(x, by),

ãäå a è b � ñêåéëèíãîâûå ïàðàìåòðû. Îòñþäà áëà-

ãîäàðÿ (26) ëåãêî ïîëó÷èòü äâà ñîîòíîøåíèÿ:

∂

∂a
(H − V P )|a=1 =

∂

∂b
(H − V P )|b=1 = 0,

èç êîòîðûõ ñëåäóþò çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ íà ñîëè-

òîííîì ðåøåíèè:

∫ ∣∣∣∣∂ψ∂x
∣∣∣∣2 dx dy = ε,∫ ∣∣∣∣∂ψ∂y
∣∣∣∣2 dx dy = ε− V P,∫

(|ψ|2 − 1)2dx dy = V P.

Ñðàâíèâàÿ ñ (29), îòñþäà ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

ε

P
>

∂ε

∂P
,

êîòîðîå äëÿ ëèíåéíûõ âîëí â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïåê-

òðîì Áîãîëþáîâà (2) èìååò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê,

ω

k
<
∂ω

∂k
.

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî ñêîðîñòü ñîëèòîíà äîëæíà

áûòü ìåíüøå ìèíèìàëüíîé ôàçîâîé ñêîðîñòè ëè-

íåéíûõ âîëí, â íàøåì ñëó÷àå ýòî ñêîðîñòü çâóêà

(cs = 1). Íàïîìíèì, ÷òî ýòî òðåáîâàíèå ýêâèâàëåíò-

íî îòñóòñòâèþ ÷åðåíêîâñêîãî ðåçîíàíñà ìåæäó ñî-

ëèòîíîì è ëèíåéíûìè âîëíàìè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (26) ñâî-

äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâ-

íåíèÿ äëÿ ñîëèòîíîâ

−iV ∂ψ0

∂x
+

1

2
∇2ψ0 + (1− |ψ0|2)ψ0 = 0. (30)

Êîãäà ÿìû ïëîòíîñòè (èíòåíñèâíîñòè) ìàëû, íî

cs − V > 0, ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ïðèáëè-

æàòüñÿ ê äâóìåðíîìó ñîëèòîíó ÊÏ (ëàìïó) è ñîîò-

âåòñòâåííî óðàâíåíèå (30) ïåðåõîäèòü â ñòàöèîíàð-

íîå óðàâíåíèå ÊÏ (19). Îòñþäà ñðàçó ìîæíî ñäå-

ëàòü âûâîä, ÷òî ýòè äâóìåðíûå ñîëèòîíû â ïðåäå-

ëå ìåëêèõ ÿì áóäóò ïîäâåðæåíû ÊÏ-íåóñòîé÷èâîñòè

îòíîñèòåëüíî ìîäóëÿöèé âäîëü íàïðàâëåíèÿ z. Äëÿ

áîëüøåé àìïëèòóäû ñîëèòîíà äàííûé âîïðîñ òðåáó-

åò äîïîëíèòåëüíîãî àíàëèçà.

Óâåëè÷åíèå ãëóáèíû ýòèõ ÿì è ñîîòâåòñòâåííî

óìåíüøåíèå ñêîðîñòè ñîëèòîíà V , êàê âïåðâûå áûëî

÷èñëåííî ïîêàçàíî â ðàáîòå [22], ïðîèñõîäèò âïëîòü

äî íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Vcr. Äëÿ ýòî-

ãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ïëîòíîñòü â öåíòðå ñîëèòîíà

îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íèæå ýòîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷å-

íèÿ ñîëèòîííîå ðåøåíèå ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ,

ñâÿçàííóþ ñ ïîÿâëåíèåì äâóõ íóëåé ïëîòíîñòè, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ äâóì âèõðÿì ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè

öèðêóëÿöèÿìè. Ýòî äèïîëüíàÿ ïàðà, ðàñïðîñòðàíÿ-

þùàÿñÿ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì äèïîëþ.

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ñîëèòîíà ýòà

ïàðà íóëåé ïðåâðàùàåòñÿ â âèõðåâóþ ïàðó äëÿ äâó-

ìåðíîé ãèäðîäèíàìèêè Ýéëåðà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ñëåäóÿ [23], ÷òî âñå ñåìåéñòâî

äâóìåðíûõ ñîëèòîíîâ íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ

ê ïîïåðå÷íûì (îòíîñèòåëüíî îñè z) âîçìóùåíèÿì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ìàëîé àìïëèòóäå ñîëèòîíà ýòà

íåóñòîé÷èâîñòü ñîâïàäàåò ñ ÊÏ-íåóñòîé÷èâîñòüþ

ëàìïà â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäó-

ùèõ ðàçäåëîâ. Äëÿ ñîëèòîíîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõ-

ñÿ ñî ñêîðîñòÿìè íèæå êðèòè÷åñêîé, ýòà íåóñòîé÷è-

âîñòü ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âèõðÿìè ïåðåõî-

äèò â íåóñòîé÷èâîñòü, îòêðûòóþ âïåðâûå Êðîó äëÿ

äèïîëåé äâóõ òî÷å÷íûõ âèõðåé â ñëó÷àå èäåàëüíûõ

íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé [24].

Â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå èíêðåìåíò äëÿ âñå-

ãî ñåìåéñòâà ñîëèòîííûõ ðåøåíèé íàõîäèòñÿ ïî òîé

æå ñõåìå, ÷òî è âûøå. Äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé, ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ V , êîòîðûå â ýòîé

ñèñòåìå îòñ÷åòà çàâèñÿò îò z è t ýêñïîíåíöèàëüíî,

∼ exp(−iωt+ ikz), ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà-

÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

ωσ3u− 1

2
k2u+ Lu = 0, (31)

ãäå âìåñòî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî x â îïåðàòîðå L

äëÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (24) ñòîèò îïåðàòîð Ëà-

ïëàñà îòíîñèòåëüíî x è y:

L = −iκσ3
∂

∂x
+

1

2
∆−

(
2|ψ0|2 − 1 ψ2

0

ψ∗2
0 2|ψ0|2 − 1

)
.
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Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è ðàíüøå, èùåì ðåøåíèå (31) â

âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ k:

u = u0 + u1 + u2 + . . . , ω = ω1 + ω2 + . . .

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, Lu0 = 0, ìû èìååì äâå áåç-

ðàçëè÷íî óñòîé÷èâûõ ìîäû, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì

íåçàâèñèìûì ìàëûì ñäâèãàì ñîëèòîíà,

u0 = C1u01 + C2u02,

ãäå

u01 =
∂

∂x

(
ψ0

ψ∗
0

)
, u02 =

∂

∂y

(
ψ0

ψ∗
0

)
,

C1 è C2 � êîíñòàíòû.

Óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà äëÿ ïåðâîé ìî-

äû, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàëîìó ñäâèãó u01,

ωσ3u01 + Lu11 = 0,

èìååò ðåøåíèå, àíàëîãè÷íîå (25),

u1 = iω
∂

∂V

(
ψ0

ψ∗
0

)
.

Ïîñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ èíêðåìåíòà,

àíàëîãè÷íàÿ ïðåäûäóùåé, äàåò ñëåäóþùåå âûðàæå-

íèå äëÿ ω2:

ω2 =
ε

∂P/∂V
k2.

Êàê áûëî ïîêàçàíî àíàëèòè÷åñêè â ðàáîòå [23], ïðî-

èçâîäíàÿ ∂P/∂V îòðèöàòåëüíà â äâóõ ïðåäåëüíûõ

ñëó÷àÿõ: äëÿ ëàìïà è äëÿ ñîëèòîíîâ ñ ìàëûìè ñêî-

ðîñòÿìè V ≪ cs = 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå

γ2 = 2(1− V )k2 > 0,

÷òî ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì èíêðåìåíòà íåóñòîé÷è-

âîñòè äëÿ ëàìïà. Äëÿ ìàëûõ ñêîðîñòåé V → 0 ðàñ-

ñòîÿíèå L ìåæäó âèõðÿìè ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî

V −1, à ýíåðãèÿ ε ≈ 2π log(1/V ). Òîãäà èç îïðåäå-

ëåíèÿ ñêîðîñòè (29) ñëåäóåò îòðèöàòåëüíîñòü èñêî-

ìîé ïðîèçâîäíîé: ∂P/∂V = −2πV −2. Â ðåçóëüòàòå â

ýòîì ïðåäåëå ìû ïîëó÷àåì íåóñòîé÷èâîñòü ñ èíêðå-

ìåíòîì γ, êâàäðàò êîòîðîãî

γ2 = 2(kV )2 log(1/V ) > 0.

Ýòîò èíêðåìåíò ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ èí-

êðåìåíòà íåóñòîé÷èâîñòè Êðîó [24] äëÿ äâóõ àí-

òèïàðàëëåëüíûõ òî÷å÷íûõ âèõðåé äëÿ èäåàëüíûõ

íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé.

Â îáùåì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ÷èñëåííûì ðåçóëüòà-

òàì [22], ïðîèçâîäíàÿ ∂P/∂V îòðèöàòåëüíà äëÿ âñå-

ãî ñåìåéñòâà äâóìåðíûõ ñîëèòîíîâ.

Òàêèì îáðàçîì, äâå íåóñòîé÷èâîñòè, ò. å. íåóñòîé-

÷èâîñòè ÊÏ è Êðîó, â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷-

íû äðóã äðóãó. Íåóñòîé÷èâîñòü ÊÏ ïðè óìåíüøå-

íèè ñêîðîñòè ñîëèòîíà ïåðåõîäèò â íåóñòîé÷èâîñòü

Êðîó, è ïîýòîìó ýòè íåóñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò îáúåäè-

íèòü. Îáå ýòè íåóñòîé÷èâîñòè îòíîñÿòñÿ ê ñàìîôî-

êóñèðîâî÷íîìó òèïó.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà õîòåëîñü áû îòìå-

òèòü, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü òèïà ÊÏ ìîæåò áûòü ïî-

ëó÷åíà òàêæå äëÿ îäíîìåðíûõ ñîëèòîíîâ [37] â ðàì-

êàõ òàê íàçûâàåìîãî óðàâíåíèÿ Øðèðû [38], îïèñû-

âàþùåãî äëèííîâîëíîâûå íåëèíåéíûå âîçìóùåíèÿ

â ïîãðàíè÷íîì ñëîå.

4. ÊÎËËÀÏÑ

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçä. 2, ãàìèëüòîíèàí (9)

äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ ñ ïîëîæèòåëüíîé

äèñïåðñèåé ïðè ôèêñèðîâàííîì P ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé íåîãðàíè÷åííûé ñíèçó ôóíêöèîíàë, ÷òî ñëåäóåò

èç ñêåéëèíãîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ H(a, b) (14).

Íåîãðàíè÷åííîñòü H âîçíèêàåò íà ìàëûõ ìàñøòà-

áàõ áëàãîäàðÿ íåëèíåéíîìó ÷ëåíó. Õîðîøî èçâåñòíî

(ñì., íàïðèìåð, îáçîð [5]), ÷òî íåîãðàíè÷åííîñòü ãà-

ìèëüòîíèàíà äëÿ íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ñèñòåì ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ êðèòåðèåâ âîçíèêíîâåíèÿ

êîëëàïñà. Êîëëàïñ â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîíèìàòü

êàê ïðîöåññ ïàäåíèÿ ÷àñòèöû â ñàìîñîãëàñîâàííîì

íåîãðàíè÷åííîì ïîòåíöèàëå.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ìàñøòàáíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ âäîëü ïàðàáîë b ∝ a2 ïåðâûå äâà

÷ëåíà â (14) âåäóò ñåáÿ êàê a−2, à êóáè÷åñêèé ÷ëåí,

îòâåòñòâåííûé çà íåëèíåéíîñòü, ìåíÿåòñÿ ïðîïîð-

öèîíàëüíî a−5/2. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âîçìîæíûé êîë-

ëàïñ íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì � îí äîëæåí áûòü

ñëàáûì, êàê ìû óâèäèì íèæå, ñîîòâåòñòâóåò àâòî-

ìîäåëüíîìó êîëëàïñó. Â òàêèõ ðåæèìàõ èçëó÷åíèå

âîëí ìàëîé àìïëèòóäû èç îáëàñòè êîëëàïñà ñïîñîá-

ñòâóåò êîëëàïñó, ÷òî îïÿòü-òàêè ñâÿçàíî ñ íåîãðàíè-

÷åííîñòüþ H.
×òîáû ýòî ïîêàçàòü, ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ îá-

ëàñòü Ω ñ îòðèöàòåëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì, HΩ < 0.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè, ìû ìîæåì

çàïèñàòü îöåíêó äëÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ |u|max

â ýòîé îáëàñòè:∫
Ω

u3dr ≤ |u|max

∫
Ω

u2dr.

154



ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 7, 2022 Íåóñòîé÷èâîñòü ñîëèòîíîâ è êîëëàïñ çâóêîâûõ âîëí. . .

Çàâèñèìîñòè ãàìèëüòîíèàíà H, Px è ìàêñèìàëüíîé

àìïëèòóäû îò âðåìåíè

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

HΩ < 0, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ

|u|max [4]:

|u|max ≥ |HΩ|
2PΩ

. (32)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî çà ñ÷åò èçëó÷åíèÿ âîëí èç ýòîé

îáëàñòè îòíîøåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåí-

ñòâà ñî âðåìåíåì áóäåò òîëüêî ðàñòè. Âî-ïåðâûõ,

èçëó÷åííûå âîëíû óíîñÿò ïîëîæèòåëüíóþ ÷àñòü ãà-

ìèëüòîíèàíà, ïîñêîëüêó âäàëè îò ýòîé îáëàñòè îíè

ñòàíîâÿòñÿ ëèíåéíûìè, äëÿ êîòîðûõ íåëèíåéíîñòü

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ HΩ

(ò. å. ãàìèëüòîíèàí ñòàíîâèòñÿ áîëåå îòðèöàòåëüíûì

èç-çà íåîãðàíè÷åííîñòèH) è, ñîîòâåòñòâåííî, óâåëè-
÷åíèþ |HΩ|. Âî-âòîðûõ, â òî æå âðåìÿ PΩ êàê ïîëî-

æèòåëüíàÿ âåëè÷èíà óìåíüøàåòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî îòíîøåíèå â (32) ðàñòåò, à çíà÷èò, óâåëè÷èâà-

åòñÿ |u|max. Ýòîò ïðîöåññ, ïîäîáíûé èñïàðåíèþ êà-

ïåëü âîäû, ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ñëàáûõ ñèí-

ãóëÿðíîñòåé, êîãäà ýíåðãèÿ çàõâà÷åííûõ â îñîáåí-

íîñòü çâóêîâûõ âîëí E (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî

ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàþùàÿ ñ P ) ôîðìàëüíî â ìîìåíò

êîëëàïñà îáðàùàåòñÿ â íóëü.

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò [3, 4] ïî ìîäåëèðîâàíèþ

çâóêîâîãî êîëëàïñà ïîëíîñòüþ ïîäòâåðäèë, ÷òî èç-

ëó÷åíèå èç îáëàñòè êàâåðíû ñïîñîáñòâóåò êîëëàï-

ñó. Â ýòèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ äëÿ öèëèíäðè-

÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé (P⊥ = 0) ñòà-

âèëèñü íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ u ïî r è x,

êîòîðûå â ñèëó íåëîêàëüíîñòè óðàâíåíèÿ ÊÏ íå ñî-

õðàíÿþò íè H, íè Px. Ýòî ïîçâîëèëî âûÿñíèòü, êàê

èçëó÷åíèå èç îáëàñòè êîëëàïñà âëèÿåò íà èçìåíå-

íèÿ ãàìèëüòîíèàíà, èìïóëüñà è ìàêñèìàëüíîãî çíà-

÷åíèÿ u.

Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ãàìèëü-

òîíèàíà H è Px, âû÷èñëåííûå ïî îáëàñòè èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, è ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû îò âðåìåíè.

Âèäíî, ÷òî ñî âðåìåíåì ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå èì-

ïóëüñà Px è óâåëè÷åíèå |H| ïðè îäíîâðåìåííîì ðî-

ñòå maxr u, ýòî êàê ðàç ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî

êîëëàïñ ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èçëó÷åíèå

âîëí èç îáëàñòè êîëëàïñà ñïîñîáñòâóåò êîëëàïñó,

óñêîðÿåò åãî, ÷òî ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ñëàáûõ

îñîáåííîñòåé.

4.1. Âàðèàöèîííûé àíçàö

Âñå èçëîæåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ, îäíàêî, íå

äàþò îòâåòà íà ãëàâíûé âîïðîñ î êîíå÷íîñòè âðåìå-

íè ôîðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè. Ìû ïðèâåäåì íåêî-

òîðûå àðãóìåíòû â ïîëüçó êîíå÷íîñòè ýòîãî âðåìå-

íè, èñïîëüçóÿ òàê íàçûâàåìûé âàðèàöèîííûé ìåòîä.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòîò ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ äîñòà-

òî÷íî ãðóáûì. Íàïðèìåð, â çàäà÷å î ðåëàêñàöèè ñî-

ëèòîíîâ â îäíîìåðíîì ÍÓØ ñ ôîêóñèðóþùåé íåëè-

íåéíîñòüþ, äîïóñêàþùèì èíòåãðèðîâàíèå ìåòîäîì

îáðàòíîé çàäà÷ ðàññåÿíèÿ, ïðèìåíåíèå âàðèàöèîí-

íîãî ïîäõîäà äàåò íåïðàâèëüíûé îòâåò. Âìåñòî êî-

ëåáàíèé ñîëèòîíà, ïðåäñêàçûâàåìûõ ïðè ïðèìåíå-

íèè ýòîãî ìåòîäà, òî÷íîå ðåøåíèå äàåò çàòóõàþùèå

ñî âðåìåíåì êîëåáàíèÿ ðåëàêñàöèîííîãî òèïà [41].

Îäíàêî â çàäà÷å êîëëàïñà äëÿ òðåõìåðíîãî ÍÓØ

îêàçàëîñü, ÷òî ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà

ïðîäåìîíñòðèðîâàëî êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíîå ïîâå-

äåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ðåæèìà ñèëüíîãî êîëëàïñà [6].

Êàê èçâåñòíî, äåéñòâèå äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ (8)

ìîæåò çàïèñûâàòüñÿ êàê

S =

∫ [
1

2
wtwx−

1

2
w2

xx−
1

2
(∇⊥w)

2
+w3

x

]
dt dr, (33)

òàê ÷òî δS = 0 ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (8). Òåñòî-

âóþ ôóíêöèþ âûáåðåì â àâòîìîäåëüíîì âèäå:

w = a1/2b−1f(ξ∥, ξ⊥), u = a−1/2b−1U(ξ∥, ξ⊥), (34)

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêåéëèíãîâûå ïàðàìåòðû a

è b ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè t,

ξ∥ = x/a è ξ⊥ = r⊥/b � àâòîìîäåëüíûå ïåðåìåí-

íûå. Ôóíêöèÿ U(ξ∥, ξ⊥) = ∂f/∂ξ∥ åñòü ðåøåíèå (8)

äëÿ òðåõìåðíîãî ñîëèòîíà ñ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè

èíòåãðàëîâ I1, I2 è I3, îïðåäåëÿåìûõ (13), (15), (16):

I1 = 6V P, I2 = I3 = 4V P.

Ïîäñòàâëÿÿ òåñòîâóþ ôóíêöèþ (34) â (33) è óñðåä-

íÿÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷àåì
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ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ëàãðàíæèàíà â ïåðåìåí-

íûõ a è b:

L = a
bt
b
M −H (a, b) .

Çäåñü êîíñòàíòà

M =
1

2

∫
fξ⊥∇ξ⊥Ud

3ξ,

à H(a, b) � óæå èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ (14)

ïðè d = 3, èñõîäÿ èç ñêåéëèíãîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Äëÿ äàííîãî ëàãðàíæèàíà óðàâíåíèÿ Ýéëå-

ðà �Ëàãðàíæà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Mat = −b∂H
∂b

= a2b−2I2 − a−1/2b−1I3, (35)

Mbt = b
∂H
∂a

=

= β

[
−a−3I1 + ab−2I2 +

1

2
a−3/2b−1I3

]
. (36)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïî ïîñòðîåíèþ èìåþò ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå â âèäå òðåõìåðíîãî ñîëèòîíà ïðè a = b = 1.

Ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

èç ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé (35), (36) äëÿ ìàëûõ

âîçìóùåíèé α, β (a = 1 + α, b = 1 + β):

Mαt = V P (10α− 4β) ,

Mβt = V P (19α− 10β) .

Îòñþäà ñëåäóåò, íåçàâèñèìî îò çíàêàM , íåóñòîé÷è-

âîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ ñ èíêðåìåíòîì

γ = ±2
√
6
V P

M
.

Ñîáñòâåííûé âåêòîð íåóñòîé÷èâîé ìîäû èìååò îäèí

è òîò æå çíàê äëÿ îáîèõ êîìïîíåíòîâ α è β. Òà-

êèì îáðàçîì, ñîëèòîííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ñåäëîâóþ òî÷êó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèñõîäèò íà íåëèíåé-

íîé ñòàäèè ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè. Êàê óïîìèíàëîñü

âûøå, ïðè ôèêñèðîâàííîì èìïóëüñå P ãàìèëüòîíè-

àí òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

íåîãðàíè÷åííûé ñíèçó ôóíêöèîíàë. Â äàííîì ñëó-

÷àå ìû èìååì äåëî ñ íåîãðàíè÷åííîé ñíèçó ôóíêöè-

åé H(a, b).

Ââèäó ãàìèëüòîíîâîñòè ñèñòåìà (35), (36) ñîõðà-

íÿåò ýíåðãèþ E = H(a, b), ÷òî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü b

÷åðåç a:

b−1 =
1

I2a2

[
a−1/2I3 ±

√
a−1I23 − I1I2 + 2a2EI2

]
,

è äàëåå ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ b îïðåäåëèòü çàâèñè-

ìîñòü a(t) âáëèçè îñîáåííîñòè äëÿ îáîèõ êîðíåé.

Ïðè a→ 0

b1 =
I2
2I3

a5/2, b2 =
2I3
I1
a3/2.

Îòñþäà äëÿ ïåðâîãî êîðíÿ èìååì

Mat =
2I23
I2a3

.

Ýòî ïðèâîäèò ê ñèíãóëÿðíîìó ðåøåíèþ

a→ (t0 − t)
1/4

, (37)

åñëè êîíñòàíòà M < 0. Â ýòîì ñëó÷àå âáëèçè ìî-

ìåíòà êîëëàïñà t = t0 â H(a, b) äèñïåðñèîííûé è

íåëèíåéíûé ÷ëåíû êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Äëÿ

ïîëîæèòåëüíûõ M ðåøåíèå ñ îñîáåííîñòüþ îòñóò-

ñòâóåò.

Äëÿ äðóãîãî êîðíÿ b = b2 ïðè a → 0 óðàâíåíèå

(35) àñèìïòîòè÷åñêè ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

Mat = − I1
2a2

,

êîòîðîå ïðè M > 0 èìååò ðåøåíèå êîëëàïñèðóþùå-

ãî âèäà

a→ (t0 − t)
1/3

.

Äëÿ ýòîé àñèìïòîòèêè íåëèíåéíûé ÷ëåí â H (a, b) è

äèôðàêöèîííûé ÷ëåí ñîêðàùàþòñÿ.

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðåæèì (37) ðåàëèçóåò-

ñÿ äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

4.2. Êâàçèêëàññè÷åñêèé êîëëàïñ

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ u, ïðè êî-

òîðûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êàê äèñïåðñèåé, òàê è äè-

ôðàêöèåé. Òîãäà, ïî êðàéíåé ìåðå âíà÷àëå, âðåìåí-

íîå ïîâåäåíèå u áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ óðàâíåíèåì

ut + 6uux = 0,

ãäå u çàâèñèò îò r⊥ êàê îò ïàðàìåòðà. Êàê èçâåñò-

íî, ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò îïðîêèäûâàíèå âîëíû

èëè ãðàäèåíòíóþ êàòàñòðîôó, âîçíèêàþùóþ â íåêî-

òîðîé òî÷êå r = r0. Âáëèçè òî÷êè îïðîêèäûâàíèÿ

íàøå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî äèñïåðñèè è äè-

ôðàêöèè ñòàíîâèòñÿ íåñïðàâåäëèâûì, è ìû äîëæíû

ó÷èòûâàòü êàê äèôðàêöèîííûå, òàê è äèñïåðñèîí-

íûå ÷ëåíû. Â ðåçóëüòàòå çà ñ÷åò òàêèõ ëèíåéíûõ

ýôôåêòîâ âáëèçè ýòîé òî÷êè áóäåò ðàçâèâàòüñÿ îñ-

öèëëèðóþùàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà. Íàïîì-

íèì, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå òàêîãî ðîäà ñòðóêòó-

ðà èìååò âèä ðàñïëûâàþùåãîñÿ ñî âðåìåíåì ñîëè-

òîííîãî öóãà [42], õàðàêòåðíîãî äëÿ áåññòîëêíîâè-

òåëüíûõ óäàðíûõ âîëí.
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Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, êàê ìû âûÿñíèëè, âñå òè-

ïû ñîëèòîíîâ íåóñòîé÷èâû. Îäíîìåðíûå ñîëèòîíû

íåóñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ïîïåðå÷íûì ìîäóëÿ-

öèÿì áëàãîäàðÿ íåóñòîé÷èâîñòè ÊÏ. Òî æå óòâåðæ-

äåíèå âåðíî äëÿ äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ñîëèòî-

íîâ [14]. Íåëèíåéíîé ñòàäèåé ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè

äîëæåí áûòü êîëëàïñ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî öó-

ãà ñîëèòîíîâ â îäíîìåðíîé ãåîìåòðèè ñëåäóåò îæè-

äàòü îáðàçîâàíèÿ îñöèëëèðóþùèõ ñòðóêòóð, ñîäåð-

æàùèõ êîëëàïñèðóþùèå ñîëèòîíû.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóð òàêîãî òèïà íóæíî îáðà-

òèòüñÿ ê êâàçèêëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ðåøåíèå â ýòîì

ñëó÷àå ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòü â âèäå

u = u(r, t,Φ(r, t)),

ãäå u êàê ôóíêöèÿ ôàçû Φ ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè-

÷åñêîé, à îòíîñèòåëüíî äâóõ ïåðâûõ àðãóìåíòîâ r è

t � ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé. Çàâèñèìîñòü

Φ(r, t) ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêîé, ÷òî åå ïðîèçâîäíûå

Φt è ∇Φ ÿâëÿþòñÿ òàêæå ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ

ôóíêöèÿìè îò r è t.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ñëó÷àé, êîãäà u

ïîä÷èíÿåòñÿ ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ÊÏ:

∂

∂x
(ut + uxxx) = ∆⊥u. (38)

Â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ çàâèñèìîñòüþ

â âèäå îäíîé ãàðìîíèêè:

u = AeiΦ + c.c.

Òîãäà ïåðâûé ïîðÿäîê â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëè-

æåíèè äàåò óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà �ßêîáè,

Φt + ω(∇Φ) = 0, (39)

ãäå

ω = ω(k) = −k3x − k2⊥
kx

åñòü çàêîí äèñïåðñèè (38), à k = ∇Φ� ñîîòâåòñòâåí-

íî âîëíîâîé âåêòîð.

Â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

íåïðåðûâíîñòè äëÿ A2 (çäåñü äëÿ ïðîñòîòû àìïëè-

òóäà A ïðåäïîëàãàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíîé),

∂A

∂t
+

1

2A
div(A2v) = 0, (40)

ãäå v = ∂ω(k)/∂k � ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü (ñð. ñ

[6, 43]).

Èç-çà íåëèíåéíîñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (8)

íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âñå ãàðìîíèêè,

u =

∞∑
n=−∞

Ane
inΦ,

An = A−n = A∗
n.

Â ðåçóëüòàòå âìåñòî (40) è (39) äëÿ n ̸= 0 ïîëó÷àåì

∂An

∂t
+

1

2An
div(A2

nvn) + 3
∂

∂x
sn = 0, (41)

Φnt + ω(∇Φn) + 3Φnx
sn
An

= 0, (42)

ãäå

Φn = nΦ, sn =
∑

n=n1+n2

An1
An2

.

Äëÿ íóëåâîé ãàðìîíèêè âîçíèêàåò îòäåëüíîå óðàâ-

íåíèå,
∂A0

∂t
+ 3

∂

∂x
⟨u2⟩ = 0. (43)

Çäåñü

⟨u2⟩ =
∞∑

n=−∞
A2

n = s0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòà áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé: èç (41), (42) äëÿ êàæäûõ

n,m ̸= 0 ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

πn(r, t) = πm(r, t), (44)

ãäå

πn(r, t) = n2Φ2
x − sn

An
.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ âåñü-

ìà ñëîæíû è âðÿä ëè ìîãóò áûòü ïðîàíàëèçèðî-

âàíû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíå-

íèé ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèÿì, êîòîðûå

ñëåäóþò èç ïðîöåäóðû Óèçåìà [44, 42] äëÿ ñëó÷àÿ

ÊÄÂ. Ïðåæäå âñåãî, ëåãêî íàéòè ÷èñëî íåçàâèñè-

ìûõ ôóíêöèé ñ ó÷åòîì âñåõ îãðàíè÷åíèé (44). Ýòî

âñåãî ëèøü òðè ôóíêöèè, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ìû ìî-

æåì, íàïðèìåð, âûáðàòü ⟨u⟩, ⟨u2⟩ è Φ. Áîëåå òîãî,

óñëîâèÿ (44) ìîæíî ðàçðåøèòü, åñëè ïðåäñòàâèòü u

ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà

â âèäå êíîèäàëüíîé âîëíû (ñì., íàïðèìåð, [45]). Â

ðåçóëüòàòå ìîæíî ïîëó÷èòü îáû÷íóþ ôîðìó óðàâ-

íåíèé Óèçåìà. Îäíàêî, ïî íàøåìó ìíåíèþ, óðàâíå-

íèÿ (41), (43) äëÿ èññëåäîâàíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêî-

ãî êîëëàïñà ïðåäñòàâëÿþòñÿ áîëåå óäîáíûìè, ÷åì

óðàâíåíèÿ Óèçåìà.

4.3. Èåðàðõèÿ êîëëàïñîâ

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (41)�(43) â àâòî-

ìîäåëüíîì âèäå:

An(r, t) = (t0 − t)−αfn

(
x

(t0 − t)β
,

r⊥
(t0 − t)γ

)
, (45)
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Φ(r, t) = λ2
t∫

dt

(t0 − t)κ+1
+

+ (t0 − t)−κφ

(
x

(t0 − t)β
,

r⊥
(t0 − t)γ

)
, (46)

ãäå t0 � âðåìÿ êîëëàïñà, êîíñòàíòà λ2 > 0, α, β, γ è

κ � íåèçâåñòíûå ïîêàçàòåëè.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (45), (46) â ñèñòåìó (41)�(43)

ëåãêî íàéòè, ÷òî òîëüêî îäèí ïîêàçàòåëü ÿâëÿåòñÿ

ñâîáîäíûì (ñêàæåì, ïóñòü ýòî áóäåò α), â ýòîì ñëó-

÷àå âñå îñòàëüíûå èíäåêñû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íåãî:

β = 1− α, γ = 1− α/2, κ = 3α/2− 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì öåëîå ñåìåéñòâî àâòîìî-

äåëüíûõ ðåøåíèé (áîëåå òî÷íî � àâòîìîäåëüíûõ

ïîäñòàíîâîê). Òîëüêî íåêîòîðûå èç ýòèõ ðåøåíèé

èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ñîãëàñíî (45), (46), ïðî-

äîëüíûé ðàçìåð êîëëàïñèðóþùåé îáëàñòè (êàâåð-

íû) è åå ïîïåðå÷íûé ðàçìåð ïðîïîðöèîíàëüíû ñî-

îòâåòñòâåííî (t0 − t)β è (t0 − t)γ . Ôèçè÷åñêîå òðåáî-

âàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëíûé èìïóëüñ êàâåðíû

P (ôàêòè÷åñêè ýòî ýíåðãèÿ çâóêîâûõ âîëí ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ) âî âðåìÿ êîëëàïñà

áëàãîäàðÿ èçëó÷åíèþ ìîæåò òîëüêî óìåíüøàòüñÿ:

Pcav =
1

2

∫
cav

u2d3r ∝ (t0 − t)3−4α,

ò. å. α ≤ 3/4. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ðåæèìó ñèëüíî-

ãî êîëëàïñà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü α = 3/4. Ñëåäó-

åò îòìåòèòü, ÷òî àâòîìîäåëüíîñòü äëÿ äàííîãî òèïà

êîëëàïñîâ òà æå ñàìàÿ, ÷òî è äëÿ àñèìïòîòèêè (37)

â ñëó÷àå âàðèàöèîííîãî àíçàöà. Ýòî äàåò îñíîâàíèå

ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîé ðåæèì ìîæåò ñóùåñòâîâàòü. Âñå

îñòàëüíûå êîëëàïñû ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè.

Äëÿ àâòîìîäåëüíîãî ñåìåéñòâà (45), (46) íèæ-

íÿÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäÿ èç êâàçèêëàññè÷å-

ñêîãî êðèòåðèÿ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå

ìåæäó õàðàêòåðíûì ïåðèîäîì, ∼ ω−1 = (∂tΦ)
−1
,

è õàðàêòåðíûì âðåìåíåì èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû

∼ (t0 − t), èëè îòíîøåíèå äëèíû âîëíû k−1
x =

= (∂xΦ)
−1

ê õàðàêòåðíîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó ðàç-

ìåðó àìïëèòóäû, äîëæíû áûòü áîëüøèìè (≫ 1).

Îáà ýòè îòíîøåíèÿ ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå

êðèòåðèþ:

ω(t0 − t) ∝ (t0 − t)1−3α/2,

kx(t0 − t)1−α ∝ (t0 − t)1−3α/2.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè α > 2/3 êðèòåðèé êâàçèêëàñ-

ñè÷íîñòè óëó÷øàåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷-

êå êîëëàïñà. Çíà÷åíèå α = 2/3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

íèæíþþ ãðàíèöó ýòîãî ñåìåéñòâà, ãäå êðèòåðèé êâà-

çèêëàññè÷íîñòè íàðóøàåòñÿ. Çíà÷åíèå α = 2/3 îòâå-

÷àåò àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ òðåõìåðíîãî óðàâíå-

íèÿ ÊÏ, îïèñûâàþùåìó íàèáîëåå áûñòðûé ñëàáûé

êîëëàïñ.

5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè âîç-

ìîæíîñòü êîëëàïñà çâóêîâûõ âîëí â ñðåäàõ ñ

ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé íà îñíîâå òðåõìåðíîãî

óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà �Ïåòâèàøâèëè. Ýòîò ïðîöåññ

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåëèíåéíóþ ñòàäèþ

ÊÏ-íåóñòîé÷èâîñòè ñîëèòîíîâ ÊÄÂ â ïîïåðå÷íîì

íàïðàâëåíèè. Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü èìååò ïðîñòîå

îáúÿñíåíèå, äàííîå âïåðâûå Êàäîìöåâûì [2]. Ñîëè-

òîíû ïðè ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèè ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé îáëàñòè ñ ïîíèæåííîé ïëîòíîñòüþ, ñêîðîñòü

êîòîðûõ óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû ñîëè-

òîíà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðè ìîäóëÿöèè ñîëèòîíà â

ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ê åãî ðàñïðîñòðàíåíèþ

îáëàñòè ñ ïîíèæåííîé àìïëèòóäîé îáãîíÿþò îá-

ëàñòè ñ áîëüøåé àìïëèòóäîé. Â ðåçóëüòàòå ôðîíò

ñîëèòîíà èñïûòûâàåò íåóñòîé÷èâîñòü ñàìîôîêó-

ñèðî÷íîãî òèïà, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê àêêóìóëÿöèè

ñîëèòîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ

êëþ÷åâûì ìîìåíòîì äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðèðîäû

íåóñòîé÷èâîñòè ÊÏ. Âàæíî, ÷òî õàðàêòåð íåóñòîé-

÷èâîñòè ñîõðàíÿåòñÿ è íà åå íåëèíåéíîé ñòàäèè,

êîòîðàÿ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå âåäåò ê êîëëàïñó.

Ïðè ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ, íàïðèìåð â äâóìåð-

íîì ñëó÷àå, ñîëèòîí óðàâíåíèÿ ÊÏ � ëàìï �

ðåàëèçóåò ìèíèìóì ãàìèëüòîíèàíà ïðè ôèêñèðî-

âàííîì èìïóëüñå P è ïî ýòîé ïðè÷èíå îêàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó. Â òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè

ñîëèòîíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåäëîâûå òî÷êè

ãàìèëüòîíèàíà è ïî ýòîé ïðè÷èíå îêàçûâàþòñÿ

íåóñòîé÷èâûìè. Ðàçâèòèå ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè

ïðèâîäèò ê êîëëàïñó, îäíèì èç êðèòåðèåâ êîòî-

ðîãî ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîñòü ãàìèëüòîíèàíà H
ñíèçó ïðè ôèêñèðîâàííîì èìïóëüñå P . Êîëëàïñ â

ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïðîöåññ ïàäåíèÿ

÷àñòèöû â ñàìîñîãëàñîâàííîì íåîãðàíè÷åííîì

ñíèçó ïîòåíöèàëå. Áëàãîäàðÿ íåîãðàíè÷åííîñòè

ãàìèëüòîíèàíà îáðàçîâàíèå îñîáåííîñòè îêàçûâà-

åòñÿ âîçìîæíûì çà ñ÷åò èçëó÷åíèÿ âîëí ìàëîé

àìïëèòóäû èç îáëàñòåé, èìåþùèõ îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ H, ÷òî ñïîñîáñòâóåò êîëëàïñó. Ïðè ýòîì

èçëó÷åíèå ñïîñîáñòâóåò ôîðìèðîâàíèþ ñëàáîãî

êîëëàïñà, êîãäà çàõâàòûâàåìàÿ â îñîáåííîñòü ýíåð-

ãèÿ âîëí (ñîâïàäàþùàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ
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ñ L2-íîðìîé) ôîðìàëüíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî ìåðå

ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå îñîáåííîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî

ïðè êâàçèêëàññè÷åñêîì îïèñàíèè êîëëàïñà çâóêî-

âûõ âîëí ñ ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé âîçìîæíî

öåëîå ñåìåéñòâî àâòîìîäåëüíûõ êîëëàïñèðóþùèõ

ðåæèìîâ, íà÷èíàÿ ñ ñèëüíîãî, êîãäà çàõâà÷åííàÿ â

ñèíãóëÿðíîñòü ýíåðãèÿ êîíå÷íà, âïëîòü äî ñëàáûõ

êîëëàïñîâ, ñîïðîâîæäàåìûõ âîëíîâûì èçëó÷åíèåì.

Íèæíÿÿ ãðàíèöà ýòîãî ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóåò

àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ

ÊÏ, êîòîðîå îïèñûâàåò íàèáîëåå áûñòðûé èç ñëà-

áûõ êîëëàïñîâ. Òåíäåíöèÿ ê óìåíüøåíèþ H ïðè

êîëëàïñå çà ñ÷åò èçëó÷åíèÿ áûëî âïåðâûå ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàíî â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè [3, 4]. Â

ýòèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

ãàìèëüòîíèàí êàâåðíû ñòàíîâèòñÿ ñî âðåìåíåì âñå

áîëåå è áîëåå îòðèöàòåëüíûì, îäíîâðåìåííî ñ ýòèì

çíà÷åíèå P óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ðîñòó

àìïëèòóäû â êîëëàïñèðóþùåé îáëàñòè.

Íåñìîòðÿ íà ïðåäñêàçàíèÿ èåðàðõèè êâàçèêëàñ-

ñè÷åñêèõ êîëëàïñîâ, ðîëè èçëó÷åíèÿ â ýòèõ ïðîöåñ-

ñàõ è ïð., â ýòîé ïðîáëåìå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

îòêðûòûõ âîïðîñîâ. Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, íàèáî-

ëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îòíîñèòåëüíî òî÷íî-

ãî êðèòåðèÿ êîëëàïñà äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ

ÊÏ (8), ïðè÷åì òàêîãî æå óðîâíÿ ñòðîãîñòè, êàê è

êðèòåðèé Âëàñîâà �Ïåòðèùåâà �Òàëàíîâà äëÿ äâó-

ìåðíîãî ôîêóñèðóþùåãî ÍÓØ [25] èëè åãî îáîáùå-

íèå äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ, íàéäåííîå Çàõàðîâûì

[26] (î äðóãèõ îáîáùåíèÿõ ñì. [46]). Ýòè êðèòåðèè

äàþò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âîçíèêíîâåíèÿ êîëëàïñà

äëÿ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ îòðèöàòåëüíûì ãà-

ìèëüòîíèàíîì. Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî êðèòå-

ðèé äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ, íî ñ êóáè÷å-

ñêîé íåëèíåéíîñòüþ ôîêóñèðóþùåãî òèïà, áûë ïî-

ëó÷åí â ðàáîòå Òóðèöûíà è Ôàëüêîâè÷à [47]. Ñîãëàñ-

íî ýòîé ðàáîòå, äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ êîëëàïñà

òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîñòü ãàìèëüòîíèàíà.

Äðóãîé îòêðûòûé âîïðîñ êàñàåòñÿ ïîñòðîåíèÿ

àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíå-

íèÿ ÊÏ. Íàïîìíèì, ÷òî, êàê áûëî ïîêàçàíî â [11],

äâóìåðíîå óðàâíåíèå ÊÏ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

Ëàêñà è ñîîòâåòñòâåííî ïðèìåíåíèå ìåòîäà îá-

ðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî

ïîêàçàëî áîëüøóþ ýôôåêòèâíîñòü â àíàëèòè÷åñêèõ

èññëåäîâàíèÿõ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ. Äîñòà-

òî÷íî çäåñü óïîìÿíóòü ðàáîòó [12], â êîòîðîé áûëî

ïîñòðîåíî ðåøåíèå â âèäå ëàìïà è èññëåäîâàíà

çàäà÷à î ðàññåÿíèè äâóìåðíûõ ñîëèòîíîâ. Êàê èç-

âåñòíî, ñóùåñòâóåò äðóãîé ïîäõîä, òàê íàçûâàåìûé

ìåòîä Õèðîòû [28], êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü

íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ áîëüøî-

ãî ÷èñëà èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé. Ñðàâíèòåëüíî

íåäàâíî áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî òðåõìåðíîå

óðàâíåíèå ÊÏ òàêæå äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

Õèðîòû [29, 30]. Îäíàêî äî ñèõ ïîð âñå ïîñòðîåííûå

ðåøåíèÿ äëÿ òðåõìåðíîãî ÊÏ, îñíîâàííûå íà ýòîì

ïîäõîäå, îêàçûâàþòñÿ òîëüêî äâóìåðíûìè, ñì.

òàêæå [31, 32, 33, 34]. Ïîýòîìó îäíà èç ãëàâíûõ

çàäà÷ � ýòî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ òðåõìåðíûõ

ðåøåíèé, èìåþùèõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Íåîáõîäèìî

ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñóùåñòâîâàíèå

ïðåäñòàâëåíèÿ Õèðîòû íå ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå

ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðèò À. Ì. Êàì-

÷àòíîãî è Þ. À. Ñòåïàíÿíöà çà ïîëåçíûå îáñóæäå-

íèÿ è çàìå÷àíèÿ.

Ôèíàíñèðîâàíèå. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôè-

íàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà

(ãðàíò �17-01-00622).
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