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Получено аналитическое выражение для энергии взаимодействия двух сферически-симметричных час-
тиц через поле деформаций в кубических кристаллах с точностью до квадратичных членов по параметру
анизотропии d = c11 − c12 − 2c44. Построены диаграммы областей притяжения и отталкивания частиц,
спроектированных на плоскость xy. Найдено, что при d < 0 области притяжения формируются пре-
имущественно вдоль осей x и y. При d > 0 преимущественным направлением притяжения в линейном
приближении по параметру анизотропии d являются диагонали, однако, каждое направление «расщеп-
ляется» на два при наличии нелинейных поправок по d. Попутно отмечены ошибки и опечатки в предше-
ствующих работах, выполненных в приближении изотропной среды (d = 0) и в линейном приближении
по параметру d.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Вопрос о взаимодействии точечных дефектов,
ионов, электронов или спинов в конденсированных
средах имеет богатую историю. Достижения в реше-
нии этой проблемы освещены в ряде монографий:
Ландау, Лифшица «Теория упругости» [1], Косеви-
ча [2], Стоунхэма [3], Эшелби [4], Мура [5] и др. Ос-
новополагающей является работа И. М. Лифшица
и Розенцвейга [6], в которой был предложен метод
решения уравнения упругости через тензор Грина и
получен ряд важных соотношений и, в частности,
аналитический вид тензора Грина для изотропной
среды.
В развитии теории взаимодействия спинов через

поле фононов важную роль сыграли работы Ами-
нова, Кочелаева [7] и Орбаха, Тачики [8]. В работе1)

[9] было доказано, что теория взаимодействия при-
месных центров произвольной природы через по-
ле деформаций и квантовая теория взаимодействия
через поле акустических фононов (в пренебреже-
нии эффектами запаздывания) приводят к одина-
ковым результатам. При этом было отмечено, что в
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1) В формулах (19a) и (19с) допущены опечатки. Вместо

+b перед последней круглой скобкой в (19а) должно стоять
(−b), а в (19с) вместо −6 должно быть +6.

рамках теории упругости удается быстрее получить
компактные аналитические выражения для энер-
гии взаимодействия примесных центров, нежели в
квантово-механических расчетах.

Дальнейшие обобщения теории на случай анизо-
тропных сред стали особенно актуальными в связи
с начавшимися исследованиями систем с орбиталь-
но-вырожденными состояниями ионов переходных
металлов [10] и проблемой объяснения природы
страйповых структур [11] в манганитах, купратах
[12], особенности диффузии в пористых средах [13]
и полупроводниках [14]. Кроме того, как это было
выяснено еще в работах Эшелби [4], взаимодействие
сферически-симметричных включений в изотроп-
ной среде вовсе отсутствует. Это обстоятельство до-
полнительно стимулировало исследования эффек-
тов анизотропии.

Как уже отмечалось [11], анизотропия в кубиче-
ских кристаллах возникает по двум причинам: 1) па-
раметры связи иона с незаполненной электронной
оболочкой с окружающей решеткой в общем слу-
чае анизотропны; 2) упругие свойства среды разные
вдоль различных направлений. В настоящем сооб-
щении мы обсуждаем наиболее простой, но необ-
ходимый для приложений случай: взаимодействую-
щие частицы сферически-симметричны, а кубичес-
кая среда характеризуется всеми тремя модулями
упругости c11, c44 и c12.
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Ниже, как в [6] и последующих работах, будем
использовать обозначения a = c12, b = c44, d = c11 −
− c12− 2c44. Случай d = 0 соответствует изотропной
среде. Полученные к настоящему времени резуль-
таты, даже в линейном приближении по парамет-
ру анизотропии d противоречивы. Так, в публика-
циях [15, 16] и затем в [13] отмечалось, что в работе
И. М. Лифшица, Розенцвейга упущены важные сла-
гаемые в тензоре Грина, которые тоже линейны по
параметру d. Авторы работ [13, 16] предложили но-
вые формулы в качестве решения основного уравне-
ния упругости, однако они не сводятся друг к другу.
Кроме того, формула Дедерикса, Лебфрида [16] во-
шла в ряд монографий по теории взаимодействия
дефектов (Стоунхэма [3] и др.), а между тем, как
будет попутно показано ниже, она не верна. Основ-
ная цель данной работы — получить аналитическое
выражение для энергии взаимодействия сферичес-
ки-симметричных частиц произвольной природы в
кубической среде с точностью до квадратичных чле-
нов по параметру анизотропии d.

2. ТЕНЗОР ГРИНА В СЛУЧАЕ СЛАБОЙ
АНИЗОТРОПИИ

Получить аналитическое решение уравнения
упругости для тензора Грина

∂2Gmn(r)

∂Xj∂Xl
λijml + δinδ(r) = 0 (1)

с упругими постоянными вида

λijkl = aδijδkl + b (δilδjk + δikδjl) + dδijkl , (2)

как известно [6], в общем случае невозможно. Мож-
но попытаться найти его в линейном приближении
по параметру d. Такая попытка впервые была пред-
принята в работе [6]. Однако в связи со сложностью
расчета корректного выражения для тензора Грина
получить не удалось.
Решение уравнения (1) проводится в два этапа.

Вначале, как и в работе [6], используется интеграль-
ное фурье-преобразование. Получившаяся в резуль-
тате такой операции система алгебраических урав-
нений для фурье-образов [5, 9]

Gxx(p) = [b2p4 + b(a+ b+ d)(p2y + p2z)p
2 +

+ d(2a+ 2b+ d)p2yp
2
z]/Δ,

Gxy(p) = Gyx(p) = −(a+ b)pxpy[dp
2
z + bp2]/Δ

(3)

решается по формулам Крамера, в которых детер-
минант Δ записывается в виде

Δ = Ap6 +B(p2xp
2
y + p2xp

2
z + p2yp

2
z)p

2 + Cp2xp
2
yp

2
z (4)

при следующих введенных обозначениях:

A = b2(a+ 2b+ d), B = bd(2a+ 2b+ d),

C = d2(3a+ 3b+ d).
(5)

Затем проводится обратное преобразование Фурье

Gij(r) =
1

(2π)3

∫
Gij(p) exp

−ip·r dp3. (6)

Для надежности расчета оно проводилось нами дву-
мя способами. В первом определялись корни знаме-
нателя, фигурирующего в выражениях (3), и затем
проводилось интегрирование с использованием ин-
тегрального представления δ-функции.
В другом методе множитель eip·r раскладывался

по сферическим гармоникам

eip·r = 4π
∞∑
l=0

l∑
m=−l

iljl(pr)Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θr, φr), (7)

где jl(pr) — сферические функции Бесселя. Свой-
ство ортогональности сферических функций позво-
ляет легко выполнить интегрирование по угловым
переменным.
В итоге оба метода привели к одинаковым ре-

зультатам:

Gzz(r) =
1

4πbr

[
1− β

2

(
1− n2

z

)]
−

− d

8πb2r

[
n2
p −

3β

2
n4
p +

β2

12

(
5
(
n6
x + n6

y

)
+

+ 10
(
1− n6

z

)− 21n2
pn

2
z − 6

(
n4
x + n4

y

) )]
,

Gxy(r) =
nxny

8πbr
β − dnxny

32πb2r
β×

×
[
3
(
n2
z+1

)−β
(
3
(
n2
x+n2

y

)
+ 5n4

z−5n2
xn

2
y

)]
.

(8)

Здесь для краткости используются обозначения

nx,y,z =
x, y, z

r
, np =

√
n2
x + n2

y, β =
a+ b

a+ 2b
. (9)

Остальные компоненты получаются из приведенных
циклической заменой x → y → z → x. Этот ре-
зультат затем был проверен путем непосредственной
подстановки в уравнение (1).
Отметим, что решение (8) после некоторых ал-

гебраических преобразований сводится к виду тен-
зора Грина, предложенному Остапчуком [13].

3. ВЫВОД ФОРМУЛЫ ДЛЯ ЭНЕРГИИ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Энергию взаимодействия i-й частицы с полем де-
формаций, как и в работе [9], запишем в виде

Hi = σi
αβ∇i

βuα(ri). (10)
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Компоненты вектора смещений uα связаны с тензо-
ром деформации εαγ соотношением [1]

εαγ =
1

2

(
∂uα

∂xγ
+

∂uγ

∂xα

)
. (11)

Формула для энергии взаимодействия дефектов,
расположенных в точках ri и rj через поле дефор-
маций определяется через тензор Грина следующим
образом [2]2):

Hij = σi
αβσ

j
γη∇i

β∇i
ηGαγ(ri − rj). (13)

Мы обсуждаем случай частиц со сферической сим-
метрией, поэтому σαβ = σδαβ . Конкретный вид па-
раметра σ определяется спецификой задачи, т. е.
он различен для дефектов структуры, электронных
оболочек и т. п. Мы сосредотачиваемся на решении
общей для всех этих частиц (а также и квазичастиц)
проблемы, связанной с упругими свойствами среды,
выступающими в качестве переносчика взаимодей-
ствия.
Подставляя в (13) выражения для компонент

тензора Грина (8), как и в [13, 14], получаем3)

H
(1)
ij =

15d
(
n4
x + n4

y + n4
z − 3/5

)
σiσj

8π(a+ 2b)2r3
. (14)

Опишем еще один альтернативный вариант рас-
чета, так как комбинирование вторых производных
с компонентами тензора σαβ при выводе (14) доволь-
но утомительно. Подставляя выражение (6) в (13),

2) Во избежание недоразумений здесь мы явно указываем,
что дифференцирование проводится по переменным одного
и того же узла. Это обстоятельство, как нам представляет-
ся, не было учтено в работе [17] при выводе энергии взаи-
модействия примесей в стеклах. Формула в (17) не согла-
суется с результатом, полученным по квантовой теории [9].
Выражение для энергии взаимодействия в изотропной среде,
записанное через скорости продольного и поперечного зву-
ка vl =

√
(a + 2b)/ρ, vt =

√
b/ρ, соответствующее квантовой

теории, имеет вид

H
(0)
ij =

1

4πρr3ijv
2
t

[
3σi

αβσ
j
γα

xαxβ

r2
− σi

αβσ
j
αβ

]
+

+
1

8πρr3ij

(
1

v2t
− 1

v2l

)[
15σi

αβσ
j
γδ

xαxβxγxδ

r2
−3(4σi

αβσ
j
γα +

+ σi
αασ

j
γβ + σi

γβσ
j
αα)

xγxβ

r2
+ 2σi

αβσ
j
αβ + σi

αασ
j
ββ

]
. (12)

Приведенная формула (12) по общему знаку соответствует
также формуле (2.7) работы [18], полученной в рамках тео-
рии упругости для изотропной среды. Что касается отличия
(12) от выражения (16) в работе [9], то оно связано с допу-
щенными при печати опечатками.

3) Причина ошибки Эшелби в знаке перед энергией взаи-
модействия дефектов пояснена в работах [13, 14].

проводим дифференцирование и группировку сла-
гаемых под знаком интеграла. В линейном прибли-
жении по параметру d (при r �= 0) получаем

H
(1)
ij = −2

σiσj

(2π)3
d

(a+ 2b)2
×

×
∫

p2xp
2
y + p2xp

2
z + p2yp

2
z

p4
e−ip·rdp3. (15)

Далее, используя формулу (7) и соотношение орто-
гональности сферических функций, приходим к вы-
ражению

H
(1)
ij =

σiσj

2π2

d

(a+ 2b)2

[
x4 + y4 + z4

r4
− 3

5

]
×

×
∞∫
0

j4(pr)p
2dp. (16)

Оставшийся интеграл вычисляется по известной
формуле

∞∫
0

p2jl(pr) dp =
π

r32l/2
(l + 1)!!

(l/2− 1)!
. (17)

Итоговое выражение совпадает с (14). Отметим, что
описанный метод расчета весьма эффективен и по-
этому мы используем его для расчета квадратич-
ной по d поправки к энергии взаимодействия. В им-
пульсном представлении она определяется выраже-
нием

H
(2)
ij =

σiσjd
2

(2π)3b2(a+ 2b)
×

×
{
4b(a+b)

(2b+a)2

∞∫
0

(p2xp
2
y+p2xp

2
z+p2yp

2
z)

2

p8
e−ip·rdp3 +

+
b(2b− a)

(2b+ a)2

∞∫
0

(p2xp
2
y + p2xp

2
z + p2yp

2
z)

p4
e−ip·rdp3 −

− 3b

(a+ 2b)

∞∫
0

p2xp
2
yp

2
z

p6
e−ip·rdp3

}
. (18)

В координатном представлении результат удобно за-
писать в виде разложения по функциям, преобразу-
ющимся по единичному (Γ1) представлению кубиче-
ских точечных групп [19], т. е. следующим образом:

H
(2)
ij =

σiσjd
2

r32πb2(2b+ a)
×

×
{
A4C(4,Γ1) +A6C(6,Γ1) +A8C(8,Γ1)

}
, (19)
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где

C(4,Γ1) =
5

2

{
z4 + x4 + y4 − 3

5
r4
} 1

r4
,

C(6,Γ1) =
1

2

{
7(z6 + x6 + y6)+

+ 210x2y2z2 − 5r6
} 1

r6
,

C(8,Γ1) =
{
(z8 + y8 + x8)+

+35(x4y4 + x4z4 + z4y4)− 14(z6x2 + y6x2 +

+ z6y2+y6z2 + x6y2 + x6z2)
} 1

r8
.

(20)

Коэффициенты разложения Ai равны

A4 = − 9

286

b(3a+ 68b)

(a+ 2b)2
, A6 =

1

88

b(14b− a)

(a+ 2b)2
,

A8 =
63

104

b(a+ b)

(a+ 2b)2
.

(21)

Величины A4, A6 и A8 могут быть записаны через
скорости продольного и поперечного звука в кри-
сталле. Так, например, если выбрать в качестве на-
правлений оси четвертого и третьего порядков, то
три минимально необходимые скорости звука выра-
жаются через a, b и d следующим образом [20]:

νt4 = νt2 =
√
b/ρ,

νl4 = νl2 =
√
(d+ a+ 2b)/ρ,

νl3 =
√
(d+ 2a+ 4b)/ρ.

(22)

4. ДИАГРАММЫ ОБЛАСТЕЙ
ПРИТЯЖЕНИЯ И ОТТАЛКИВАНИЯ И

ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Область применения теории взаимодействия
сферических частиц довольно широка. В качестве
еще одной, не упомянутой во введении, укажем
физику соединений, активированных редкозе-
мельными ионами. Электрон-деформационное
взаимодействие с окружающими ионами решетки
главным образом определяется перекрыванием
заполненных (т. е. сферически-симметричных)
внешних 5s- и 5p-оболочек с ионами решетки.
Так, по расчетам Малкина [21] при внедрении
редкоземельных ионов в кристаллы типа флюо-
рита (CaF2) параметр электрон-деформационного
взаимодействия σαα ∼ 2–7 эВ. На расстояниях
r = 7 Å получаем энергию отталкивания вдоль
осей четвертого порядка 10−3–10−2 эВ и энергию
притяжения 10−4–10−3 эВ.
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Рис. 1. Диаграммы энергии взаимодействия двух частиц
при d > 0 в относительных единицах, спроектированные
на плоскость xy: a — линейное приближение по параметру
d, б — поправки пропорциональные d2, в — сумма линей-
ных и квадратичных вкладов. Одна из частиц находится в
начале координат, в центре куба. Белые области (Hij > 0)
и черные (Hij < 0) означают соответственно отталкива-
ние и притяжение частиц. Координатные оси направлены

вдоль осей четвертого порядка
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Рис. 2. Поверхность постоянной энергии взаимодействия
H

(1)
ij +H

(2)
ij = const < 0 (область притяжения) двух частиц

при d > 0 (например, в кристалле CaF2) в относительных
единицах. Координатные оси направлены вдоль осей чет-
вертого порядка. Черными линиями отмечены направле-
ния [cos(π/8)2

√
2/4 sin(π/8)], [

√
2/4 sin(π/8) cos(π/8)2],

[sin(π/8) cos(π/8)2
√
2/4] наибольшего притяжения частиц

Области притяжения и отталкивания между час-
тицами зависят от ориентации рассматриваемой па-
ры относительно осей симметрии кубической среды
и знака параметра d. На рис. 1 мы приводим диа-
грамму областей притяжения и отталкивания для
случая d > 0. На рис. 2 приведено трехмерное изоб-
ражение областей притяжения. Как видно, частицы
наиболее сильно притягиваются вдоль направлений[

cos(π/8)2
√
2/4 sin(π/8)

]
,

[√
2/4 sin(π/8) cos(π/8)2

]
,

[
sin(π/8) cos(π/8)2

√
2/4

]
.

Квадратичные поправки по параметру анизотропии
существенно модифицируют области притяжения,
«расщепляя» их на части.
Для кристалла MgO при d < 0 [22] (рис. 3,

рис. 4), квадратичная поправка усиливает области
притяжения, проходящие вдоль осей кристалла.
В заключение отметим, что полученное выраже-

ние для тензора Грина и формулы для расчета энер-
гии взаимодействия частиц могут быть обобщены на
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Рис. 3. Диаграмма энергии взаимодействия двух частиц
при d < 0 (например, ионы Mn2+ в MgO) в относитель-
ных единицах, спроектированная на плоскость xy. Темные

зоны (Hij < 0) соответствуют притяжению частиц

yx

z

–1.0
–1.0

1.0
1.0

1.0

–0.5–0.5

–0.5

00

0

0.50.5
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Рис. 4. Поверхность постоянной энергии взаимодействия
H

(1)
ij +H

(2)
ij = const < 0 (область притяжения) двух частиц

при d < 0 (например, в кристалле MgO). Черными линия-
ми отмечены направления [1 0 0], [0 1 0], [0 0 1] наиболь-

шего притяжения двух частиц

случай орбитально-вырожденных состояний ионов
переходных металлов. И в этом аспекте результаты
данной работы выходят за рамки теории взаимодей-
ствия сферически-симметричных частиц.
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