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Работы Льва Петровича Питаевского могут служить ориентиром для выбора интересной темы исследо-
ваний. Примером является статья [1], популяризирующая строгие результаты в неравновесной статисти-
ческой физике. В настоящей заметке строго доказано, что неравновесное состояние, в среднем, является
локальным минимумом энтропии. Это утверждение по смыслу соответствует «возрастанию энтропии»,
имеющему место в статистической механике, и не нарушает симметрию микроскопического движения
по отношению к обращению времени: первая производная от энтропии по времени равна нулю Ṡ = 0, а
вторая — неотрицательна S̈ ≥ 0.

Статья для специального выпуска ЖЭТФ, посвященного 85-летию Л. П. Питаевского
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1. ВВЕДЕНИЕ

Согласно второму закону термодинамики, наибо-
лее вероятным следствием начального неравновес-
ного состояния замкнутой системы является моно-
тонный рост ее энтропии [2]. Это утверждение час-
то записывают в виде неравенства Ṡ ≥ 0, которое
проводит явное различие между прошлым и буду-
щим. О такой асимметрии обычно говорят как о
необратимости термодинамики и противопоставля-
ют ее совершенной симметрии механики (как клас-
сической, так и квантовой) по отношению к обраще-
нию времени. Одно из возражений (также известное
как парадокс Лошмидта) к доказательствуH-теоре-
мы Больцмана основано на этом противоречии: не
должно быть возможным выделить предпочтитель-
ное направление времени, базируясь на симметрич-
ной динамике.

Чтобы разрешить это затруднение, мы следуем
соображениям, обсуждавшимся Бронштейном, Лан-
дау [3] и Пайерлсом [4]. Рассмотрим равновесный ан-
самбль, состоящий из большого количества экзем-
пляров одной и той же замкнутой системы. Обра-
тимые по времени уравнения движения определя-
ют путь (последовательность состояний) для каж-
дой реализации. Проекции этих путей на плоскость
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Некоторый «прямой» путь p с энтропией s(t), соответству-
ющий «обратный» путь p∗ с энтропией s(−t) и «средняя»

энтропия S(t)

(t, S) — это графики зависящей от времени энтро-
пии s(t). Флуктуации отвечают за отклонения s(t)

от равновесной энтропии Smax. Средняя энтропия
не зависит от времени: 〈s(t)〉 = const � Smax.

Теперь выберем подансамбль, соответствующий
одной и той же энтропии s(0) = S0 < Smax в момент
t = 0, см. рисунок. Соответствующие пути пред-
ставляют более или менее невероятные флуктуации,
проекции этих путей на плоскость (t, S) проходят
через S0 при t = 0. Для каждого пути p (с энтропи-
ей s(t)) существует сопряженный, обращенный по
времени путь p∗ (с энтропией s(−t) — сама энтро-
пия инвариантна по отношению к обращению време-
ни). Этот подансамбль симметричен по отношению
к обращению времени и вероятности «прямых» и
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«обратных» путей равны. Усредненный график то-
же совершенно симметричен. Условная усредненная
энтропия (обозначаемая ниже 〈. . . 〉0 ≡ 〈. . . 〉s(0)=S0

)
больше не постоянна S(t) ≡ 〈s(t)〉0 �= const, но яв-
ляется четной функцией времени, S(t) = S(−t), и
имеет нулевую производную в начале отсчета вре-
мени:

Ṡ(0) = 〈ṡ(0)〉0 = 0. (1)

Второй закон термодинамики в этой картине озна-
чал бы, что функция S(t) имеет минимум при t = 0.
Локальная симметричная по отношению к обраще-
нию времени формулировка Второго закона, таким
образом, дается неравенством

S̈(0) = 〈s̈(0)〉0 ≥ 0. (2)

Интересно, что это утверждение допускает строгий
анализ.

2. КЛАССИЧЕСКИЙ ПРИМЕР

Рассмотрим простую задачу о термализации за-
мкнутой системы, состоящей из двух подсистем с
различающимися в начальный момент температура-
ми T1 и T2. Полная функция Гамильтона H(q,p) =

= H1(q,p) + H2(q,p) задает сохраняющуюся пол-
ную энергию системы и учитывает вклад взаимо-
действия. Обозначим обобщенные координаты и им-
пульсы всей системы как q и p. Начальная функция
распределения соответствует локальному равнове-
сию:

ρ(q,p) =
exp(−N(q,p))∫

exp(−N(q,p)) dq dp

≡ Ae−N(q,p),

где A > 0 — постоянная нормировки, а N(q,p) —
«взвешенная функция Гамильтона»:

N(q,p) =
H1(q,p)

T1
+

H2(q,p)

T2
.

Похожая ситуация обсуждается в работе [5], но в
этом сценарии взаимодействие «включается» толь-
ко временно. Удобно следить за изменением вели-
чины N(q,p): в замкнутой системе она однознач-
но определяет передачу энергии (или тепла) между
подсистемами.

Динамику величины N вблизи начального состо-
яния (так что T1 и T2 можно считать постоянными)
следует идентифицировать с производством энтро-

пии, в соответствии с (1) скорость в начальный мо-
мент времени равна нулю1):

Ṡ = 〈ṡ〉0 = 〈ṡ1 + ṡ2〉0 =

〈
Ḣ1

T1
+

Ḣ2

T2

〉
0

≡
〈
Ṅ
〉
0
=

=

∫
Ṅρ dq dp = A

∫
Ṅe−Ndq dp =

= −A

∫
d

dt
e−Ndq dp = 0. (3)

Как и следовало ожидать из второго закона тер-
модинамики (2), вторая производная оказывается
неотрицательной:

〈
N̈
〉
0
=

∫
N̈ρ dq dp =

= A

∫
N̈e−Ndq dp = −A

∫
Ṅ

d

dt
e−Ndq dp =

= A

∫ (
Ṅ
)2

e−Ndq dp ≥ 0. (4)

3. КВАНТОВОМЕХАНИЧЕСКИЙ ПРИМЕР

Аналогичный результат можно получить для
квантовомеханической эволюции. Гамильтонианы
обеих подсистем эрмитовы, их сумма дает полный
гамильтониан Ĥ = Ĥ1+ Ĥ2. Матрица плотности на-
чального состояния опять соответствует состоянию
локального равновесия с температурами T1 и T2:

ρ̂ =
exp(−N̂)

Tr exp(−N̂)
≡ Ae−N̂ ,

где N̂ = Ĥ1/T1 + Ĥ2/T2. Заметим, что из-за взаимо-
действия ([H1, H2] �= 0) матрицу плотности нельзя
факторизовать:

e−N̂ �= e−Ĥ1/T1e−Ĥ2/T2 .

Оператор N̂ тоже эрмитов и его собственные век-
торы образуют полный набор. Они также являются
собственными для матрицы плотности:

N̂ |n〉 = n |n〉 , ρ̂ |n〉 = Ae−n |n〉 .
Для начала, опять, проверим, что первая про-

изводная не разрушает симметрию по отношению к
обращению времени:〈

ˆ̇N
〉
0
= Tr ρ̂ ˆ̇N = iTr ρ̂[Ĥ, N̂ ] = 0. (5)

1) Преобразования в уравнениях (3) и (4) базируются на
теореме Лиувилля:

∫
ḟ(q,p) dq dp = 0 для произвольной ди-

намической переменной f(q,p).
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Усреднение второй производной оказывается
чуть сложнее (ниже мы обозначаем Hnn′ =

= 〈n| Ĥ |n′〉):
〈
ˆ̈N
〉
0
= Tr ρ̂ ˆ̈N = −Tr ρ̂

[
Ĥ, [Ĥ, N̂ ]

]
=

= −Tr
(
ĤN̂ ρ̂Ĥ−ρ̂ĤN̂Ĥ−N̂Ĥρ̂Ĥ+ρ̂N̂ ĤĤ

)
=

= −A
∑
nn′

(
Hnn′n′e−n′

Hn′n − e−nHnn′n′Hn′n −

− nHnn′e−n′
Hn′n + e−nnHnn′Hn′n

)
=

= −A
∑
nn′

|Hnn′ |2 (n′ − n)
(
e−n′ − e−n

)
≥ 0. (6)

Это неравенство подразумевает, что рассмотренное
неравновесное состояние является локальным мини-
мумом энтропии: оно происходит, в среднем, из со-
стояний с более высокой энтропией и эволюциони-
рует, в среднем, в состояния с еще более высокой
энтропией. Другими словами, при t � 0 энергия, в
среднем, течет от более горячей подсистемы к более
холодной.

Мы разделяли систему на две части только для
удобства, доказательство не зависит от точного чис-
ла подсистем. Полученный результат можно приме-

нить к произвольному пространственному распреде-
лению температуры T (x), используя определение

N̂ =

∫
Ĥx

T (x)
dx,

где Ĥx — плотность гамильтониана.

Я благодарю А. Ф. Андреева и О. А. Судакова
за полезное обсуждение.
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5. C. Jarzynski and D. K.Wójcik, Phys. Rev. Lett. 92,
230602 (2004).

1050



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


