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Рассмотрена проблема опрокидывания волны в бозе-эйнштейновском конденсате при ее распространении
в покоящуюся среду, когда начальный профиль в момент опрокидывания можно аппроксимировать сте-
пенной функцией вида (−x)1/n. Эволюция волны описывается уравнением Гросса –Питаевского, так что
в результате опрокидывания образуется дисперсионная ударная волна, которую в рамках подхода Гуре-
вича –Питаевского можно представить как промодулированное периодическое решение уравнения Грос-
са –Питаевского, а эволюция параметров модуляции описывается уравнениями Уизема, получаемыми
усреднением законов сохранения по быстрым осцилляциям в волне. Решение модуляционных уравнений
Уизема получено в замкнутой форме для n = 2, 3, а скорости краев дисперсионной ударной волны при
асимптотически больших временах эволюции найдены при произвольных целых n > 1. Рассмотренная
задача может быть приложена к описанию образования дисперсионных ударных волн, наблюдавшихся в
экспериментах с бозе-эйнштейновским конденсатом.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Как известно, нелинейные волны без учета эф-
фектов вязкости или дисперсии «опрокидываются»,
т. е. после некоторого критического момента време-
ни формальное решение соответствующих эволю-
ционных уравнений становится многозначным (см.,
например, [1]). В классической газовой динамике
эта проблема устраняется учетом малых диссипа-
тивных эффектов, так что вместо области много-
значности в решении возникает ударная волна —
узкая область перехода от течения с одними значе-
ниями параметров, характеризующих течение, к те-
чению с другими значениями параметров. Ширина
этой области перехода пропорциональна коэффици-
ентам, характеризующим диссипативные процессы,
и в реальных условиях имеет обычно порядок вели-
чины длины пробега молекул в газе. Поэтому в мак-
роскопической теории эту область можно считать
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разрывом параметров течения среды, причем при
прохождении среды через разрыв должны выпол-
няться законы сохранения массы, импульса и энер-
гии. Сформулированная на этой основе теория удар-
ных волн получила большое развитие и нашла мно-
гочисленные приложения (см., например, [1, 2]).

Однако в современной физике зачастую прихо-
дится иметь дело с течениями среды, в которой
диссипативными процессами в первом приближе-
нии можно пренебречь, и нелинейное опрокидыва-
ние волны устраняется учетом дисперсионных эф-
фектов, приводящих вместо области многозначно-
сти к образованию дисперсионной ударной волны
(ДУВ), т. е. эволюционирующей области нелинейно-
го волнового движения среды. Впервые такого ро-
да эффекты изучались в теории ундулярных бор
в течении мелкой воды (см., например, [3]), а об-
щий характер этого явления был осознан Сагдее-
вым [4], указавшим, что в диспергирующих волно-
вых системах опрокидывание волны ведет к обра-
зованию протяженной волновой структуры, соеди-
няющей разные состояния течения аналогично то-
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му, как переход в ударной волне соединяет разные
состояния течения среды с доминированием дисси-
пации. В типичных случаях дисперсионная ударная
волна занимает расширяющуюся со временем об-
ласть пространства, причем на одном своем крае эта
волна представляет собой последовательность соли-
тонов, а на другом крае она вырождается в малоам-
плитудную гармоническую волну, распространяю-
щуюся с соответствующей групповой скоростью. Ос-
новной теоретический подход к описанию ДУВ был
предложен в классической работе Гуревича и Пи-
таевского [5] на основе теории модуляции нелиней-
ных волн Уизема [6]. В этом подходе ДУВ представ-
ляется в виде промодулированного периодического
решения соответствующего нелинейного волнового
уравнения и медленная эволюция модуляционных
параметров подчиняется уравнениям Уизема, полу-
чаемым усреднением законов сохранения по быст-
рым колебаниям физических переменных в волне.
Гуревич и Питаевский рассмотрели две типичные
задачи об опрокидывании волны, эволюция кото-
рой описывается уравнением Кортевега – де Фриза
(КдФ). Во-первых, они дали полное аналитическое
решение задачи о распаде разрыва, когда началь-
ное распределение амплитуды импульса имеет рез-
кий скачок. Во-вторых, они нашли основные харак-
теристики ДУВ вблизи точки типичного опрокиды-
вания волны, когда начальное распределение в мо-
мент опрокидывания задается кубической парабо-
лой. Позднее более полное аналитическое решение
этой задачи было получено Потеминым [7] (см. так-
же [8]). В дальнейшем подход Гуревича и Питаев-
ского к теории ДУВ получил большое развитие и
был распространен на другие уравнения (см., напри-
мер, обзор [9]).

Одним из важных приложений теории ДУВ яв-
ляется динамика бозе-эйнштейновского конденса-
та, описываемая уравнением Гросса –Питаевского
[10, 11], которое мы запишем здесь для простоты в
стандартных безразмерных переменных для одно-
мерного течения конденсата:

iψt +
1

2
ψxx − |ψ|2ψ = 0, (1)

где ψ — «волновая функция» конденсата, текуще-
го вдоль координаты x, причем предполагается, что
взаимодействие между атомами является отталки-
вающим, что обеспечивает устойчивость его одно-
родного состояния. Исследованию уравнения (1) по-
священо огромное количество работ. В частности,
его решение в виде темного солитона было получено
в работе [12], а периодические решения, например,

в [13]. Интегрируемость уравнения (1) методом об-
ратной задачи рассеяния была установлена в работе
[14], а на основе этого подхода модуляционные урав-
нения были выведены в работах [15, 16]. Наконец,
задача о распаде начального разрыва была иссле-
дована в [13, 17], а типичное опрокидывание волны
было изучено в [18]. Разработанный в этих работах
аппарат нашел приложения к описанию динамики
ДУВ в бозе-эйнштейновском конденсате.

Впервые ДУВ в конденсате наблюдались в экспе-
рименте [19, 20], где ударная волна образовывалась
под действием расталкивающего конденсат лазер-
ного излучения. Интерпретация наблюдений, пред-
ставленных в докладе [19], как проявления динами-
ки ДУВ, была предложена в работе [21], а в [20]
для описания этого эксперимента была использо-
вана теория работ [13, 17], где предполагается, что
ДУВ образуется в результате появления разрыва.
Хотя такой разрыв может образоваться, если тече-
ние конденсата обусловлено движением поршня с
постоянной скоростью [22], тем не менее такой слу-
чай является весьма специфическим и в типичных
ситуациях волна, распространяющаяся в глубь по-
коящейся среды, опрокидывается из профиля, име-
ющего некую корневую особенность, а не резкий
разрыв. Например, особенность в виде квадратно-
го корня возникает при равноускоренном движении
поршня [23], и уже из этого примера ясно, что ре-
альное движение конденсата может иметь достаточ-
но произвольную особенность в момент опрокиды-
вания волны. В настоящей работе мы рассмотрим
образование ДУВ при опрокидывании волны с на-
чальной особенностью вида (−x)1/n. Детальная тео-
рия будет развита для n = 2 и n = 3, а такие важные
характеристики ДУВ, как законы движения ее кра-
ев, будут получены для произвольного целого n > 1.
Развитая теория дает основу для описания доста-
точно общих движений конденсата при опрокиды-
вании волны.

2. МЕТОД ГУРЕВИЧА– ПИТАЕВСКОГО

Выпишем сначала основные соотношения мето-
да Гуревича –Питаевского в теории ДУВ примени-
тельно к динамике бозе-эйнштейновского конденса-
та, подчиняющейся уравнению Гросса –Питаевского
(1). Периодические решения этого уравнения удоб-
но представить через более наглядные физические
переменные, сделав в нем подстановку
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ψ(x, t) =
√
ρ(x, t) exp

⎛
⎝i

x∫
u(x′, t) dx′

⎞
⎠ , (2)

так что после разделения действительной и мнимой
частей мы приходим к системе

ρt + (ρu)x = 0,

ut + uux + ρx +

[
ρ2x
8ρ2

− ρxx
4ρ

]
x

= 0.
(3)

Здесь ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 является плотностью кон-
денсата, а u(x, t) — скоростью его течения. Перио-
дическое решение в этих переменных может быть
представлено в виде

ρ =
1

4
(λ4 − λ3 − λ2 + λ1)

2 + (λ4 − λ3)×

× (λ2 − λ1) sn
2
(√

(λ4 − λ2)(λ3 − λ1) θ,m
)
, (4)

u = V − j

ρ
, (5)

где

j =
1

8
(−λ1 − λ2 + λ3 + λ4)×

× (−λ1 + λ2 − λ3 + λ4)(λ1 − λ2 − λ3 + λ4),

θ = x− V t, V =
1

2

4∑
i=1

λi,

m =
(λ2 − λ1)(λ4 − λ3)

(λ4 − λ2)(λ3 − λ1)
.

(6)

Это решение зависит от четырех параметров λ1 ≤
≤ λ2 ≤ λ3 ≤ λ4, через которые выражаются основ-
ные характеристики волны. В частности, ее длина
волны равна

L =
2K(m)√

(λ4 − λ2)(λ3 − λ1)
, (7)

где K(m) — полный эллиптический интеграл перво-
го рода. В пределе λ3 → λ2, когда m → 1 и L →
→ ∞, периодическая волна преобразуется в соли-
тонное решение

ρ = ρ0 − as

ch2
(√
as(x− Vst)

) , (8)

где фоновая плотность ρ0, вдоль которой распро-
страняется темный солитон, его амплитуда as и ско-
рость Vs равны

ρ0 =
1

4
(λ4 − λ1)

2, as = (λ4 − λ2)(λ2 − λ1),

Vs =
1

2
(λ1 + 2λ2 + λ4).

(9)

В противоположном пределе λ3 → λ4, когда m→ 0,
амплитуда волны стремится к нулю и она превра-
щается в линейную гармоническую волну, бегущую
по фону с постоянной плотностью ρ0.

В ДУВ параметры λi становятся медленными
функциями x и t, которые мало изменяются на од-
ной длине волны L, поэтому можно усреднить зако-
ны сохранения уравнения (1) по быстрым колебани-
ям в волне и получить в результате эволюционные
уравнения Уизема для модуляционных параметров
λi. Эти уравнения можно представить в форме

∂λi
∂t

+ vi(λ)
∂λi
∂x

= 0, i = 1, 2, 3, 4, (10)

где характеристические скорости равны

vi(λ) =

(
1− L

∂iL
∂i

)
V, i = 1, 2, 3, 4 ,

∂i ≡ ∂/∂λi.

(11)

Подстановка сюда формул (6) и (7) дает конкретные
выражения для скоростей:

v1 =
1

2

∑
λi − (λ4 − λ1)(λ2 − λ1)K

(λ4 − λ1)K − (λ4 − λ2)E
,

v2 =
1

2

∑
λi +

(λ3 − λ2)(λ2 − λ1)K

(λ3 − λ2)K − (λ3 − λ1)E
,

v3 =
1

2

∑
λi − (λ4 − λ3)(λ3 − λ2)K

(λ3 − λ2)K − (λ4 − λ2)E
,

v4 =
1

2

∑
λi +

(λ4 − λ3)(λ4 − λ1)K

(λ4 − λ1)K − (λ3 − λ1)E
,

(12)

где E = E(m) — эллиптический интеграл второго
рода. Переменные λi называются римановыми инва-
риантами системы модуляционных уравнений Уизе-
ма. Нам также понадобятся предельные выражения
для этих скоростей на краях ДУВ. На солитонном
крае, где λ3 = λ2 и m = 1, получаем

v1 =
3

2
λ1 +

1

2
λ4 , v4 =

3

2
λ4 +

1

2
λ1,

v2 = v3 =
1

2
(λ1 + 2λ2 + λ4),

(13)

а на малоамплитудном крае при λ3 = λ4 и m = 0

имеем

v1 =
3

2
λ1 +

1

2
λ2 , v2 =

3

2
λ2 +

1

2
λ1,

v3 = v4 = 2λ4 +
(λ2 − λ1)

2

2(λ1 + λ2 − 2λ4)

(14)

(формулы для аналогичного предела λ1 = λ2 нам не
понадобятся).
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В обобщенном методе годографа [24] решения
уравнений (10) ищутся в виде

x− vi(λ)t = wi(λ), i = 1, 2, 3, 4, (15)

где vi(λ) — скорости (12), а wi(λ) — искомые функ-
ции. Если они найдены, то x = x(λ) и t = t(λ)

оказываются заданными неявно функциями от па-
раметров λi. Ввиду того, что эти функции должны
быть обращены и модуляционные параметры долж-
ны стать функциями λi = λi(x, t), очевидно, что wi

не могут быть независимыми друг от друга. Диффе-
ренцируя (15) по λj , j �= i, и исключая t из всех по-
парных сочетаний получившихся соотношений, при-
ходим к системе уравнений Царёва:

1

wi − wj

∂wi

∂λj
=

1

vi − vj

∂vi
∂λj

, i �= j. (16)

Ввиду их симметрии относительно vi и wj естествен-
но искать их решение в виде, аналогичном (11) (см.
[25–27]):

wi(λ) =

(
1− L

∂iL
∂i

)
W, i = 1, 2, 3, 4. (17)

Тогда уравнения (16) переходят в систему уравне-
ний Эйлера –Пуассона (i �= j)

∂2W

∂λi∂λj
− 1

2(λi − λj)

(
∂W

∂λi
− ∂W

∂λj

)
= 0. (18)

Для наших целей достаточно будет знать набор ре-
шений, получаемых из производящей функции

W =
λ2√

4∏
i=1

(λ− λi)

, (19)

удовлетворяющей (18) при любом λ. Разложение
функции (19) по обратным степеням λ дает

W =

∞∑
k=0

W (k)

λk
= 1 +W (1) 1

λ
+W (2) 1

λ2
+ . . . , (20)

где W (k) = W (k)(λ1, λ2, λ3, λ4) являются нужными
нам частными решениями системы (18). В резуль-
тате с помощью (17) получаем набор w(k)

i , дающих
решения уравнений Уизема (10):

w
(k)
i =W (k) + (2vi − s1)∂iW

(k), (21)

так что w(0)
i = 1, w

(1)
i = vi. Уравнение Эйлера –Пу-

ассона является линейным по W , как и формулы

(21) по W (k), поэтому любая их линейная комбина-
ция также дает решение

x− vi(λ)t =

n∑
k=0

Akw
(k)
i (λ), i = 1, 2, 3, 4, (22)

где число слагаемых n и постоянные коэффициенты
Ak выбираются согласно условиям задачи.

Теперь мы покажем, что представленные здесь
формулы теории ДУВ в подходе Гуревича и Пита-
евского позволяют решить задачу об образовании
ДУВ при опрокидывании волны в бозе-эйнштейнов-
ском конденсате.

3. БЕЗДИСПЕРСИОННЫЙ ПРЕДЕЛ

До момента опрокидывания распределения плот-
ности ρ(x, t) и скорости течения u(x, t) являют-
ся плавными функциями пространственной коор-
динаты x. Более того, даже после опрокидывания
ДУВ занимает лишь конечную область простран-
ства, гранича на своих краях с гладкими распреде-
лениями, нахождение которых, таким образом, яв-
ляется частью решения задачи об опрокидывании
волны. В случае достаточно плавных функций ρ и
u членами с большим числом производных в систе-
ме (3) можно пренебречь, что означает пренебреже-
ние эффектами дисперсии, так что эволюция плав-
ных распределений описывается уравнениями без-
дисперсионного предела

ρt + (ρu)x = 0, ut + uux + ρx = 0. (23)

Они совпадают с уравнениями «мелкой воды» (см.
[1]), эквивалентными уравнениям газовой динами-
ки с «постоянной адиабаты» γ = 2. Поэтому для
их решения можно использовать хорошо известные
классические методы.

Уравнения (23) преобразуются к диагональной
форме введением римановых инвариантов

λ± =
u

2
±√

ρ, (24)

так что

∂λ+
∂t

+ v+(λ+, λ−)
∂λ+
∂x

= 0,

∂λ−
∂t

+ v−(λ+, λ−)
∂λ−
∂x

= 0,

(25)

где

v+ =
3

2
λ+ +

1

2
λ−, v− =

1

2
λ+ +

3

2
λ−, (26)
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причем ρ и u выражаются через λ± формулами

ρ =
1

4
(λ+ − λ−)2, u = λ+ + λ−. (27)

В общем решении оба римановых инварианта λ±
являются функциями x и t. Однако нас интересует
задача, когда волна распространяется в глубь по-
коящегося конденсата с постоянной плотностью ρ0.
Как известно [1], с таким состоянием газа может
граничить только течение в виде простой волны,
в котором один из римановых инвариантов постоя-
нен. Принимая для определенности, что волна рас-
пространяется вправо, приходим к заключению, что
постоянным должен быть риманов инвариант λ−,
имеющий, следовательно, то же значение, что и в
граничащей с волной покоящейся среде:

λ− = −√
ρ0. (28)

Тогда второе уравнение (25) удовлетворяется авто-
матически, а первое уравнение превращается в урав-
нение Хопфа

∂λ+
∂t

+

(
3

2
λ+ − 1

2

√
ρ0

)
∂λ+
∂x

= 0 (29)

с хорошо известным общим решением

x−
(
3

2
λ+ − 1

2

√
ρ0

)
t = w(λ+).

При известной функции w(λ+) оно определяет зави-
симость λ+ = λ+(x, t) и эта функция должна сши-
ваться на границе с покоящимся конденсатом со зна-
чением λ+ =

√
ρ0 в этой области пространства.

Нас интересует ситуация, когда в момент опро-
кидывания гладкое решение для λ+ стремится к сво-
ему граничному значению √

ρ0 в зависимости от x
по корневому закону. Выбирая систему координат
и начало отсчета времени так, что опрокидывание
риманова инварианта λ+ происходит в момент вре-
мени t = 0 в начале координат x = 0, приходим к
зависимости

x−
(
3

2
λ+ − 1

2

√
ρ0

)
t = −(λ+ −√

ρ0)
n, (30)

где для упрощения формул единицы измерения дли-
ны и времени выбраны так, чтобы коэффициент в
правой части стал равным единице. Таким образом,
при t < 0 зависимость λ+ от x не имеет особеннос-
тей, при t = 0 возникает корневая особенность

λ+ =
√
ρ0 + (−x)1/n, (31)

а при t > 0 зависимость λ+ от x становится много-
значной (см. рис. 1).

t = 0t < 0 t > 0

�+

�
–

�+ �+

x

� �+,
–

Рис. 1. Графики риманова инварианта λ+ в зависимости
от координаты x в фиксированные моменты времени t

4. ДИСПЕРСИОННАЯ УДАРНАЯ ВОЛНА

В момент времени t ДУВ занимает область про-
странства

x−(t) ≤ x ≤ x+(t), (32)

соединяясь в своих краевых точках с гладким реше-
нием (30). Сравнение скорости v+ в (26) с предель-
ным выражением (13) показывает, что ДУВ перехо-
дит в (30) при λ4 = λ+ на границе x = x−(t), причем
коэффициенты Ak должны быть подобраны таким
образом, чтобы правая часть (22) с i = 4 стала рав-
ной правой части (30). Далее, решение уравнений
Уизема переходит в гармоническую волну на мало-
амплитудном крае x = x+(t), если вдоль всей ДУВ
λ2 = λ+ =

√
ρ0 и в точке x+(t) имеем λ3 = λ4. По-

скольку на обоих краях ДУВ λ− = −√
ρ0, условию

сшивки λ1 с λ− на краях ДУВ мы удовлетворим,
положив λ1 = −√

ρ0 вдоль ДУВ. Таким образом,
уравнения Уизема (10) с i = 1, 2 удовлетворяются
постоянными решениями

λ1 = −√
ρ0, λ2 =

√
ρ0, (33)

и вдоль ДУВ изменяются лишь два римановых ин-
варианта λ3, λ4, удовлетворяя граничным условиям

λ4 = λ+, λ3 = λ2, w4 = −(λ4 − λ2)
n

(m = 1), x = x−(t)
(34)

и
λ3 = λ4 (m = 0), x = x+(t). (35)

Эти условия полностью определяют решение. В ре-
зультате зависимость римановых инвариантов от
координаты x при заданном t имеет вид, показан-
ный на рис. 2. Отметим, что волны с двумя перемен-
ными римановыми инвариантами называются ква-
зипростыми и они впервые изучались в работе [28]
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x t
–
( ) x t+( ) x

�
i

�4

�3

�2

�1

Рис. 2. Графики римановых инвариантов λi в дисперси-
онной ударной волне в зависимости от координаты x в

фиксированный момент времени t

в теории уравнения КдФ. С учетом (33) несколько
первых кэффициентов в (20) равны

W0 = 1, W1 =
1

2
(λ3 + λ4),

W2 =
1

8
(4λ22 + 3λ23 + 2λ3λ4 + 3λ24),

W3 =
1

16
(λ3 + λ4)(4λ

2
2 + 5λ23 − 2λ3λ4 + 5λ24),

(36)

знания которых достаточно, чтобы рассмотреть ти-
пичные случаи с n = 2 и n = 3.

4.1. Случай с n = 2

Поскольку формулы (36) имеют полиномиаль-
ный вид, квадратичную функцию −(λ4 − λ2)

2 мож-
но представить в виде линейной комбинации первых
трех выражений (36) с коэффициентами

A0 = − 4

15
λ22, A1 =

16

15
λ2, A2 = − 8

15
. (37)

Тогда формулы (22) с i = 3, 4 и этими значениями
коэффициентов определяют неявным образом зави-
симости λ3 и λ4 от x и t, что решает, в принципе,
задачу в этом частном случае. На солитонном крае
эти формулы переходят в

x− 1

2
(λ4 + λ2)t = −1

5
(λ4 − λ2)

2,

x− 1

2
(3λ4 − λ2)t = −(λ4 − λ2)

2,

(38)

откуда находим связь между t и λ4 на этой границе:

t =
4

5
(λ4 − λ2), λ4 = λ2 +

5

4
t. (39)

Подстановка полученного значения λ4 в любое из
соотношений (38) дает закон движения солитонного
края

x−(t) = λ2t+
5

16
t2. (40)

На малоамплитудном крае при λ3 = λ4 обе фор-
мулы (22) с i = 3, 4 превращаются в одно и то же
соотношение

x+−
(
2λ4−λ

2
2

λ4

)
t = − 8

15
(λ4−λ2)2

(
3+

2λ2
λ4

)
. (41)

Этот край движется с групповой скоростью, соот-
ветствующей волновому числу k = 2π/L с L =

= 2
√
λ24 − λ22, что для закона дисперсии Боголюбова

ω = k
√
λ22 + k2/4 дает dω/dk = 2λ24 − λ22/λ4. Поэто-

му дифференцирование формулы (41) по t с учетом
dx+/dt = dω/dk определяет зависимость t от вели-
чины λ4 на этой границе. Вводя вместо λ4 параметр
y = λ4/λ2, записываем эту зависимость в виде

t =
16λ2
15

(y − 1)(3y2 + y + 1)

2y2 + 1
, y ≥ 1, (42)

а ее подстановка в (41) дает

x+ =
8λ22
15

(y2 − 1)(6y2 − 1)

2y2 + 1
. (43)

Формулы (42) и (43) задают параметрически за-
кон движения x+ = x+(t) малоамплитудного края.
Асимптотически при t ∼ λ0y � λ22 = ρ0 этот закон
движения приобретает простой вид

x+(t) ≈ 5

8
t2, t� ρ0. (44)

Отметим, что аналогичные формулы, найденные
при решении задачи о движении конденсата под дей-
ствием равноускоренного поршня [23], могут быть
преобразованы к найденному здесь виду после пе-
реноса точки опрокидывания в начало координат и
вычитания из t времени опрокидывания.

4.2. Случай с n = 3

В этом случае расчет проводится аналогичным
образом. Теперь в правые части формул (22) с i = 3,
4 войдет функция W3 и условие (34) даст значения
коэффициентов

A0 = − 8

35
λ32, A1 = −8

7
λ22,

A2 =
48

35
λ2, A3 = −16

35
.

(45)
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На солитонном крае решение (22) переходит в

x− 1

2
(λ4 + λ2)t = −1

7
(λ4 − λ2)

3,

x− 1

2
(3λ4 − λ2)t = −(λ4 − λ2)

3,

(46)

откуда находим

t =
6

7
(λ4 − λ2)

2, λ4 = λ2 +

√
7t

6
. (47)

Подстановка этого соотношения в (46) дает закон
движения солитонного края

x− = λ2t+
1

3

√
7

6
t3/2. (48)

На малоамплитудном крае формулы (22) с i = 3, 4

переходят в

x+−
(
2λ4−λ

2
2

λ4

)
t = −16

35
(λ4−λ2)3

(
4+

3λ2
λ4

)
. (49)

Из условия согласования закона движения границы
с групповой скоростью линейной волны получаем

t =
48λ22
35

(y − 1)2(4y2 + 2y + 1)

2y2 + 1
, y ≥ 1, (50)

и подстановка в (49) дает

x+ =
16λ32
35

(y − 1)2(16y3 + 14y2 − 4y − 5)

2y2 + 1
. (51)

При асимптотически больших временах t ∼ λ20y
2 �

� λ22 = ρ20 находим

x+(t) ≈ 1

3

√
35

6
t3/2, t� ρ20. (52)

Закон движения краев ДУВ от времени для n = 2, 3

показан на рис. 3. При малых временах доминиру-
ет движение со скоростью звука √

ρ0, а при боль-
ших временах происходит переход к асимптотиче-
ским законам.

Общие формулы (22) вместе с найденными выше
конкретными выражениями для функций w

(k)
i , по-

лучаемыми с помощью (21), (36) и коэффициентов
(37) (n = 2) или (45) (n = 3), позволяют вычислить
λ3 и λ4 как функции от x и t, так что последующая
их подстановка в (4) и (5) дает нам профили распре-
делений плотности и скорости течения в ДУВ (см.
рис. 4). Огибающие плотности конденсата в ДУВ
рассчитываются по формулам

ρmax =
1

4
(λ4−λ3+2

√
ρ0 )

2
,

ρmin =
1

4
(λ4−λ3−2

√
ρ0 )

2
.

x+

x+

x–

x–

0 2 4 6 8 10 12
t

10

20

30

40

50

x– +, x

Рис. 3. Движение краев ДУВ при n = 2 (сплошные линии)
и n = 3 (штриховые линии). Фоновая плотность ρ0 = 1

20

15

10

5

0
16 20 22 24 26 28

x
x t
–
( ) x t+( )

�

Рис. 4. Профиль плотности конденсата в дисперсионной
ударной волне при опрокидывании волны с n = 2, ρ0 = 1.

Время эволюции t = 6

Хотя формулы усложняются с ростом показате-
ля n, такие важные характеристики ДУВ, как зако-
ны движения ее краев, могут быть найдены без де-
тального исследования полного решения по крайней
мере в асимптотическом пределе t � ρn0 . В следую-
щих разделах статьи мы обратимся к этому вопросу.

5. ЗАКОН ДВИЖЕНИЯ СОЛИТОННОГО
КРАЯ ДУВ

Комбинируя (34) с предельным выражением
формулы (21), мы можем записать граничное усло-
вие на солитонном крае в виде дифференциального
уравнения для функции W =W (−λ2, λ2, λ2, λ4), за-
висящей лишь от λ4:

W + 2(λ4 − λ2)
dW

dλ4
= −(λ4 − λ2)

n, (53)
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решение которого дает

W (−λ2, λ2, λ2, λ4) = − 1

2n+ 1
(λ4 − λ2)

n, (54)

где постоянная интегрирования выбрана так, что-
бы в последующих формулах время t стремилось к
нулю при λ4 → λ2. Поскольку на этой границе w3 =

=W , формулы (22) дают

x− 1

2
(λ4 + λ2)t = − 1

2n+ 1
(λ4 − λ2)

n,

x− 1

2
(3λ4 − λ2)t = −(λ4 − λ2)

n,

(55)

что согласуется с (38) (n = 2) и (46) (n = 3). Отсюда
находим

t =
2n

n+ 1
(λ4 − λ2)

n−1 (56)

и

x−(t) = λ2t+
n− 1

2n

(
2n+ 1

2n

)1/(n−1)

tn/(n−1). (57)

Это обобщает полученные выше формулы на произ-
вольные целые значения n > 1.

Отметим, что фактически мы можем найти за-
кон движения солитонного края для произвольной
монотонной зависимости начального распределения
риманова инварианта λ+ вида w = w(λ+ − √

ρ0 ),
если обратимся к соображениям, использованным в
работе [28] для вывода закона движения малоампли-
тудного края при опрокидывании волны в теории
уравнения КдФ. В самом деле, уравнения Уизема
(10) с i = 3, 4 в классическом методе годографа пе-
реходят в линейные дифференциальные уравнения
для функций x = x(λ3, λ4) и t = t(λ3, λ4), одно из
которых при λ3 → λ2 превращается в

∂x

∂λ4
− 1

2
(λ2 + λ4)

∂t

∂λ4
= 0. (58)

С другой стороны, на этой границе решение должно
сшиваться с гладким решением, что дает

x− 1

2
(3λ4 − λ2)t = w(λ4 − λ2).

Дифференцирование этого соотношения по λ4 при-
водит к еще одному дифференциальному уравнению

∂x

∂λ4
− 3

2
t− 1

2
(3λ4 − λ2)

∂t

∂λ4
=

∂w

∂λ4
. (59)

Исключая ∂x/∂λ4 из (58) и (59), получаем диффе-
ренциальное уравнение для t, интегрирование кото-
рого дает (z = λ4 − λ2)

t = t(z) = −z−3/2

z∫
0

z1/2
dw

dz
dz, (60)

и, следовательно,

x− = x−(z) =
(
3

2
z + λ2

)
t(z)− w(z). (61)

Эти формулы задают параметрически зависимость
x− = x−(t).

6. ЗАКОН ДВИЖЕНИЯ
МАЛОАМПЛИТУДНОГО КРАЯ

Формулы (41) (n = 2) и (49) (n = 3) имеют
простую структуру, ведущую к предположению, что
при m → 0 (λ3 → λ4) и целом n функции w3 и w4

должны переходить в правую часть соотношения

x+ −
(
2λ4 − λ22

λ4

)
t =

= An(λ4 − λ2)
n

(
n+ 1 +

nλ2
λ4

)
. (62)

Мы докажем эту формулу в асимптотическом пре-
деле t → ∞ (λ4 → ∞), когда слагаемым с λ2/λ4
можно пренебречь. Для этого замечаем, что в пре-
деле λ2 → 0 производящая функция (19) сводит-
ся к производящей функции многочленов Лежандра
(см., например, [29])

W ≈

≈
(
1− 2

(
λ3 + λ4

2
√
λ3λ4

) √
λ3λ4
λ

+

(√
λ3λ4
λ

)2
)−1/2

=

=
∑
n

Pn

(
λ3 + λ4

2
√
λ3λ4

)
(λ3λ4)

n/2

λn
,

т. е.
Wn ≈ (λ3λ4)

n/2Pn

(
λ3 + λ4

2
√
λ3λ4

)
. (63)

С помощью рекуррентной формулы для производ-
ной многочлена Лежандра (см. [29]) легко доказать,
что в этом приближении

∂Wn

∂λ4
=

n

λ4 − λ3
(Wn − λ3Wn−1). (64)

Для вычисления функции w(n)
4 в пределе m→ 0 по-

кажем, что при λ3 → λ4 имеем соотношение

Wn − λ3Wn−1 ≈ (λ4 − λ3) · 1
2
λn−1
4 .

С этой целью заметим, что аргумент многочлена Ле-
жандра в (63), будучи отношением среднего ариф-
метического к среднему геометрическому, достигает
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максимума при λ3 = λ4 и поэтому квадратичен по
малой разности λ4 − λ3 = ε, причем Pn(1) = 1, т. е.
Wn(λ4, λ4) = λn4 . Следовательно, в первом порядке
по ε находим

Wn(λ4 − ε, λ4)− (λ4 − ε)Wn−1(λ4 − ε, λ4) ≈
≈ (λ4 − ε)n/2λ

n/2
4 − λ4(λ4 − ε)(n−1)/2λ

(n−1)/2
4 +

+ ελn−1
4 ≈ 1

2
ελn−1

4 .

Кроме того, замечаем, что при λ2 → 0 в сумме
(22) остается лишь старший член с k = n, так как
при k < n коэффициенты Ak содержат в качестве
множителей степени λ2. Таким образом, с учетом
2(V − v4) ≈ −2λ4 получаем

w4 ≈ An(n+ 1)λn4 . (65)

Для полного определения w4 при m = 0 нам оста-
лось найти An, что легко сделать с помощью разло-
жения старшего члена многочлена Лежандра в ряд
при λ3 → λ2 = 0 (см. [29]):

Wn ≈ (λ2λ4)
n/2 (2n)!

2n(n!)2

(
λ2 + λ4

2
√
λ2λ4

)n

≈

≈ (2n)!

4n(n!)2
λn4 . (66)

Тогда условие сшивки с гладким решением дает

w4 ≈ An
(2n+ 1)!

4n(n!)2
λn4 = −λn4 ,

т. е.

An = − 4n(n!)2

(2n+ 1)!
. (67)

Дифференцируя формулу

x− 2λ4t = w4 = An(n+ 1)λn4 (68)

по λ4 с условием ∂x/∂λ4 = 0 при фиксированном
t, что эквивалентно условию согласования с груп-
повой скоростью волны на малоамплитудном крае,
получаем

t = −1

2
n(n+ 1)Anλ

n−1
4 . (69)

Подстановка получаемого отсюда λ4 в (68) дает за-
кон движения малоамплитудного края в асимптоти-
ческом режиме:

x+ =
2(n− 1)

n
×

×
(

(2n+ 1)!

22n−1n(n+ 1)(n!)2

)1/(n−1)

tn/(n−1). (70)

Естественно, эта формула воспроизводит ранее най-
денные асимптотические законы (44) при n = 2 и
(52) при n = 3.

Выражение (68) подтверждает справедливость
формулы (62) в пределе λ2 → 0. Предполагая, что
она верна и при конечном λ2, находим закон движе-
ния малоамплитудной границы в параметрической
форме

t =
nAnλ

n−1
2 (y−1)n−1

2y2 + 1
[(n+1)y2+(n−1)y+1],

x =
Anλ

n
2 (y − 1)n−1

2y2 + 1
[2(n2 − 1)y3+

+ 2(n2 − n+ 1)y2 − (n− 1)2y − n2 + n+ 1].

(71)

Стоит отметить, что, в отличие от теории уравне-
ния КдФ, автомодельный режим движения границ
реализуется лишь асимптотически при достаточно
больших временах t� ρn−1

0 , когда скорость движе-
ния много больше скорости звука в фоновом распре-
делении. Однако переход к пределу ρ0 → 0 невоз-
можен в формулах, описывающих профиль волны,
так как при λ2 = −λ1 → 0 модуль m эллиптических
функций обращается в нуль.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, подход Гуревича и Питаевского позво-
ляет достаточно детально исследовать процесс
формирования ДУВ при опрокидывании волны в
бозе-эйнштейновском конденсате, динамика кото-
рого подчиняется уравнению Гросса –Питаевского.
Развитая теория применима к начальной стадии
процесса, когда гладкую часть профиля можно
считать монотонной функцией координаты. От-
метим, однако, что теория квазипростых волн
должна также описывать асимптотическую стадию
эволюции импульса с конечной протяженностью,
поскольку по аналогии с теорией простых волн
начальный импульс разделяется со временем на
два, в каждом из которых снова два римановых
инварианта из четырех остаются постоянными.
Таким образом, подход Гуревича и Питаевского,
дополненный обобщенным методом годографа и
современными способами вывода модуляционных
уравнений Уизема, остается мощным методом
исследования дисперсионных ударных волн, пред-
ставляющих большой интерес для современной
нелинейной физики.

1024



ЖЭТФ, том 154, вып. 5 (11), 2018 Опрокидывание волны в дисперсионной гидродинамике. . .

ЛИТЕРАТУРА

1. Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Гидродинамика,
Физматлит, Москва (2006).

2. Р. Курант, К. Фридрихс, Сверхзвуковое течение
и ударные волны, Изд-во иностр. лит., Москва
(1950).

3. T. B. Benjamin and M. J. Lighthill, Proc. Roy. Soc.
London, A 224, 448 (1954).

4. Р. З. Сагдеев, в сб.: Вопросы теории плазмы,
Вып. 4 (1964), с. 20.

5. А. В. Гуревич, Л. П. Питаевский, ЖЭТФ 65, 590
(1973).

6. G. B. Whitham, Proc. Roy. Soc. London A 283, 238
(1965).

7. Г. В. Потемин, УМН 43, 39 (1988).

8. A. M. Kamchatnov, Nonlinear Periodic Waves and
Their Modulations. An Introductory Course, World
Scientific, Singapore (2000).

9. G. A. El and M. A. Hoefer, Physica D 333, 11 (2016).

10. E. P. Gross, Nuovo Cimento 20, 454 (1961).

11. Л. П. Питаевский, ЖЭТФ 40, 646 (1961).

12. T. Tsuzuki, J. Low Temp. Phys. 4, 441 (1971).

13. А. В. Гуревич, А. Л. Крылов, ЖЭТФ 92, 1684
(1987).

14. В. Е. Захаров, А. Б. Шабат, ЖЭТФ 64, 1627
(1973).

15. M. G. Forest and J. E. Lee, in Oscillation Theo-
ry, Computation, and Methods of Compensated
Compactness, ed. by C. Dafermos et al., IMA Volu-
mes on Mathematics and its Applications 2, Springer,
New York (1986).

16. М. В. Павлов, ТМФ 71, 351 (1987).

17. G. A. El, V. V. Geogjaev, A. V. Gurevich, and
A. L. Krylov, Physica D 87, 186 (1995).

18. A. M. Kamchatnov, R. A. Kraenkel, B. A. Umarov,
Phys. Rev. E 66, 036609 (2002).

19. E. A. Cornell, Talk at NATO Advanced Workshop
“Nonlinear Waves: Classical and Quantum Aspects,”
Lisbon (2003).

20. M. A. Hoefer, M. J. Ablowitz, I. Coddington,
E. A. Cornell, P. Engels, and V. Schweikhard, Phys.
Rev. A 74, 023623 (2006).

21. A. M. Kamchatnov, A. Gammal, and R. A. Kraenkel,
Phys. Rev. A 69, 063605 (2004).

22. M. A. Hoefer, M. J. Ablowitz, and P. Engels, Phys.
Rev. Lett. 100, 084504 (2008).

23. А. М. Камчатнов, С. В. Корнеев, ЖЭТФ 137, 191
(2010).

24. С. П. Царев, Изв. АН СССР, Сер. матем. 54, 1048
(1990).

25. А. В. Гуревич, А. Л. Крылов, Г. А. Эль, ЖЭТФ
101, 1797 (1992).

26. O. Wright, Commun. Pure Appl. Math. 46, 421
(1993).

27. F. R. Tian, Commun. Pure Appl. Math. 46, 1093
(1993).

28. А. В. Гуревич, А. Л. Крылов, Н. Г. Мазур, ЖЭТФ
95, 1674 (1989).

29. Э. Т. Уиттекер, Дж. Н. Ватсон, Курс современного
анализа, т. II, ГИФМЛ, Москва (1963).

6 ЖЭТФ, вып. 5 (11)
1025



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


