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ВОЛНА РИМАНА КОНЕЧНОЙ АПЕРТУРЫ
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Волна сжатия Римана описывает плоское течение за бесконечным волновым фронтом, но применяется
для описания ее распространения в каналах. При этом влияние стенок на процесс ее распространения
не учитывается. Однако трение о стенки и дифракционная расходимость элементарных плоских волн,
компенсирующих трение, меняют условия распространения волны. Эти явления, неизбежные в канале,
нарушают постоянство энтропии и струйность течения, что противоречит определению «простая волна».
Анализ дифракционной расходимости позволяет решить задачу формирования простой волны конечной
апертуры (волнового пучка большой рэлеевской длины). Развитие процессов трения объясняет возник-
новение турбулентного течения и позволяет уточнить механизм спонтанного перехода дефлаграции в
детонацию.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Всякое тело понуждается к движению прило-
женной силой. В жидкости и газе такой силой явля-
ется градиент давления. Примером может служить
одномерная простая волна сжатия Римана, движу-
щаяся по оси x. При одномерном изэнтропическом
течении без образования разрывов, распределение
скорости U в волне определяется соотношениями
(см., например, [1], § 101)

U =

∫
dP

�c
, x = t (U + c(U)) + f(U) . . . , (1)

P — давление, � — плотность, c — местная скорость
звука, γ — показатель адиабаты, f(U) — функция,
зависящая от начальных граничных условий. В по-
литропном газе ([1], § 99)

c = c0+
γ−1

2
U,

P

P0
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(
1+

γ−1

2

U

c0

)2γ/(γ−1)

,

(
�

�0

)
=

(
1 +

γ − 1

2

U

c0

)2/(γ−1)

.

(2)

Безусловно, полезная одномерная модель про-
стой волны при движении в канале не учитывает
двух особенностей течения в простой волне, вызван-
ных взаимодействием текущей среды со стенками
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канала, а также изменения формы фазовой поверх-
ности элементарных звуковых волн, компенсирую-
щих потери энергии на трение.
Последовательность изложения. Анализирует-

ся критерий Рейнольдса и оценивается вызванный
трением поток поперечного импульса. Этот поток
включается в уравнения Прандтля для погранично-
го слоя, и вычисляется распределение давления в
поперечном сечении потока с максимумом у стенок.
Рост давления у стенок служит основой для волно-
вого механизма образования турбулентности.
Элементарные волны течения, компенсирующие

потерю энергии простой волны на трение, испы-
тывают дифракционную расходимость. Обращение
волновых векторов расходящейся волны позволяет
создать простую волну без ограничивающих сте-
нок. Приводятся примеры радиального и продоль-
ного распределений поля такой воны.

2. ТРЕНИЕ И КРИТЕРИЙ РЕЙНОЛЬДСА

Рассмотрим роль трения в простом случае лами-
нарного течения несжимаемой жидкости или газа
(при M � 1), движущегося вдоль оси x канала в
виде пары плоских параллельных пластин, отстоя-
щих на расстоянии z = d = 1 друг от друга. Трение
замедляет течение. Компонента j вектора J плотно-
сти потока импульса через поверхность, перпенди-
кулярную одной из осей в направлении нормали n к
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ней, выражается через тензор Πik плотности потока
импульса ([1], § 15):

Ji = Πiknk = pni + �UiUknk − σ′
iknk. (3)

Здесь первый член представляет реальную силу дав-
ления. Второй член описывает обратимый перенос
импульса, вызванный движением элементов жид-
кости. Последнее слагаемое указывает на необра-
тимый перенос импульса. Этот импульс связан с
трением и определяется тензором напряжений σ′

ik,
зависящим от коэффициента динамической вязкос-
ти η:

σ′
ik = η (∂Ui/∂xk + ∂Uk/∂xi)nk. (4)

Скорость стационарного ламинарного течения
(поток Пуазейля) имеет параболический профиль.
В плоском канале (V = W = 0) профиль может
быть представлен простой формулой

u/U0 = z(1− z). (5)

Тогда x и z компоненты потока импульса в средней
части канала z = d/2 приобретают вид

Jx = p+ �U2
0 , Jz = p. (6)

На поверхности стенки нет движения жидкости,
следовательно,

Jx0 = p,

Jz0 = p− η(U0/d).
(7)

Второй член в Jz0 означает дополнительный поток
импульса вдоль оси z:

jz0 = σ′
xz = η(∂U/∂z) = η(U0/d). (8)

Составляя отношение динамической части потока
продольного импульса (6) к потоку (8) поперечно-
го импульса, мы получаем критерий Рейнольдса:

Jx/jz0 = �U0d/η = Re . (9)

Таким образом, число Рейнольдса представляет со-
бой долю потока импульса, затрачиваемую на пре-
одоление вязкого трения. При этой ориентации по-
тока импульса выражение (8) означает, что суще-
ствует градиент давления, направленный от стенки:

−∂P
∂z

> 0. (10)

Передача импульса всегда связана с переносом
энергии, так что критерий Рейнольдса описывает

также диссипацию энергии. Распределение диссипа-
ции в поперечном сечении потока дает следующая
формула ([1], гл. 16):

∂E

∂t
≈ −2η

1∫
0

1∫
0

(
∂U

∂z

)2

dx dz. (11)

Градиент ∂U/∂z быстро увеличивается по мере
приближения к стенке, и диссипация локализуется
в пограничном слое у стенки. Этот слой определяет
поперечное перемещение δ потенциального течения,
вызванного замедлением движения из-за трения ([1],
§ 39):

δ =

∞∫
0

(
1− U

U0

)
dz. (12)

Такая интерпретация предполагает наличие попе-
речной скорости течения, W > 0, что возможно
только под действием градиента давления (10).

3. ОГРАНИЧЕННОСТЬ УРАВНЕНИЙ
ПРАНДТЛЯ ДЛЯ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

Уравнения Прандтля используются для описа-
ния ламинарного пограничного слоя стационарного
течения. Вывод этих уравнений основан на предпо-
ложении о малой поперечной скорости, W ≪ U, и
постоянстве давления в поперечном сечении потока:

∂P/∂z = 0. (13)

Именно условие (13) дает возможность решить
уравнения движения в пограничном слое, с помо-
щью значения давления, действующего в потенци-
альной части потока, которое в этом случае можно
найти из уравнения Бернулли:

dP

dx
≈ −�U dU

dx
, P +

�U2

2
≈ const. (14)

Такой подход значительно упрощает решение за-
дачи, хотя и на основе другой системы уравнений
движения. Действительно, система уравнений со-
держит уравнение Навье –Стокса, компоненты ко-
торого для двумерного потока могут быть записаны
в виде

U
∂U

∂x
+W

∂U

∂z
= −1

�

∂P

∂x
+ ν

(
∂2U

∂x2
+
∂2U

∂z2

)
,

U
∂W

∂x
+W

∂W

∂z
= −1

�

∂P

∂z
+ ν

(
∂2W

∂x2
+
∂2W

∂z2

)
.

(15)
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Из условия W = 0 следует, что производные по
z из первого уравнения исчезают, а второе уравне-
ние заменяется функцией P (x), которую в данных
условиях можно определить с помощью уравнения
(14). Смысл этих изменений состоит в том, чтобы
упростить задачу, отказавшись от учета диссипации
в уравнениях Прандтля. Поэтому от решения дан-
ных уравнения вряд ли можно ожидать правильных
результатов. Между тем уравнение Бернулли не ис-
ключает, в принципе, учета движения жидкости в
других направлениях, как и диссипации ([1], § 5). Их
учет позволяет оценить фактическое распределение
давления в поперечном сечении потока.
Система уравнений, включающая формулы (15),

описывает течение несжимаемой жидкости. К этой
категории можно отнести и газ при медленном дви-
жении,M � 1. При более высокой скорости течения
газа, но без образования разрывов, уравнения (15)
следует дополнить слагаемыми, зависящими от вто-
рых производных ∂2U/∂x2 и ∂2W/∂z2. Это допол-
нение несколько меняет распределение давления, но
основной приведенный в разд. 4 результат, повыше-
ние давления у стенки, сохранится.

4. КОРРЕКЦИЯ ОСНОВОПОЛАГАЮЩЕГО
ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ

Параметр «const» (14) сохраняет свое значение
во всем объеме простой волны, если течение явля-
ется адиабатическим, иначе он сохраняется толь-
ко вдоль линии тока. Каждая линия тока в погра-
ничном слое имеет свой собственный уровень значе-
ния диссипации. Процесс диссипации является необ-
ратимым, поскольку некоторая часть механической
энергии потока превращается в тепло. Чтобы приме-
нить уравнение Бернулли (14) к реальным услови-
ям, в нем необходимо учесть удельные потери мощ-
ности ν(∂W/∂z) и движения вдоль оси z,W 2/2. Ука-
занная модификация приводит к уравнению

1

�
P0 +

U2
0

2
≈ 1

�
P +

U2

2
+

W2

2
+ ν

∂U

∂z
. (16)

Следуя стандартной методике ([1], § 39) реше-
ния уравнения (14), перейдем к безразмерной форме
уравнения (16). Для этого выразим компоненты век-
тора скорости через функцию тока ψ согласно (17)
и введем переменные Блазиуса (18):

U(x, z) = ∂ψ/∂z, W(x, z) = ∂ψ/∂x, (17)

ζ = z
√
U0/νx, ψ =

√
νxU0 f(ζ). (18)
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Рис. 1. Профиль давления в пограничном слое

Переписывая уравнение (16) в новых переменных,
мы представляем его как зависимость относительно-
го распределения давления от безразмерной функ-
ции тока и ее производных [2]:

P (ζ)−P0

�U0/2
= 1−f ′2− 1

4Re
(ζf ′−f)2− 2√

Re
f ′′. (19)

Здесь Re = xU0/ν, производная f ′(ζ) представ-
ляет продольную компоненту скорости, разность
ζf ′(ζ)−f(ζ) соответствует ее поперечной компонен-
те, f ′′(ζ) обозначает силу трения, функция f(ζ) яв-
ляется решением обыкновенного дифференциально-
го уравнения

2f ′′′ + ff ′′ = 0. (20)

Решение уравнения (19) дает профиль давления
в сечении потока. На рис. 1 показаны профили дав-
ления для набора чисел Рейнольдса Re = 30, 100,
1000. Они демонстрируют рост давления у стенки.
Этот рост невелик, несколько процентов от P0. Но
он нарушает изэнтропию и струйность течения.
Заметим, увеличение давления у стенки не яв-

ляется неожиданным. Уже из уравнения Бернулли
видно, что падение скорости может вызвать это уве-
личение. Вопрос только в том, успевает ли оно вы-
равниваться по сечению.
Скорость в волне Римана обычно рассматривает-

ся как монотонная функция. Реальная простая вол-
на отличается от волны в предельном случае малых
амплитуд ([1], § 28.101). Согласно соотношениям (1),
скорость точки простой волны можно представить
в виде суперпозиции возмущений, распространяю-
щихся со скоростью звука c относительно газа и са-
мого́ движения газа со скоростью U .
Поскольку скорость разных точек в волне раз-

лична, расстояние между ними не остается постоян-
ным и продольный профиль простой волны меняет
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свою форму, проявляя тенденцию к дискретизации.
В конце концов, в потоке могут образоваться и раз-
рывы. Дискретизация возникает и у параметров у
стенок, образуя локальные зоны повышенного дав-
ления.
Известно ( [1], § 70), что зона локального избы-

точного давления эмиттирует сферические акусти-
ческие волны. Эти волны, оригинальные и отра-
женные от стенок, заполняют область течения, об-
разуя пространственно-временное поле возмущений,
которые выглядят как стохастические акустические
колебания [2]. Пока число Рейнольдса невелико,
Re < Recr, эти колебания не заметны на фоне дру-
гих возмущений. Но когда число Рейнольдса превы-
шает значение Recr, эти колебания становятся за-
метными и течение называется турбулентным.
Х. A. Лоренц [3] полагал, что течение и турбу-

лентные пульсации суть разные явления и, соответ-
ственно, их должны описывать разные уравнения.
Однако физический процесс возникновения турбу-
лентности в то время не был известен. Было ясно
только, что причина явления связана с трением на
стенках. Представленные здесь результаты позволя-
ют построить волновой механизм процесса, объяс-
няющий возникновение турбулентности, ее развитие
во времени и в пространстве, а также перемежае-
мость, формирование пограничного слоя и образо-
вание вихрей [2].

5. ТЕЧЕНИЕ В ПРОСТОЙ ВОЛНЕ КАК
ВОЛНОВОЙ ПУЧОК

Теперь рассмотрим эволюцию звуковых волн в
канале, которые компенсируют потери энергии про-
стой волны на трение. Существует три способа воз-
буждения простой волны сжатия в трубе [4]: созда-
ние разности давлений на открытом конце трубы,
использование большого объема в качестве источ-
ника течения и поршень, движущийся, например,
в трубе. Возмущения на входе в трубу в первых
двух вариантах затрудняют анализ свойств пото-
ка непредсказуемыми способами. Поэтому вариант
с поршнем выглядит предпочтительным.
Решение задачи в случае одномерного движения

хорошо известно (см., [1], § 101). Поршень начинает
движение в момент t = 0 из точки z = 0 в направле-
нии z > 0 со скоростью Z ′(t). Перед ним образуется
простая волна. Поток газа волны простирается от
положения поршня

∫
Z(t) dt до фронта волны Z0 =

= c0t. В этой области скорость потока U(z, t) и за-

Z0

Z

0 0.2 0.4 0.6 0.8
t, мс

0.1

0.2

0.3

Z, м

Рис. 2. Траектории фронта Z0 простой волны и порш-
ня Z, построенные по формулам (23): c0 = 340 м/с,

U0 = 200 м/с, τ = 0.1 мс

висящее от него распределение параметров потока
(2) описывают параметрические уравнения

U = Z(t),

x = Z(t) + (T − t)

[
c0 +

γ + 1

2
Z ′(t)

]
.

(21)

Скорость Z ′(t) сначала возрастает, а затем стремит-
ся к пределу U0. Пусть для определенности

Z ′ = U0 (1− exp(−t/τ)) . (22)

Траектории Z0(t) волнового фронта волн порш-
ня Z(t) описывают соотношения

Z0 = c0t, Z = U0t+ U0τ [1 + exp(−t/τ)] , (23)

которые изображены на рис. 2 для параметров c0 =

= 340 м/с, U0 = 200 м/с, τ = 0.1 мс.
Протяженность течения в простой волне увели-

чивается со временем, и одновременно растет си-
ла трения. Тем не менее течение не ослабевает,
поскольку поршень излучает акустические волны
сжатия, обеспечивающие энергией развитие процес-
са. Предполагается, что каждая такая волна имеет
плоский фронт, а ее апертура ограничена сечением
трубы, т. е. процесс одномерный.
Такая удобная идея значительно упрощает реше-

ние многих проблем. Однако это не тот случай, ко-
гда простая волна распространяется в трубе. Факти-
чески течение ограниченной апертуры является вол-
новым пучком. Как известно, волновой пучок под-
вержен дифракционной расходимости и вместо ци-
линдрической формы он приобретает вид сфериче-
ского сегмента. Диаметр D(z) и радиус кривизны
R(z) фронта этого сегмента увеличиваются в про-
цессе его распространения [5]:
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Рис. 3. Зависимости диаметра D(z) и радиуса кривизны R(z) фронта волны от пройденного расстояния, выраженного в
калибрах трубы

D(z) = d

√
1 +

(
λz

πr2

)2

,

R(z) = z

(
1 +

(
πr2

λz

)2
)
.

(24)

Здесь λ — длина волны пучка, d = 2r — начальный
диаметр волнового фронта пучка, определяемый по-
перечным сечением трубы, z — расстояние, пройден-
ное расходящейся волной. Зависимости D(z) и R(z)
приведены на рис. 3, где расстояние выражено в ка-
либрах трубы, n = z/d.
Образующая расходящегося пучка имеет вид ги-

перболы с асимптотой, ориентированной под углом
θ к оси симметрии

θ ≈ λ/d. (25)

Поскольку вблизи плоской волны диаметр гипер-
болоида возрастает медленно, расходимостью в ее
окрестности можно пренебречь. Удвоенное расстоя-
ние, на котором такое пренебрежение приемлемо,
называется длиной Рэлея [6]

LR = πd2/λ. (26)

Явление дифракционной расходимости сущест-
вует и в трубе. Однако стенки трубы ограничива-
ют распространение гиперболоида в радиальном на-
правлении. Соответственно, внешнее кольцо гипер-
болоида, диаметр которого превышает диаметр тру-
бы, отражается от стенок и распространяется в об-
ласти течения.
Параметры расходимости (24)–(26) зависят от

длины волны λ. Последняя определяется характе-
ром движения поршня (22), т. е. постоянной време-
ни τ , и равна λ = cτ . Располагая данными о длине

волны и диаметре трубы, можно оценить парамет-
ры расходимости. Пусть труба имеет диаметр d =

= 3 см. В условиях, выбранных для построения
рис. 2, из (24), (26) находим λ = 3.4 см, длина Рэлея
LR = 8.4 см, угол расходимости θ ≈ 67◦.
Как видно на рис. 3, диаметр D значительно

превышает диаметр трубы d, начиная с расстояния
LR/2 = 4.2 см. Превышение быстро увеличивается,
и часть энергии движения потока переходит к коле-
бательным модам. Таким образом, в трубе течение
за волновым передним фронтом не отвечает опреде-
лению «простая волна» и, скорее, напоминает про-
цесс в акустическом волноводе, хотя и с некоторой
оговоркой. В отличие от обычного волновода, в до-
полнение к модам колебаний в объеме присутствует
направленное течение жидкости и пространствен-
но-временное поле пульсаций параметров, вызван-
ных трением.

6. ПРОСТАЯ ВОЛНА КОНЕЧНОЙ
АПЕРТУРЫ

Явление дифракционной расходимости волны не
может быть устранено и как неизбежный фактор
ограничивает практическое применение волновых
пучков. Однако расходимость можно компенсиро-
вать. Аскарьян [7] показал, что радиальный гради-
ент показателя преломления в плазменном канале
удерживает пучок лазерного излучения в пределах
конечной апертуры.
Дурнин [8] исследовал проблему дифракцион-

ной расходимости путем преобразования оптическо-
го гауссова пучка бесконечной апертуры в пучок с
радиальным профилем поля в виде функции Бессе-

15 ЖЭТФ, вып. 4 (10)
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Рис. 4. Дифракционная расходимость (слева) и ее ком-
пенсация (справа): A — аксикон, 1 — исходный пучок, 2 —
фронт волны, 3 — фронт расходящейся волны, 4 — грани-
ца ее перемещения, 5 — ее волновой вектор, 6 — волновой

вектор обращенной волны, 7 — бесселев пучок

ля. Такого рода преобразование оптических волно-
вых пучков конечной апертуры было рассмотрено в
работе [9]. В качестве преобразователя пучков слу-
жила коническая линза — аксикон [10] или кино-
форм [11]. Создание акустического волнового пуч-
ка конечной апертуры было предложено в работе
[12]. В случае акустических волновых пучков обыч-
ный аксикон следует заменить преобразователем ти-
па внутреннего конуса или акустической версией ки-
ноформа.
Опуская подробности обоснования процесса ком-

пенсации дифракционной расходимости и громозд-
кие выкладки, приведенные в работе [13], проиллю-
стрируем идею метода. Схема формирования бессе-
лева пучка показана на рис. 4 с аксиконом как наи-
более наглядным примером преобразователя.
Плоская волна 2 гауссова пучка 1 диаметром d

в процессе расходимости принимает форму фрон-
та 3 сферического сегмента растущего диаметра в
пределах угла θ. Волновые векторы 6 являются об-
ращенными векторами 5 волны 3. Они направлены
в точку 2 на оси симметрии, но в силу дифракции
образуют в этой точке плоскую волну, аналогичную
волне 2, диаметр которой не может быть меньше ве-
личины порядка λ. Схему обращения можно реали-
зовать например, с помощью аксикона, как показано
на рис. 4.
Плоская волна диаметром D, прошедшая акси-

кон, становится конической с углом наклона к оси
γ = θ/2. Каждый кольцевой элемент аксикона ради-
усом R и шириной δR создает на оси элемент волно-
вого пучка, образованного волной, прошедшей рас-
стояние δz:

δz = δR/γ. (27)

Соответственно, аксикон радиусом R = A формиру-
ет волновой пучок длиной

L =
A

tg γ
∼ A

γ
. (28)

Величину L такого пучка определяет уже не дли-
на волны λ, а диаметр D = 2A исходного пучка и
угол фокусировки γ. Складывается уникальная си-
туация: длина Рэлея оказывается равной фокально-
му отрезку фокусирующей системы. При этом вели-
чина L может быть весьма значительной. Так, если
A = 2.5 см, γ = 0.5◦, то L = 3 м. При аналогич-
ных параметрах сферической фокусировки рэлеев-
ская длина пучка не превысила бы одного милли-
метра.
Возникает вопрос о механизме удержания апер-

туры пучка. В трубе расширению потока препят-
ствуют стенки за счет отражения расходящихся
волн, поддерживающих течение. КольцоD−d такой
волны и его отражение вместе с основной частью
волны диаметром d образуют тройную конфигура-
цию отраженияМаха ([1], § 111). Уравновешивая им-
пульсы волн, эта тройная конфигурация составляет
основу механизма удержания пучка.
В отличие от сферической фокусировки, фокуси-

ровка коническая означает боковой подвод энергии
к оси, что определяет бесселев профиль поля пуч-
ка. Плоская осевая волна бесселева пучка образует-
ся в результате дифракционных процессов в точке
пересечения волновых векторов на оси симметрии.
В итоге на границе осевой волны образуется струк-
тура, аналогичная тройной конфигурации Маха, ко-
торая и осуществляет удержание.
Коническая фокусировка осуществляет преобра-

зование типа exp[ik · r]. Операция exp[ik · r] реали-
зуется, когда основанием конуса является окруж-
ность. Тогда и профиль пучка имеет вид функции
Бесселя первого рода нулевого порядка J0(r). В слу-
чае цилиндрической симметрии возможно преобра-
зование exp[i(k ·r+ψ)], ψ — азимутальный угол [14].
Если шаг спирали соответствует целому числу длин
волн nλ, профиль пучка следует функции Бесселя
порядка n, Jn(r), и пучок приобретает трубчатую
форму.
На рис. 5 приведены радиальные распределе-

ния интенсивности в волновых пучках, формируе-
мых несколькими преобразователями. Для сравне-
ния показан профиль интенсивности гауссова пучка
G2

N (r) при N = 5 в фокусе сферической линзы, а
также бесселева пучка J2

n(kr sin γ), для n = 0, 5, 10
и γ = 5◦.
Фотографии распределения интенсивности гаус-

сова (N = 5) и бесселевых n = 0, 1 и 5 пучков
представлены на рис. 6. У каждого кадра помещена
денситограмма интенсивности по линии, проходя-
щей через центр симметрии. Визуализировать изоб-
ражение профиля интенсивности акустических по-
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Рис. 6. Фотографии и денситограммы интенсивности ра-
диальных распределений гауссова (N = 5) пучка (a) и бес-

селевых пучков: n = 0 (б), 1 (в), 5 (г)

лей не представляется возможным. Но поскольку
волновые уравнения в акустике и в оптике одина-
ковы, для иллюстрации результатов экспериментов
приведены фотографии, полученные с лазерным из-
лучением.

Таким образом, коническая система фокусиров-
ки позволяет создавать почти не расходящийся вол-
новой пучок, волны которого являются плоскими. В

0 50 см 100 см

Рис. 7. Плазменный канал бесселева пучка J0(r) [13]:
λ = 1.06 мкм, D = 4.5 см, N = 5, θ = 1◦, L = 1.3 м,

d = 50 мкм

этом смысле мы имеем дело с волной Римана, хотя с
некоторым отличием: вместо гауссова профиль стал
бесселевым. Оценим теперь протяженность бесселе-
ва волнового пучка, равную длине фокального от-
резка Lf , и продольное распределение интенсивно-
сти. По подсказке рис. 4, мы можем сразу написать

Lf =
R

tg γ
. (29)

Для демонстрации свойств этого пучка вновь
воспользуемся оптической аналогией, используя ла-
зерный импульс энергией 200 Дж, длительностью
50 нс. На рис. 7 показана интегральная по времени
фотография плазменного канала, возникшего в поле
бесселева пучка J0(r) с параметрами λ = 1.06 мкм,
N = 5, D = 4.5 см, γ = 1◦, n = 0, L ≈ Lf = 1.3 м,
d = 50 мкм. Напомним, что распределение поля в
гауссовом пучке можно представить соотношением

GN = exp[−(r/N)2]. (30)
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Рис. 8. Профили интенсивности падающего пучка (а) и продольное распределение мощности пучка (б): N = 1 (кривая 1),
5 (2), ∞ (3)

Несколько комментариев к рис. 7. На фотогра-
фии видно, что между аксиконом и плазмой име-
ется некоторый зазор, а сечение плазменного кана-
ла меняется с расстоянием до аксикона. Причина
в том, что диаметр оптического разряда определя-
ет удельная мощность греющего излучения. Про-
дольное распределение мощности бесселева пучка
W (z) зависит от профиля интенсивности исходного
гауссова пучка, IN (R). В свою очередь, интенсив-
ность является функцией параметра N в распреде-
лении (30).
Соотношение между функциями IN (R) иW (z), и

их зависимость от N показаны на рис. 8 для N = 1

(кривая 1), N = 5 (2), N = ∞ (3). Согласно фо-
тографии, максимум диаметра канала расположен
на расстоянии Lf/3 от конца фокального отрезка,
что, судя по кривой 2 на графике W (z) рис. 8, соот-
ветствует значению параметра N = 5. Это значение
параметра точно соответствует свойствам лазерного
излучения, используемого в эксперименте.
Графики на рис. 8 обнаруживают сильную за-

висимость распределения мощности W (z) от про-
филя IN (R). Но угол наклона γ волнового вектора
к оси может служить той же цели. Такой вариант
может оказаться даже более эффективным, созда-
вая возможность управлять распределением мощ-
ности W (z). В частности, гиперболическая поверх-
ность конуса создает продольное распределение бес-
селева пучка постоянной мощности. Примером слу-
жит распределение 4 на рис. 8.
Вернемся теперь к преобразованию

exp[i(k · r + nψ)] и покажем, что его применение
создает бесселев пучок трубчатого типа. Некоторое
осложнение на пути доказательства состоит в том,

0.1 мм

Рис. 9. Часть бесселева пучка J5(r) в аргоне: λ = 1.06 мкм,
D = 4.5 см, N = 5, γ = 2◦, d = 50 мкм, τ = 5 нс

что внешний цилиндр препятствует визуализации
внутренней структуры трубки. Поэтому прямое
фотографирование, как на рис. 7, становится
неэффективным. Задачу удалось решить путем
подбора энергии и мощности греющего лазерного
излучения, а также момента съемки. На рис. 9
приведена мгновенная фотография (τ = 5 нс)
структуры бесселева пучка в аргоне (λ = 1.06 мкм,
D = 4.5 см, N = 5, γ = 2◦, d = 50 мкм).
Верхняя и нижняя полосы отображают границы

цилиндра бесселева плазменного пучка пятого по-
рядка J5(r). Плазменный цилиндр генерирует две
цилиндрические ударные волны. Одна из них, внеш-
няя, затухает на расстоянии. Наоборот, волна, дви-
жущаяся к центру, усиливается и возбуждает на оси
скачок давления и температуры. Этот скачок созда-
ет аксиальный плазменный канал, который на фо-
тографии выглядит как центральная полоса.
Важным свойством бесселева пучка Jn(r) явля-

ется симметрия, близкая к идеальной. Это качество
сдерживает развитие нестабильностей канала и спо-
собствует образованию белее мощных ударных волн
на оси. Такой пучок, как и плазменный канал, мо-
жет быть создан в удалении от преобразователя и в
любой среде, прозрачной для выбранного вида гре-
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ющего излучения. Наконец, совершенная цилиндри-
ческая конфигурация канала удобна для удержания
плазмы в продольном магнитном поле.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Течение в канале представляет собой движение
с ограниченным поперечным сечением, и его можно
было бы считать волной Римана конечной аперту-
ры. Однако трение о стенки и дифракционная рас-
ходимость означают лишь формальное применение
термина «конечная апертура». Реальное течение в
канале не соответствует определению «волна Рима-
на».
Действительно, вызванная трением диссипация

порождает акустические волны на стенках кана-
ла, которые создают пространственно-временное по-
ле пульсаций параметров течения. Пока число Рей-
нольдса невелико, пульсации незаметны на фоне
других возмущений и течение выглядит как лами-
нарное. При увеличении числа Рейнольдса пульса-
ции становятся заметными и течение называется
турбулентным. Дифракционная расходимость волн,
восполняющих потери энергии на трение, образу-
ют моды колебаний в канале. Они нарушают струй-
ность течения, что также несовместимо с условиями
существования волны Римана.
Для удержания волны Римана в пределах конеч-

ной апертуры необходимо избавиться от трения и
дифракционной расходимости. Однако оба эти яв-
ления не устранимы в принципе. Фактически канал
и является одним из способов удержания течения,
но ценой изменения уравнений движения и появ-
ления указанных выше осложнений. Другой способ
удержания основан на принципе компенсации ди-
фракционной расходимости, когда коническая фо-
кусировка трансформирует гауссов волновой пучок
в бесселев волновой пучок. Сразу возникает вопрос,
расходится ли бесселев пучок. Ответ на этот вопрос
дает решение волнового уравнения с соответствую-
щими граничными условиями [13].
Как и в случае функции Гаусса, аргумент функ-

ции Бесселя не имеет радиального предела, а ди-
фракционная расходимость присуща и бесселеву
пучку. Казалось бы, этот пучок должен расходиться
так же, как гауссов. Но цилиндрической симметрии
бесселева пучка соответствует гораздо более слож-
ный профиль поля, поскольку боковой подвод энер-
гии создает вокруг волн пучка структуры, подобные
конфигурации отражения Маха в канале. Они про-

тиводействуют расходимости пучка. Результат про-
тиводействия зависит от диаметра исходного пучка.
Полная компенсация расходимости происходила

бы при бесконечном диаметре исходной волны [8]
и беспредельной длине бесселева пучка. Как видно
на рис. 4, пучок конечного диаметра создает бессе-
лев пучок ограниченной протяженности из-за сокра-
щения длины фокального отрезка преобразователя.
При этом полной компенсации расходимости не про-
исходит. Вообще говоря, чем короче фокальный от-
резок, тем больше расходимость. В пределе беско-
нечно малой ширины кольца преобразователя ре-
зультат будет тот же, что и при сферической фоку-
сировке. Соответственно, протяженность перетяж-
ки каустической поверхности, где фазовый фронт
волны можно считать плоским, условно определя-
ется длиной Рэлея.
Таким образом, метаморфозы волны Римана в

канале приводят к значительным изменениям вол-
ны, поскольку трение сопровождается диссипацией
энергии движения, а дифракционная расходимость
создает в канале моды колебаний как в волноводе. С
другой стороны, анализ рассмотренных «побочных»
процессов позволил сформировать волновой бессе-
лев пучок конечной апертуры, а также объяснить
возникновение гидродинамической турбулентности
и уточнить процесс перехода дефлаграции в дето-
нацию.
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