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В рамках континуальной теории изучены индуцированные внешним магнитным полем ориентационные
переходы в суспензиях углеродных нанотрубок в нематических жидких кристаллах. Рассмотрены фер-
ромагнитные углеродные нанотрубки, обладающие помимо большой анизотропии диамагнитной воспри-
имчивости дополнительным магнитным моментом, который придают им феррочастицы, расположенные
на поверхности нанотрубок или инкапсулированные внутри. Показано, что в зависимости от энергии
сцепления дисперсных частиц с жидкокристаллической матрицей магнитное поле индуцирует различ-
ные последовательности ориентационных переходов. Найдено критическое значение энергии сцепления,
выше которого возможен переход из начальной однородной планарной фазы в неоднородное состоя-
ние (угловая фаза). При энергиях сцепления, меньших критического значения, с ростом напряженности
магнитного поля происходит последовательность ориентационных переходов однородная планарная фа-
за – неоднородная угловая фаза – однородная гомеотропная фаза – неоднородная угловая фаза. Показано,
что в зависимости от интенсивности сегрегационных эффектов эти переходы могут быть первого или
второго рода. Найдены аналитические выражения для полей переходов второго рода между фазами. На
примере оптической разности фаз между обыкновенным и необыкновенным лучами света, прошедшего
через ячейку суспензии, показана возможность оптической бистабильности суспензии при ориентацион-
ном переходе первого рода.

DOI: 10.1134/S0044451018100188

1. ВВЕДЕНИЕ

Известно, что нематические жидкие кристаллы
(НЖК) обладают малой анизотропией диамагнит-
ной восприимчивости (χa ∼ 10−7) [1], поэтому для
управления их ориентационной структурой в огра-
ниченном объеме нужны достаточно большие маг-
нитные поля (H ∼ 104 Э). Можно, однако, уве-
личить ориентационный отклик жидкого кристал-
ла (ЖК) на внешнее магнитное поле, добавив в
него небольшое количество ферромагнитных нано-
частиц. Такая композитная система была впервые
предложена в работе [2] и получила название фер-
ронематик. Благодаря ориентационной связи меж-
ду феррочастицами и ЖК-матрицей удается управ-
лять ориентационной структурой ФН магнитными
полями, на несколько порядков меньшими по срав-
нению с чистыми ЖК, даже при малой объемной
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доле примеси (порядка 0.01% по объему). Впослед-
ствии были успешно синтезированы и исследованы
ЖК-суспензии ферромагнитных частиц [3–6] и се-
гнетоэлектрических частиц [6–9].

Другой способ увеличить ориентационный от-
клик ЖК-матрицы на внешнее магнитное поле за-
ключается в том, чтобы использовать в качестве
примеси диамагнитные частицы, но с аномально
высокой анизотропией диамагнитной восприимчи-
вости χp

a. В качестве такой примеси выбирают уг-
леродные нанотрубки (УНТ) [10–15], имеющие χp

a ∼
∼ 10−6–10−5 [16–21]. Существует способ усилить
магнитоориентационный отклик самих УНТ. Для
этого внутрь трубки инкапсулируют феррочастицы
[22–24] или же размещают ферромагнитную при-
месь на поверхности трубки; такие УНТ называ-
ют функционализированными [12, 25]. В дальней-
шем при построении феноменологической теории
ЖК-суспензий будет существенно только то, что та-
кие УНТ обладают магнитным моментом; при этом
подразумевается, что феррочастицы могут быть как
на поверхности УНТ, так и инкапсулированы внут-
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ри УНТ. Следуя работе [23], их называют ферромаг-
нитными углеродными нанотрубками (ФМ УНТ).
Благодаря сильно вытянутой форме (аспектное от-
ношение порядка 102–103) УНТ обеспечивают силь-
ную ориентационную связь с молекулами ЖК, а
малые поперечные размеры (порядка 1 нм для од-
нослойных и порядка 10 нм для многослойных
УНТ) не вносят появления существенных дефектов
в ЖК-матрицу. Все это делает ФМ УНТ перспек-
тивным материалом для создания ЖК-композитов
с уникальными физическими свойствами [14,26].

Недавние экспериментальные исследования ори-
ентационных свойств ЖК-суспензий УНТ в элект-
рическом [10, 11, 27–29] и магнитном [12, 21, 23, 30]
полях показали существенное уменьшение порого-
вых полей перехода Фредерикса [1] по сравнению с
беспримесным ЖК. Имеющиеся теоретические под-
ходы к описанию ЖК-суспензий УНТ ограничены,
в основном, рассмотрением вопросов фазового по-
ведения [31–33] либо индуцированных магнитным
полем переходов Фредерикса в рамках континуаль-
ной теории [21, 34] и не затрагивают исследования
ЖК-суспензий ФМ УНТ. Настоящая работа посвя-
щена построению континуальной теории ориентаци-
онных фазовых переходов, индуцированных внеш-
ним магнитным полем, в суспензиях ФМ УНТ в
НЖК.

2. УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ

Рассмотрим плоский слой толщиной L суспензии
ФМ УНТ на основе НЖК. Начало координат по-
местим в середину слоя, пусть ось x параллельна
границам слоя, а ось z ортогональна им (рис. 1).
Магнитное поле H = (0, 0, H) направим вдоль оси
z. Для описания преимущественной ориентации мо-
лекул ЖК и УНТ будем использовать единичные
векторы — директоры соответственно n и m. Бу-
дем считать сцепление директора n на границах
слоя жестким и планарным, так что в отсутствие
магнитного поля директор ЖК в слое паралле-
лен оси легкого ориентирования n0 = (1, 0, 0). Со-
гласно работам [35, 36], длинные оси УНТ ориенти-
руются в отсутствие поля параллельно директору
ЖК-матрицы, что отвечает планарному сцеплению
n ‖ m.

Известно, что анизотропия χp
a диамагнитной вос-

приимчивости УНТ положительна [18–20]. Будем
полагать также положительной диамагнитную ани-
зотропию χa ЖК-матрицы. Напомним, что рассмат-
риваемые нами ФМ УНТ обладают магнитным мо-
ментом, направленным вдоль длинной оси нано-
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Рис. 1. Геометрия задачи

трубки [23]. Включение магнитного поля, ортого-
нального направлениям n и m, вызывает искаже-
ние ориентационной структуры, обусловленное, на-
ряду с поворотом магнитных моментов в направ-
лении поля, диамагнитными механизмами УНТ и
ЖК-матрицы, вызывающими вращение директоров
n и m в направлении поля вследствие положитель-
ных величин χa и χp

a. Эти искажения ориентацион-
ной структуры суспензии будем описывать на основе
континуальной теории.

Состоянию термодинамического равновесия сус-
пензии отвечает минимум свободной энергии

F =

∫
FV dV, (1)

где объемная плотность свободной энергии FV име-
ет вид

FV = F1 + F2 + F3 + F4 + F5 + F6, (2)

F1 =
1

2
×

× (
K11(divn)2+K22(n · rotn)2+K33[n× rotn]2

)
,

F2 = −1

2
χa(n ·H)2, F3 = −1

2
χp
af(m ·H)2,

F4 = −Msfm ·H,
F5 = −Wpf

d
(n ·m)2, F6 =

kBT

v
f ln f.

Здесь K11, K22 и K33 — константы Франка ориен-
тационной упругости НЖК, χa > 0 и χp

a > 0 —
анизотропии диамагнитной восприимчивости соот-
ветственно ЖК-матрицы и УНТ, Ms — намагни-
ченность насыщения ФМ УНТ, f — объемная доля
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УНТ в ЖК-суспензии, Wp — поверхностная плот-
ность энергии сцепления ЖК-матрицы с поверхнос-
тью УНТ, d — поперечный диаметр УНТ, v — объ-
ем УНТ, kB — постоянная Больцмана, T — темпе-
ратура. Концентрацию УНТ в ЖК будем считать
малой, f � 1 (f = Nv/V , N — число УНТ в суспен-
зии, V — объем суспензии), что позволяет не учи-
тывать дисперсионные и диполь-дипольные взаимо-
действия УНТ между собой.

Слагаемое F1 представляет собой плотность сво-
бодной энергии ориентационно-упругих деформа-
цийЖК [1]. Следующие три вклада описывают вли-
яние магнитного поля на ориентационную струк-
туру суспензии: слагаемые F2 и F3 учитывают со-
ответственно энергии диамагнитных ЖК-матрицы
и УНТ в магнитном поле (диамагнитные меха-
низмы влияния поля); вклад F4 отвечает энер-
гии взаимодействия магнитных моментов ФМ УНТ
с магнитным полем (ферромагнитный механизм).
Мы полагаем, что в отсутствие магнитного поля
магнитные моменты УНТ в среднем ориентирова-
ны в направлении оси x. Слагаемое F5 — объем-
ная плотность энергии ориентационного взаимодей-
ствия (сцепления) УНТ с ЖК-матрицей [37] (мы
полагаем Wp > 0, поэтому в отсутствие поля ми-
нимум энергии F5 достигается при n ‖ m, что со-
ответствует планарному сцеплению ЖК-матрицы с
УНТ). Последнее слагаемое F6 учитывает вклад эн-
тропии смешения идеального раствора УНТ в сус-
пензии [2].

Для рассматриваемой геометрии (см. рис. 1) ди-
ректоры ЖК и УНТ можно представить в следую-
щем виде:

n = [cosϕ(z), 0, sinϕ(z)] ,

m = [cosψ(z), 0, sinψ(z)] .
(3)

Здесь ϕ(z) и ψ(z)— углы отклонения директоров со-
ответственно n и m от оси легкого ориентирования
n0 = (1, 0, 0), см. рис. 1.

После подстановки выражений (3) в (1) получим
следующее выражение для свободной энергии:

F =

∫ {
1

2

[
K11 cos

2 ϕ(z) +K33 sin
2 ϕ(z)

] ×
×
(
dϕ

dz

)2

− 1

2
χaH

2 sin2 ϕ(z)−

− 1

2
χp
afH

2 sin2 ψ(z)−MsfH sinψ(z)−

− Wpf

d
cos2 [ϕ(z)− ψ(z)] +

kBT

v
f ln f

}
dV. (4)

Выберем в качестве единицы длины толщину
слоя L и определим безразмерную координату z̃ =

= z/L (далее знак «тильда» будем опускать), а так-
же приведенную объемную долю УНТ в суспензии,
g = f/f , и безразмерную напряженность магнит-
ного поля h = HL

√
χa/K11. В качестве единицы

напряженности магнитного поля H мы выбрали ве-
личину Hq = L−1

√
K11/χa, которая определяется

балансом энергии ориентационно-упругих деформа-
ций F1 и диамагнитного вклада ЖК-матрицы F2.
По аналогии с Hq можно ввести характерное поле
Hd = K11/MsfL

2, следующее из баланса энергии
F1 ориентационно-упругих деформаций и энергии
F4 феррочастиц в магнитном поле. При H ≥ Hq

ориентационные искажения в ЖК возникают из-
за диамагнитного механизма влияния поля на ЖК-
матрицу, а при H ≥ Hd — из-за ферромагнитного
механизма влияния поля на УНТ.

Далее определим безразмерные параметры сус-
пензии:

σ =
WpfL

2

K11d
, κ =

kBTfL
2

K11v
, γ =

χp
a

χa
f,

b =
MsfL√
K11χa

, k =
K33

K11
.

(5)

Здесь k — отношение констант Франка, σ — без-
размерная энергия сцепления УНТ сЖК-матрицей.
Параметр b представляет собой отношение двух ха-
рактерных магнитных полей, b = Hq/Hd. При b >

> 1 ориентационные деформации вызваны преиму-
щественно ферромагнитным механизмом, а при b <
< 1 — диамагнитной анизотропией ЖК. Параметр
γ определяется балансом энергии F2 диамагнитной
ЖК-матрицы и энергии F3 диамагнитных нанотру-
бок в магнитном поле [34] и показывает, какой из
двух диамагнитных механизмов ориентации суспен-
зии магнитным полем преобладает в суспензии. При
γ > 1 деформация ориентационной структуры вы-
звана преимущественно диамагнитным механизмом,
связанным с УНТ, а при γ < 1 появление искаже-
ний поля директора n обусловлено диамагнетизмом
ЖК. Параметр сегрегации κ = (L/Ls)

2 является
квадратом отношения двух характерных размеров
системы — толщины L слоя суспензии и сегрега-

ционной длины Ls =
√
vK11/kBTf [2, 38], которая

находится из баланса вкладов F1 и F6 в объемную
плотность свободной энергии. Сегрегационный па-
раметр κ представляет собой меру концентрацион-
ного расслоения УНТ в слое суспензии [2]. При κ�
� 1 перераспределение УНТ в слое ЖК пренебре-
жимо мало и становится существенным при κ � 1.
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В системе единиц СГС согласно работам
[14,16, 23, 39] типичные значения материальных
параметров НЖК и УНТ составляют χa ≈ 10−7,
K33 > K11 ≈ 10−7 дин, χp

a ≈ 10−5–10−4, d ≈ 10−6 см,
l ≈ 10−4 см, v ≈ 10−16 см3, Ms ≈ 102 Гс, f ≈ 10−5–
10−4. Примем температуру T = 300 К, толщину
ячейки L = 20 мкм. Энергия сцепления ЖК и
УНТ согласно работам [40, 41] принимает значения
в диапазоне Wp ≈ 10−3–1 дин/см. Тогда получим
следующие оценки для безразмерных параметров:
κ ≈ 1, σ ≈ 1–102, b ≈ 10, k ≈ 1, γ ≈ 10−1.

Для безразмерной свободной энергии F̃ =

= FL/K11S с учетом выражений (5) получаем

F̃ =

1/2∫
−1/2

[
1

2

(
dϕ

dz

)2

K(ϕ)− 1

2
h2 sin2 ϕ −

− 1

2
γgh2 sin2 ψ − bhg sinψ−

− σg cos2(ϕ− ψ) + κg ln g

]
dz. (6)

Здесь S — площадь пластин, ограничивающих ячей-
ку, и введено обозначение

K(ϕ) = cos2 ϕ+ k sin2 ϕ. (7)

Свободная энергия (6) является функционалом от-
носительно трех функций, ϕ(z), ψ(z) и g(z). Мини-
мизация по ϕ(z) и ψ(z) дает уравнение для угла ори-
ентации директора ЖК,

K(ϕ)
d2ϕ

dz2
+

1

2

dK(ϕ)

dϕ

(
dϕ

dz

)2

+

+
1

2
h2 sin 2ϕ− σg sin 2(ϕ− ψ) = 0, (8)

и уравнение связи директоров n и m,
1

2
γh2 sin 2ψ + bh cosψ + σ sin 2(ϕ− ψ) = 0. (9)

Минимизация по g проводится с дополнительным
условием постоянства числа УНТ в суспензии∫
f dV = Nv, которое в безразмерной форме имеет

вид
1/2∫

−1/2

g(z) dz = 1. (10)

В результате получим

g = Q exp

{
γh2 sin2 ψ

2κ
+
bh sinψ

κ
+

+
σ cos2(ϕ− ψ)

κ

}
, (11)

где для постоянной нормировки введено обозначе-
ние

Q−1 =

1/2∫
−1/2

exp

{
γh2 sin2 ψ

2κ
+
bh sinψ

κ
+

+
σ cos2(ϕ− ψ)

κ

}
dz. (12)

Выражение (11) описывает концентрационное рас-
пределение УНТ в слое суспензии. Под действием
магнитного поля возникают искажения ориентаци-
онной структуры ЖК, приводящие к перераспреде-
лению примеси по толщине слоя, так что УНТ на-
капливаются в той части слоя, где минимальна сум-
ма их магнитной энергии в поле и ориентационной
энергии в матрице. Это явление в физике ферроне-
матиков получило название эффекта сегрегации [2],
а в ЖК-суспензиях УНТ его существование уста-
новлено в работе [34].

Систему уравнений (8), (9), (11), (12) необходимо
дополнить условиями планарного сцепления дирек-
тора n с границами слоя:

ϕ|z=±1/2 = 0. (13)

В силу симметрии задачи середине слоя (z = 0) от-
вечает максимальное отклонение ϕm директора от
оси легкого ориентирования; тогда можно записать

ϕ(0) = ϕm,
dϕ

dz

∣∣∣∣
z=0

= 0. (14)

Значение ϕm определяется напряженностью прило-
женного магнитного поля и материальными пара-
метрами суспензии.

Проинтегрируем систему уравнений (8), (9) и
(11). Для этого умножим уравнение (8) на dϕ/dz, а
уравнение (9) на g dψ/dz и сложим их, в результате
получим

dϕ

dz
= ± 1√

R(ϕ, ψ)
. (15)

Здесь введено обозначение

R(ϕ, ψ) = K(ϕ)
[
h2(cos2 ϕ− cos2 ϕm)−2κ(g−gm)

]−1
,

где ψ(0) ≡ ψm — угол ориентации директора УНТ и
g(ϕm, ψm) ≡ gm — приведенная объемная доля на-
нотрубок в середине слоя суспензии.

Знак «плюс» в уравнении (15) отвечает нижней
половине слоя, «минус» — верхней, если рассмат-
ривать поворот директора против часовой стрел-
ки. Напомним, что в уравнении (15) содержится
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угол поворота директора нанотрубок, ψ = ψ(ϕ), ко-
торый определяется уравнением связи (9). Зависи-
мость концентрации нанотрубок g = g(ϕ, ψ) от углов
ϕ и ψ задается соотношением (11).

Интегрируя уравнение (15), получим неявную
зависимость угла ориентации ϕ(z) директора ЖК
от координаты z:

ϕ(z)∫
0

√
R(ϕ̃, ψ) dϕ̃ =

1

2
+ z, z ∈

[
−1

2
, 0

]
, (16)

ϕ(z)∫
0

√
R(ϕ̃, ψ) dϕ̃ =

1

2
− z, z ∈

[
0,

1

2

]
. (17)

Если положить z = 0 в выражении (16) или (17), то
с учетом (14) получим уравнение, которое позволя-
ет найти угол ориентации директора ϕm в середине
слоя:

ϕm∫
0

√
R(ϕ̃, ψ) dϕ̃ =

1

2
. (18)

Для определения константы нормировки Q пе-
рейдем в выражении (10) от интегрирования по про-
странственной координате к интегрированию по уг-
лу, используя выражение (15); тогда получим

ϕm∫
0

g(ϕ̃, ψ)
√
R(ϕ̃, ψ) dϕ̃ =

1

2
. (19)

Система интегральных уравнений (9), (18) и (19)
позволяет определить величину Q и значения углов
отклонения директоров ЖК и УНТ от оси легко-
го ориентирования в середине слоя, соответственно
ϕm и ψm, как функции приложенного магнитного
поля h и материальных параметров суспензии σ, γ,
κ и k. Для найденных значений ϕm, ψm и Q с помо-
щью выражений (9), (11), (16) и (17) можно найти
пространственные распределения углов ориентации
директоров ЖК и УНТ, ϕ(z) и ψ(z), а также приве-
денную объемную долю нанотрубок g(z).

3. ОРИЕНТАЦИОННЫЕ ФАЗЫ СУСПЕНЗИИ
И ПОЛЯ ПЕРЕХОДОВ

В отсутствие магнитного поля система уравне-
ний (8), (9), (11) и (12) с граничными условиями
(14) допускает однородное решение

ϕ(z) ≡ 0, ψ(z) ≡ 0, g(z) = 1,

H = 0 z

z

z

x

x

x

m

m

m

H

H

n

n

n

а

б

в

Рис. 2. Ориентационные фазы суспензии: a — планарная;
б — угловая; в — гомеотропная

отвечающее исходному состоянию, в котором дирек-
торыЖК и УНТ параллельны оси легкого ориенти-
рования n0 во всем слое суспензии, n ‖ m ‖ n0, что
соответствует планарному сцеплению УНТ и ЖК.
Такую фазу будем называть планарной (рис. 2а).
При включении магнитного поля это состояние пе-
рестает быть устойчивым и система из однородной
планарной фазы беспороговым образом переходит в
неоднородную угловую фазу [34,42], в которой угол
между директорами n и m отличен от нуля и π/2 и
зависит от координаты z (рис. 2б).

В присутствии поля система уравнений (8), (9),
(11) и (12) допускает другое однородное решение
ϕ(z) ≡ 0, ψ(z) ≡ π/2 и g(z) = 1, описывающее состо-
яние, в котором директор ЖК направлен вдоль оси
легкого ориентирования n ‖ n0, а директор УНТ m

ориентирован вдоль поля (n ⊥ m ‖ H), что отвеча-
ет гомеотропному сцеплению УНТ с ЖК-матрицей.
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Такую фазу согласно работам [34, 42] будем назы-
вать гомеотропной (рис. 2в). Неоднородная (угло-
вая) фаза суспензии описывается полной системой
интегральных уравнений равновесия.

Вблизи перехода между угловой и гомеотропной
фазами угол ϕ мал, а угол ψ близок к π/2, т. е.
ϕ(z) � 1, ψ(z) = π/2 − δψ(z), где δψ(z) � 1, и
распределение УНТ в слое близко к однородному,
g(z) ≈ 1. В этом случае система уравнений (8), (9),
(11) и (12) может быть представлена в виде разло-
жения в степенной ряд по малым величинам ϕ и δψ:

d2ϕ

dz2
+ h2ϕ+ 2σ(ϕ+ δψ) = 0, (20)

(γh2 + bh)δψ − 2σ(ϕ+ δψ) = 0. (21)

Исключая из выражений (20) и (21) малую поправ-
ку δψ, приходим к уравнению

d2ϕ

dz2
+ Λ2ϕ = 0, (22)

где введено обозначение

Λ2 = h2 − 2σh(γh+ b)

2σ − h(γh+ b)
. (23)

Нетривиальное решение ϕ(z) = ϕm cos(πz) уравне-
ния (22) с граничными условиями (13) и (14) суще-
ствует при Λ = π. В этом случае выражение (23)
позволяет получить уравнение для определения по-
рогового поля h = hr перехода суспензии из угловой
в гомеотропную фазу:

h2r −
2σhr(γhr + b)

2σ − hr(γhr + b)
= π2. (24)

В случае, когда примесными являются ферромаг-
нитные частицы (γ = 0), выражение (24) совпадает
с полученным в работе [43] для ферронематическо-
го ЖК, а если УНТ не являются ферромагнитными
(b = 0), то формула (24) сводится к результату ра-
боты [34] для ЖК-суспензии УНТ.

Выражение (24) можно разрешить относитель-
но σ:

σ =
1

2

hr(π
2 − h2r)(γhr + b)

hr(γhr + b) + π2 − h2r
. (25)

На рис. 3 показаны фазовые диаграммы ЖК-сус-
пензии ФМ УНТ, построенные по формуле (25).
Кривые на этих рисунках определяют границу пере-
хода между гомеотропной и угловой фазами. Внут-
ренняя область по отношению к двузначной кривой

hrhr

hr

3

2

1

00

0

1

2

3

11

0.4

22

0.8

33

1.2

�m3�m3

�m3

�m2�m2

�m2

�m1�m1

�m1

��

�

� = 0.2

� = 0.1 � = 0.2
� = 0.5

b = 1

b = 5b = 5

b = .50

b = 10

а

б

Рис. 3. Зависимости поля перехода hr от энергии сцепле-
ния УНТ с ЖК-матрицей σ: а — при различных значени-
ях параметра b (σm1 = 0.972, σm2 = 1.973, σm3 = 2.554);
б — при различных значениях параметра γ (σm1 = 0.620,

σm2 = 0.748, σm3 = 1.039)

hr(σ) отвечает фазе с гомеотропным сцеплением ди-
ректоров ЖК и УНТ, n0 ‖ n ⊥ m. Вне этой обла-
сти находится неоднородная угловая фаза, в кото-
рой угол между директором ЖК n и директором
УНТ m принимает значения от 0 до π/2. Решение
уравнения (24), отвечающее нижнему участку дву-
значной кривой hr(σ) на рис. 3, будем далее обозна-
чать hr−, а верхнему — hr+.

На рис. 3 видно, что в зависимости от энергии
сцепления примесных частиц с ЖК-матрицей воз-
можны два принципиально разных ориентационных
отклика суспензии на внешнее магнитное поле. Как
видно, имеется некоторое пороговое значение энер-
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гии сцепления σm (показано штриховыми линиями
на рис. 3), зависящее от параметров суспензии b и γ,
выше которого (жесткое сцепление, σ > σm) переход
в гомеотропную фазу отсутствует при любых значе-
ниях напряженности поля. Таким образом, в случае
жесткого сцепления в отсутствие магнитного поля
начальное состояние суспензии с планарным сцепле-
ниемЖК и УНТ вследствие ферромагнитного меха-
низма после включения поля теряет устойчивость и
сменяется неоднородной угловой фазой. Такой ори-
ентационный отклик экспериментально обнаружен
в работе [23], в которой исследованы ЖК-суспензии
агрегированных ФМ УНТ.

В предельном случае b = 0, что соответствует
чистым нанотрубкам, согласно работе [34], переход
из начальной планарной фазы в угловую имеет по-
рог и происходит при достижении магнитным полем
некоторого значения.

В случае σ < σm (слабое сцепление) включение
магнитного поля также приводит к беспороговому
переходу из планарной в угловую фазу, однако при
достижении полем значения hr− происходит переход
в гомеотропную фазу, которая остается устойчивой
в полях, не превышающих значения hr+, выше ко-
торого происходит возвратный переход в угловую
фазу. Наличие гомеотропной фазы в интервале по-
лей hr− ≤ h ≤ hr+, а следовательно, и возвратных
переходов в угловую фазу, обусловлено конкурен-
цией слагаемых в свободной энергии (1). В указан-
ном интервале полей рост слагаемых F2 и F5 ком-
пенсируется убылью всех остальных вкладов в вы-
ражении (1). При достижении полем значения hr+
диамагнитный эффект, создаваемыйЖК-матрицей,
становится существенным и приводит к ориентаци-
онным деформациям директора ЖК, которые вы-
зывают переход в неоднородную угловую фазу. По-
хожий эффект имеет место в ферронематических
жидких кристаллах [43].

В случае слабого сцепления УНТ и ЖК (σ �
� σm) формула (25) позволяет получить выраже-
ния для магнитных полей переходов, соответствую-
щих нижнему и верхнему начальным участкам дву-
значной кривой (см. рис. 3):

hr−|σ→0 ≈ 2σ

b
, hr+|σ→0 ≈ π − σ

π
. (26)

Из формул (26) видно, что в полях, превышающих
пороговое поле Фредерикса в чистом ЖК (h > π),
суспензия всегда находится в угловой фазе, незави-
симо от значений ее материальных параметров.

Как отмечалось выше, значение σm зависит от
параметров b и γ. На рис. 3a видно, что с ростом па-

раметра b, т. е. по мере усиления влияния ферромаг-
нитного ориентационного механизма, обусловленно-
го наличием магнитных моментов УНТ, над диамаг-
нитным, связанным с ЖК-матрицей, расширяется
область существования гомеотропной фазы и уве-
личивается пороговое значение энергии сцепления
σm. Вместе с этим происходит уменьшение поля пе-
рехода hr− и увеличение hr+. Таким образом, с рос-
том параметра b переход из угловой фазы в гомео-
тропную происходит в меньших полях, а переход из
гомеотропной в угловую фазу — в больших полях.
На рис. 3б видно, что области существования гомео-
тропной фазы также расширяются с ростом пара-
метра γ, чему отвечает увеличение относительного
вклада диамагнитного ориентационного механизма,
связанного с УНТ, по сравнению с диамагнитным
влиянием ЖК.

4. ХАРАКТЕР ОРИЕНТАЦИОННЫХ
ПЕРЕХОДОВ

Рассмотрим поведение суспензии вблизи поля
hr− перехода из угловой фазы в гомеотропную. В ре-
зультате разложения свободной энергии суспензии
(6) в степенной ряд по малым ϕ(z) = ϕm cos(πz) вы-
ражение (6) для свободной энергии принимает фор-
му разложения Ландау:

F = Fr +
α−
2

(h− hr−)ϕ2
m +

β−
4
ϕ4
m + . . . (27)

Здесь коэффициенты разложения являются функ-
циями материальных параметров:

Fr = −γh
2

2
− bh,

α− = −hr− + s2−

(
γhr− +

b

2

)
,

β− = β∗
−(κ− κ∗−),

β∗
− =

1

16κ

[
4kπ2+24σs−(s−+1)2+3bhr−s4−

]
,

s− =
π2 − h2r−

hr−(γhr− + b)
> 0,

κ∗− =
4σ2(s− + 1)2

4kπ2 + 24σs−(s− + 1)2 + 3bhr−s4−
.

(28)

В результате минимизации выражения (27) по ϕm

получим зависимость угла ориентации директора
ЖК в середине слоя, ϕm, от приложенного магнит-
ного поля вблизи hr−:

ϕm = ±
√
α−
β∗−

hr− − h

κ− κ∗−
. (29)
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Для hr− < hm (нижняя ветвь двузначной кривой
hr(σ)), где hm отвечает значению энергии сцепле-
ния σm (см. рис. 3), коэффициент α− > 0 и, как
видно из формул (28), β∗− > 0 и κ∗− > 0, так как
hr− < π. Таким образом, при κ ≥ κ∗− действитель-
ные решения (29) существуют при h ≤ hr−, а значит,
ориентационный переход из угловой фазы в гомео-
тропную является переходом второго рода. В про-
тивоположном случае, когда κ < κ∗−, этот переход
является переходом первого рода, а значение κ∗− от-
вечает трикритической точке.

Рассмотрим теперь поведение суспензии вблизи
поля hr+, которое отвечает переходу из гомеотроп-
ной фазы в угловую. По аналогии с предыдущим
случаем представим выражение (6) для свободной
энергии в виде разложения Ландау. В результате по-
лучим

F = Fr +
α+

2
(hr+ − h)ϕ2

m +
β+
4
ϕ4
m + . . . , (30)

где введены обозначения

α+ = hr+ − s2+

(
γhr+ +

b

2

)
,

β+ = β∗
+(κ− κ∗+),

β∗
+ =

1

16κ

[
4kπ2+24σs+(s++1)2+3bhr+s

4
+

]
,

κ∗+ =
4σ2(s+ + 1)2

4kπ2 + 24σs+(s+ + 1)2 + 3bhr+s4+
,

s+ =
π2 − h2r+

hr+(γhr+ + b)
> 0.

(31)

После минимизации свободной энергии (30) по ϕm

для угла ориентации директора ЖК в центре слоя
вблизи hr+ получим выражение

ϕm = ±
√
α+

β∗
+

h− hr+
κ− κ∗+

. (32)

Для hr+ > hm (верхняя ветвь двузначной кри-
вой hr(σ)) коэффициент α+ > 0 и, согласно (31),
параметры β∗

+ > 0 и κ∗+ > 0, так как hr+ < π. Та-
ким образом, из выражения (32) следует, что при
κ ≥ κ∗+ ориентационный переход между гомеотроп-
ной и угловой фазами является переходом второго
рода, а при κ < κ∗+ — переходом первого рода, т. е.
значение κ∗+ отвечает трикритической точке.

Заметим, что выражение (24) позволяет опреде-
лить только поля перехода второго рода. Поле рав-
новесного перехода первого рода, ht, можно найти из
условия равенства свободных энергий гомеотропной
и угловой фаз. Переходя в выражении (6) для сво-
бодной энергии от интегрирования по координате к

интегрированию по углу с помощью (15), можно за-
писать условие равенства свободных энергий в виде

2

ϕm∫
0

K(ϕ)√
R(ϕ, ψ)

∣∣∣∣∣
h=ht

dϕ− h2t
2

sin2 ϕm +

+ κ[ln eQ− gm] +
γh2t
2

+ bht = 0. (33)

Уравнение (33) совместно с (9), (18) и (19) позволя-
ет найти поле ht равновесного перехода первого рода
как функцию материальных параметров суспензии.
По аналогии с полями перехода второго рода введем
следующие обозначения: ht− — равновесное поле пе-
рехода первого рода из угловой фазы в гомеотроп-
ную, ht+ — равновесное поле перехода первого рода
из гомеотропной фазы в угловую.

5. ОРИЕНТАЦИОННЫЙ И
МАГНИТООПТИЧЕСКИЙ ОТКЛИКИ НА

ПРИЛОЖЕННОЕ ПОЛЕ

Рассмотрим ориентационный отклик суспензии
на приложенное магнитное поле. На рис. 4 и 5 пред-
ставлены результаты численного решения системы
уравнений (9), (18) и (19) для различных значений
материальных параметров.

На рис. 4 показаны углы ориентации директоров
ЖК и УНТ (рис. 4a) и приведенной объемной доли
УНТ (рис. 4б) в центре слоя от приложенного маг-
нитного поля h, полученные путем численного ре-
шения системы уравнений (9), (18) и (19) для σ = 1,
b = 5, γ = 0.2, κ = 0.05 и k = 1.5. Соответству-
ющая фазовая диаграмма представлена на рис. 3а.
Значения полей переходов второго рода из угловой
фазы в гомеотропную, hr− = 0.50 и hr+ = 2.75, рас-
считаны по формуле (24). Равновесное поле перехо-
да первого рода из гомеотропной фазы в угловую,
ht+ = 2.72, найдено с помощью уравнения (33), ко-
торое решалось совместно с уравнениями (9), (18)
и (19). Значения трикритических параметров сегре-
гации, κ∗− = 0.02 и κ∗+ = 0.08, рассчитаны, соот-
ветственно, с помощью выражений (28) и (31). На
рис. 4a видно, что при включении магнитного поля в
суспензии беспороговым образом появляются иска-
жения ориентационной структуры. Примесные ФМ
УНТ стремятся повернуться в направлении поля и,
благодаря ориентационной связи между компонен-
тами суспензии, их механическое вращение переда-
ется ЖК-матрице, что отвечает росту углов ϕm и
ψm на рис. 4a. С ростом искажений ориентационной
структуры в результате сегрегационных эффектов
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Рис. 4. Зависимости углов ориентации директоров ЖК и
УНТ (а) и приведенной объемной доли УНТ (б) в центре
слоя от приложенного магнитного поля h для σ = 1, b = 5,
γ = 0.2, κ = 0.05 и k = 1.5. Здесь hr− = 0.50, hr+ = 2.75

и ht+ = 2.72

примесь начинает накапливаться в середине слоя,
чему отвечает увеличение gm (рис. 4б).

При увеличении магнитного поля в результате
слабого сцепления (σ < σm) директор ЖК отры-
вается от директора УНТ и возвращается к исход-
ной планарной текстуре при h = hr−, в то время
как УНТ ориентируются в направлении поля, т. е.
происходит переход между угловой и гомеотропной
фазами, который для выбранных материальных па-
раметров является переходом второго рода, так как
κ > κ∗−. С исчезновением искажений ориентаци-
онной структуры ЖК-матрицы примесь однородно
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Рис. 5. Зависимости углов ориентации директоров ЖК и
УНТ (а) и приведенной объемной доли УНТ (б) в цент-
ре слоя от приложенного магнитного поля h для σ = 2,
b = 10, γ = 0.2, κ = 0.1 и k = 1.5 (hr− = 0.69, hr+ = 2.25,

ht− = 0.78, ht+ = 1.89)

распределена по всему слою, чему отвечает значение
gm = 1 в полях hr− < h < ht+ (см. рис. 4б). Гомео-
тропная фаза является устойчивой, пока магнитное
поле не достигнет значения ht+, выше которого углы
ориентации ϕm и ψm меняются скачком, т. е. проис-
ходит переход первого рода из гомеотропной фазы
в угловую (этому переходу отвечают вертикальные
отрезки прямых на рис. 4), так как значение пара-
метра сегрегации меньше трикритического, κ < κ∗+.
Заметим, что поле равновесного перехода первого
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рода ht+ имеет меньшее значение, чем поле пере-
хода второго рода hr+. На рис. 4 пунктиром пока-
заны участки кривых, отвечающие метастабильным
состояниям. В угловой фазе при h > ht+ с ростом
поля директоры ЖК и УНТ ориентируются в на-
правлении поля и углы ϕm и ψm стремятся к π/2.
При этом происходит расширение области, в кото-
рой директор ЖК ориентирован по полю, от центра
слоя к его границам, и УНТ мигрируют к границам
слоя. Это отвечает возрастанию, а затем и уменьше-
нию концентрации gm нанотрубок, показанным на
рис. 4б.

На рис. 5 показаны результаты численного реше-
ния системы уравнений (9), (18) и (19) для σ = 2,
b = 10, γ = 0.2, κ = 0.1 и k = 1.5, которым отвечают
значения полей переходов hr− = 0.69, hr+ = 2.25,
ht− = 0.78, ht+ = 1.89 и трикритические значения
параметров сегрегации κ∗− = 0.18 и κ∗+ = 0.32. Со-
ответствующая этому рисунку фазовая диаграмма
представлена на рис. 3a. В этом случае переходы
угловая–гомеотропная–угловая фазы являются пе-
реходами первого рода, так как выбранное значе-
ние κ < κ∗− < κ∗+. На рис. 5 видно, что для пе-
рехода между угловой и гомеотропной фазами по-
ле ht− равновесного перехода первого рода больше,
чем поле hr− перехода второго рода, а для перехода
из гомеотропной фазы в угловую имеем ht+ < hr+.
Таким образом, для суспензии с параметром сегре-
гации меньшим, чем трикритические значения, об-
ласть существования гомеотропной фазы уменьша-
ется. Для рассматриваемых значений параметров
поведение углов отклонения директоров компонент
суспензии от оси легкого ориентирования и приве-
денной объемной доли УНТ в центре слоя каче-
ственно похожи на предыдущий случай, но переход
из угловой в гомеотропную фазу является теперь
переходом первого рода.

Одним из способов экспериментального обнару-
жения ориентационных переходов в ЖК является
измерение оптической разности фаз δ между обык-
новенным и необыкновенным лучами монохромати-
ческого света, прошедшего через ячейку суспензии.
Для нормально падающего луча света, согласно ра-
боте [39], оптическая разность фаз имеет вид

δ =
2πL

λ

1/2∫
−1/2

(neff − no) dz, (34)

где L — толщина ячейки, в которой находится сус-
пензия, λ — длина волны монохроматического све-
та, neff — эффективный показатель преломления,
определяемый соотношением

h
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Рис. 6. Зависимость оптической разности фаз от прило-
женного магнитного поля для σ = 2, b = 10, γ = 0.2,
κ = 0.1 и k = 1.5 (hr− = 0.69, hr+ = 2.25, ht− = 0.78,

ht+ = 1.89)

1

n2
eff

=
sin2 ϕ(z)

n2
o

+
cos2 ϕ(z)

n2
e

, (35)

no и ne — показатели преломления соответственно
обыкновенного и необыкновенного лучей света. Ис-
пользуя (15), в выражении (34) можно перейти от
интегрирования по пространственной переменной к
интегрированию по углу ϕ. Тогда можно записать

δ

δ0
= 2

ϕm∫
0

(
1− ξ +

√
1− ξ

)
cos2 ϕ

1− ξ cos2 ϕ+
√
1− ξ cos2 ϕ

×

×R1/2(ϕ, ψ) dϕ, (36)

где введены обозначения

δ0 = 2πL
ne − no

λ
, ξ =

n2
e − n2

o

n2
e

. (37)

В качестве примера рассмотрим суспензию на ос-
нове жидкого кристалла 6CHBT с no = 1.52 и ne =

= 1.67 для λ = 632.8 нм [44]. На рис. 6 представлены
результаты расчета фазовой задержки (36) для сус-
пензии, отвечающие рис. 5. На рис. 6 видно, что в
отсутствие поля в планарной фазе фазовая задерж-
ка максимальна. При включении поля происходит
переход в угловую фазу, и фазовая задержка умень-
шается, достигая локального минимума, который
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отвечает локальному максимуму отклонения дирек-
тора ЖК от оси легкого ориентирования в центре
слоя (см. рис. 5a). Затем она возрастает и скачко-
образно при h = ht− становится равной единице,
чему отвечает исчезновение искажений ориентаци-
онной структуры в ЖК-матрице и переход первого
рода в гомеотропную фазу. Далее с ростом поля при
h = ht+ происходит переход первого рода в угловую
фазу, в которой угол ориентации директораЖК мо-
нотонно возрастает, а фазовая задержка монотонно
уменьшается. Наличие переходов первого рода сви-
детельствует об оптической бистабильности суспен-
зии.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе изучены индуцированные магнит-
ным полем ориентационные фазовые переходы
в ЖК-суспензии УНТ. Рассмотрение проведено
для ФМ УНТ, которые, наряду с типичной для
УНТ положительной анизотропией диамагнитной
восприимчивости χp

a > 0, обладают собственным
магнитным моментом, связанным с инкапсули-
рованием магнитных частиц внутри трубки либо
с покрытием поверхности трубки соединениями
железа (функционализированные УНТ).

Показано, что ориентационный отклик суспен-
зии на приложенное магнитное поле существенным
образом зависит от энергии сцепления нанотрубок
с ЖК-матрицей и от сегрегационного параметра. В
случае сильного сцепления нанотрубок с матрицей
начальное состояние суспензии с планарным типом
сцепления сменяется в магнитном поле неоднород-
ной угловой фазой. При слабом сцеплении нанотру-
бок с матрицей с ростом поля происходит последо-
вательность переходов однородная планарная фа-
за – неоднородная угловая фаза – однородная гомео-
тропная фаза – неоднородная угловая фаза. Показа-
но, что переходы между угловой и гомеотропной фа-
зами могут быть переходами первого или второго
рода в зависимости от параметра сегрегации. Полу-
чены аналитические выражения для полей перехо-
дов второго рода и для параметра сегрегации, отве-
чающего трикритической точке переходов.

Изучены зависимости углов ориентации дирек-
тора ЖК и длинных осей УНТ, а также распреде-
ление концентрации УНТ от напряженности поля и
материальных параметров суспензии и на их основе
рассчитана оптическая разность фаз между обык-
новенным и необыкновенным лучами монохромати-
ческого света, прошедшего через ячейку суспензии.

Показана возможность оптической бистабильности
суспензии.

Рассмотренные в работе ЖК-суспензии ФМ
УНТ отличаются характером магнитоориентаци-
онного отклика на внешнее магнитное поле от
беспримесных ЖК [1], а также от ЖК-суспензий
обычных (диамагнитных) УНТ [34]. При γ = 0

рассмотренная модель приводит к результатам
работы [43] для ферронематического ЖК.

В заключение отметим, что безразмерная энер-
гия сцепления σ (см. формулы (5)), определяющая
характер ориентационного отклика суспензии на
приложенное магнитное поле, представляет собой
комбинацию материальных параметров суспензии,
которая линейно зависит от квадрата толщины
слоя и объемной доли примеси. Таким образом, ва-
рьируя эти величины, можно подобрать параметры
суспензии, позволяющие обнаружить возвратные
ориентационные переходы угловая – гомеотропная –
угловая фаза.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант
№16-02-00196).
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