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Оригинальным методом рассчитаны частотные зависимости эффективной комплексной диэлектриче-
ской проницаемости и эффективной комплексной магнитной восприимчивости гетероструктуры на ос-
нове диэлектрической среды, содержащей металлические наночастицы сферической формы. В отличие
от подходов Бруггемана [21] и Максвелла Гарнетта [17], использующих в расчетах квазистатическое
приближение, рассчитано неоднородное распределение электромагнитных полей внутри металлических
наночастиц, что позволило исследовать зависимость электромагнитных параметров гетероструктуры не
только от частоты, но и от размера частиц. Показано, что частота плазмонного резонанса понижается
с увеличением как размера частиц, так и их концентрации в гетероструктуре. Показано также, что ди-
электрическая среда, содержащая немагнитные металлические наночастицы, проявляет диамагнитные
свойства. При этом положение максимума на частотной зависимости мнимой части магнитной воспри-
имчивости совпадает с частотой релаксации носителей заряда. Рассчитанные спектры действительной
и мнимой компонент диэлектрической проницаемости гетероструктуры с размерами металлических час-
тиц меньше 10 нм хорошо согласуются с расчетами Бруггемана, однако с расчетами Максвелла Гарнетта
согласие наблюдается только при концентрациях наночастиц меньше 10−6.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Современные технологии позволяют не только
изготавливать металлические наночастицы сфери-
ческой формы размерами от единиц до сотен нано-
метров, но и создавать на их основе взвеси в водной
среде (суспензии различных концентраций), исполь-
зуемые, в частности, в медицине [1–3]. Металличе-
ские наночастицы используются также для усиле-
ния электромагнитного поля вблизи длинных моле-
кулярных цепочек красителей, что приводит к об-
разованию локальной бистабильности в окрестнос-
ти частицы [4]. Хорошо известно, что в металли-
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ческих наночастицах наблюдаются плазмонные ре-
зонансы, частоты которых попадают в оптический
диапазон [5,6]. Именно поэтому гетероструктуры на
основе диэлектрической среды, содержащей метал-
лические наночастицы, включая водные суспензии,
имеют цветовую окраску в зависимости от разме-
ров наночастиц [7]. С учетом того, что плазмонные
резонансы в частицах должны проявляться на ча-
стотных зависимостях электромагнитных парамет-
ров гетероструктур, задача расчета эффективных
комплексных диэлектрической и магнитной прони-
цаемостей в них представляет большой интерес и
является актуальной.

Известно, что вынужденные электромагнитные
колебания в любом однородном теле сферической
формы под воздействием падающей на него снару-
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жи плоской электромагнитной волны представля-
ют собой суперпозицию электрических и магнитных
мультипольных колебаний от первого порядка до
бесконечности. Компоненты электрического и маг-
нитного полей таких колебаний описываются сфе-
рическими функциями [8–10]. Известно также, что
резонансы мультипольных электрических и магнит-
ных колебаний в диэлектрических сферах наблю-
даются на частотах, при которых размеры сферы
соизмеримы с длиной электромагнитной волны в
диэлектрическом материале. Однако для электри-
ческих мультипольных колебаний в металлических
наночастицах, которые часто называют плазмонны-
ми колебаниями, наблюдаются резонансные возбуж-
дения (плазмоны) на частотах, когда длина волны
λm в материале много больше радиуса a частицы
[6]. Плазмоны различной мультипольности влияют
на характер рассеяния электромагнитных волн на
металлических наночастицах, расположенных в ди-
электрической матрице [11].

Резонансные частоты ωn электрических мульти-
польных колебаний определяются уравнениями

(n+ 1)εd + nεm(ω) = 0. (1)

Эти уравнения получаются из условия обращения в
нуль знаменателей амплитуд электрических полей
[8–10] при a → 0. Здесь εd — относительная ди-
электрическая проницаемость окружающей среды,
а εm(ω) — относительная комплексная диэлектри-
ческая проницаемость материала наночастицы, ко-
торая в рамках модифицированной модели Друде
[12] выражается формулой

εm(ω) = ε∞ − ω2
p

ω2 + iωγ
, (2)

где ε∞ — оптическая диэлектрическая проницае-
мость металла, ωp — частота плазменных колеба-
ний в металле, а γ — частота релаксации носителей
заряда. При выводе этой формулы предполагалось,
что гармонические колебания описываются множи-
телем exp(−iωt). Из формул (1) и (2) следует, что
резонансные частоты ωn и добротности Qn электри-
ческих мультипольных колебаний при 2πa � λm вы-
ражаются формулами

ωn =

√
ω2
p

(1 + n−1)εd + ε∞
−
(γ
2

)2
, (3)

Qn =

√
ω2
pγ

−2

(1 + n−1)εd + ε∞
− 1

4
. (4)

Самую большую амплитуду имеют плазмонные ко-
лебания с n = 1, т. е. электродипольные колебания.

Амплитуды других плазмонных колебаний (квадру-
польных, октупольных и т. д.) быстро убывают как
с увеличением их порядка n, так и с уменьшением
радиуса a частицы.

Отметим, что вынужденные магнитные мульти-
польные колебания в сферических металлических
наночастицах не имеют резонансов в области опти-
ческих частот, так как вещественная часть знамена-
телей их амплитуд не обращается в нуль при a < λm

[13]. Однако в присутствии постоянного магнитного
поля магнитодипольный резонанс наблюдался наря-
ду с электрическим дипольным резонансом [14].

Из экспериментов [5,7,8] известно, что с увеличе-
нием радиуса a частиц частота ω1 плазмонных коле-
баний металлической наночастицы начинает плав-
но понижаться, но только когда радиус a превыша-
ет некоторое значение порядка 5 нм. В работе [5]
этот эффект объясняли наличием нескольких меха-
низмов затухания плазмонов, используя квазиста-
тическое приближение. В другой работе [15] зави-
симость резонансной частоты плазмонных колеба-
ний от размера металлической наночастицы объяс-
нялось уже квантовыми размерно-зависимыми эф-
фектами и также в квазистатическом приближении.
Однако, как показано в работе [6], зависимости резо-
нансных частот мультипольных плазмонных коле-
баний от размера частицы можно получить элект-
родинамическим расчетом распределения электро-
магнитных полей внутри частицы, т. е. отказаться
от использования квазистатического приближения,
в котором считается, что локальные высокочастот-
ные свойства материала наночастицы однородны по
всему ее объему и совпадают с локальными свой-
ствами массивного материала.

Для расчета эффективной комплексной диэлек-
трической проницаемости εeff диэлектрической сре-
ды, содержащей металлические наночастицы, боль-
шинство авторов также используют электродиполь-
ное квазистатическое приближение. Поэтому полу-
ченные ими формулы не содержат радиуса a метал-
лических наночастиц, а значит, не описывают вли-
яния размера наночастиц на частотную дисперсию
εeff (ω) вблизи частоты ω1 плазмонного резонанса.
К числу таких формул относится формула Макс-
велла –Вагнера [16]

εeff = εd

[
1+3cm

εm − εd
εm + 2εd

/(
1−cm

εm − εd
εm + 2εd

)]
(5)

и идентичная ей формула Максвелла Гарнет-
та [12, 17–20], которая особенно часто цитируется
исследователями, а также формула Бруггема-
на [20, 21]
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εeff =
HB +

√
H2

B + 8εmεd
4

,

HB = (2− 3cm)εd − (1− 3cm)εm.

(6)

Здесь cm обозначает объемную концентрацию ме-
таллических наночастиц в диэлектрической среде.

Формула (5) получена в приближении малой кон-
центрации cm металлических наночастиц в гетеро-
структуре, когда взаимодействием частиц можно
пренебречь. В формуле (6) взаимодействие между
наночастицами учтено только в приближении сред-
него поля. Значения εeff , рассчитанные по этим
двум формулам, совпадают только при очень ма-
лых концентрациях (cm < 1 · 10−6), однако уже при
cm = 1 ·10−5 эти значения сильно различаются. При
этом из обеих формул следует, что резонансная час-
тота ω1 дипольных плазмонных колебаний выража-
ется формулой (3) при n = 1.

В работе [22] проведено сравнение существую-
щих вариантов уточнения теории Максвелла Гар-
нетта для учета влияния размера наночастиц на
εeff (ω). В одном из вариантов [13] было предложено
статическую электрическую поляризуемость нано-
частицы заменить на электродинамическую поляри-
зуемость, которая описывается формулами теории
Ми [8–10]. Такой же подход был использован и в ра-
боте [23] при выводе формулы для расчета эффек-
тивной магнитной проницаемости μeff гетерострук-
туры.

В работе [24] для учета зависимости эффектив-
ной проницаемости от размера частиц использует-
ся формализм интегральных уравнений и функций
Грина. Однако такой формализм предполагает од-
нородность электрического поля внутри наночасти-
цы, что является грубым приближением, но оно ис-
пользуется и в работах [25, 26].

Таким образом, известные формулы для расчета
эффективной комплексной диэлектрической прони-
цаемости, позволяющие учесть зависимость εeff от
радиуса a металлических наночастиц в гетерострук-
туре, получены на основе подхода Максвелла Гар-
нетта. Однако значительное расхождение даже при
низкой концентрации наночастиц в гетерострукту-
ре (cm = 1 · 10−5) между результатами расчета εeff
по квазистатической формуле Максвелла Гарнетта
и по квазистатической формуле Бруггемана показы-
вает, что при выводе этих формул допущены слиш-
ком грубые приближения.

Мотивацией проведенных в настоящей работе ис-
следований является необходимость разработки мо-
дели и проведения расчета гетероструктуры, состо-
ящей из диэлектрической матрицы с металлически-

ми наночастицами, для более точного описания ди-
электрических свойств изучаемого объекта по срав-
нению с моделями Максвелла Гарнетта и Бруггема-
на. Амплитуды электромагнитных полей в разрабо-
танной модели считаются неоднородными в объеме
частицы, что с физической точки зрения являет-
ся абсолютно правильным в условиях плазмонных
возбуждений в металлических частицах. Другими
словами, частицы бесконечно малых размеров за-
менены частицами с реальными размерами. Взаи-
модействие частиц учитывается с использованием
подхода Бруггемана. В результате получены форму-
лы для расчета эффективной комплексной диэлек-
трической проницаемости, а также эффективной
магнитной проницаемости рассматриваемой гетеро-
структуры, что позволило провести исследования
зависимости электромагнитных параметров среды
от частоты, от размеров наночастиц и от их кон-
центрации в гетероструктуре. Правильность разра-
ботанного подхода доказывает, в частности, суще-
ственное понижение частоты плазмонного резонан-
са с увеличением размера металлических частиц,
наблюдаемое экспериментально в водных суспензи-
ях наночастиц серебра [5, 7].

2. СРАВНЕНИЕ ПОДХОДОВ МАКСВЕЛЛА
ГАРНЕТТА И БРУГГЕМАНА ПРИ РАСЧЕТЕ

ЭФФЕКТИВНЫХ ПАРАМЕТРОВ
ГЕТЕРОСТРУКТУР

В основе подхода Максвелла Гарнетта лежит
приближенная формула

εeff = εd +
P

ε0E
, (7)

где ε0 — абсолютная диэлектрическая проницае-
мость вакуума, εeff — относительная эффективная
диэлектрическая проницаемость гетероструктуры с
наночастицами, εd — относительная диэлектриче-
ская проницаемость матрицы гетероструктуры, P —
диэлектрическая поляризация металлических нано-
частиц под воздействием электромагнитной волны с
амплитудой электрического поля E. В этом подходе
неявно предполагается, что формула (7) вытекает
из известной формулы

D ≡ ε0E + P = ε0εdE,

используемой для описания диэлектрических
свойств только сплошных однородных сред, в кото-
рых не могут возбуждаться никакие мультипольные
колебания, кроме дипольных. Это значит, что такой
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подход принципиально не позволяет описать хоро-
шо наблюдаемые экспериментально мультипольные
возбуждения высших порядков в металлических на-
ночастицах.

Кроме того, серьезная погрешность в подходе
Максвелла Гарнетта заключается в том, что в рас-
чете дипольные моменты реальных сферических ме-
таллических частиц радиуса a заменяются на экви-
валентные моменты диполей, помещенных в центры
частиц, уменьшенных до точечных размеров (a =

= 0). При такой замене реальное электрическое по-
ле в наночастице имеет сингулярность. Однако эта
сингулярность поля не принимается во внимание и
считается, что поле внутри частицы такое же, как
и в окружающей матрице. В результате исключает-
ся деполяризующее поле внутри частицы, а поэто-
му преувеличивается вклад металлических частиц в
эффективную диэлектрическую проницаемость ге-
тероструктуры.

В основе подхода Бруггемана лежит строгая
формула, отражающая закон непрерывности пото-
ка индукции электрического поля:

ΔΦ ≡
∫∫

εr(r)En(r) ds − εeff

∫∫
E0 ds = 0, (8)

где ΔΦ — скачок потока индукции электрического
поля на поверхности интегрирования, En(r) — нор-
мальная к поверхности интегрирования компонента
микроскопического электрического поля, εr(r)— ло-
кальная относительная диэлектрическая проницае-
мость гетероструктуры, принимающая значение εm
внутри выделенной металлической наночастицы, εd
внутри выделенной диэлектрической частицы и зна-
чение εeff вне выделенной частицы, E0 — макроско-
пическое электрическое поле волны, ортогональное
поверхности интегрирования. Эта формула получа-
ется интегрированием уравнения Максвелла

div(εrE) = 0 (9)

по любой поверхности, ортогональной макроскопи-
ческому полю E0. Очевидно, что эта поверхность
является поверхностью усреднения микроскопичес-
кого поля. Так как гетероструктура считается мак-
роскопически однородной, место расположения для
поверхности усреднения микроскопического поля
может быть выбрано произвольно. Очевидно, что
понятие эффективная диэлектрическая проницае-
мость εeff имеет смысл только в случае, когда по-
перечные размеры поверхности усреднения больше
поперечного размера наночастицы, но много меньше
длины волны в гетероструктуре.

Заметим, что в подходе Бруггемана в явном виде
рассматривается только одна наночастица, однако
ее взаимодействие с другими наночастицами все же
учитывается, но только в приближении усредненно-
го поля в гетероструктуре, характеризующейся па-
раметром εeff .

Таким образом, при расчете эффективной ком-
плексной диэлектрической проницаемости диэлек-
трической среды с металлическими наночастица-
ми подход Бруггемана является более строгим, чем
подход Максвелла Гарнетта.

3. РАСЧЕТ ЭФФЕКТИВНЫХ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПАРАМЕТРОВ

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СРЕДЫ С
МЕТАЛЛИЧЕСКИМИ НАНОЧАСТИЦАМИ

Будем считать, что рассматриваемая гетеро-
структура является средой, состоящей из диэлек-
трических и металлических наношариков. Инте-
гральный скачок потока индукции электрического
поля, ΔΦ, на поверхности интегрирования, вычис-
ляемый по формуле (8), представим в виде сум-
мы скачков от одиночных наночастиц в усредненной
среде:

ΔΦ = nmΔΦm + ndΔΦd, (10)

где nm и nd — число наночастиц соответственно ме-
талла и диэлектрика в области интегрирования, а
ΔΦm и ΔΦd — их вклады от отдельной наночасти-
цы, находящейся в однородной среде с параметрами
εeff и μeff .

Начнем расчет со скачка ΔΦm. Для этого рас-
смотрим распространение плоской электромагнит-
ной волны в однородной среде, содержащей оди-
ночную сферическую металлическую наночастицу.
Пусть компоненты макроскопического поля волны
выражаются формулами

Ex(z) = E0 exp(ikeff z),

Hy(z) = H0 exp(ikeff z),
(11)

где амплитуды электрического и магнитного полей
связаны соотношениемE0 = ZeffH0, а волновое чис-
ло keff и волновое сопротивление Zeff заданы фор-
мулами

keff =
√
εeffμeff

ω

c
,

Zeff = Z0

√
μeff

εeff
, Z0 =

√
μ0

ε0
.

(12)
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Выделим в гетероструктуре одну наночастицу, и
в ее центр поместим точку начала отсчета коорди-
нат. Рассмотрим микроскопическое электромагнит-
ное поле внутри и вблизи этой наночастицы. Сна-
ружи оно складывается из поля падающей волны,
заданной формулой (11), и поля отраженной вол-
ны. Внутри частицы это поле характеризуется по-
лем прошедшей волны. Как известно [9], компонен-
ты поля отраженной волны выражаются формула-
ми

Er = E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
(Ar

nm
r
o1n − iBr

nn
r
e1n) ,

Hr = H0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+1)
(−iAr

nn
r
o1n−Br

nm
r
e1n) ,

(13)

где векторные функции mr
o1n(r, θ, ϕ), nr

o1n(r, θ, ϕ),
mr

e1n(r, θ, ϕ), nr
e1n(r, θ, ϕ) определены в сферической

системе координат формулами

mr

o
1ne

= cos
− sin

ϕh(1)
n (keff r)

P 1
n(cos θ)

sin θ
iθ −

− sin
cos

ϕh(1)
n (keff r)

dP 1
n (cos θ)

dθ
iϕ,

nr

o
1ne

=
sin
cos

ϕn(n+1)
h
(1)
n (keff r)

keff r
×

× P 1
n(cos θ)ir +

sin
cos

ϕ

[
keff rh

(1)
n (keff r)

]′
keff r

×

× dP 1
n(cos θ)

dθ
iθ+

cos
− sin

ϕ×

×
[
keff rh

(1)
n (keff r)

]′
keff r

P 1
n(cos θ)

sin θ
iϕ,

(14)

а коэффициенты Ar
n и Br

n, являющиеся амплиту-
дами соответственно магнитных и электрических
мультипольных возбуждений n-го порядка, опреде-
лены формулами

Ar
n = − μmjn(kma)[keffajn(keffa)]

′ − μeff jn(keffa)[kmajn(kma)]′

μmjn(kma)[keffah
(1)
n (keffa)]′ − μeffh

(1)
n (keffa)[kmajn(kma)]′

,

Br
n = − εmjn(kma)[keffajn(keffa)]

′ − εeff jn(keffa)[kmajn(kma)]′

εmjn(kma)[keffah
(1)
n (keffa)]′ − εeffh

(1)
n (keffa)[kmajn(kma)]′

.

(15)

Здесь jn(x) и h
(1)
n (x) — сферические функции Бессе-

ля, порядок n которых совпадает с порядком муль-
типольного возбуждения, Pm

n (x) — присоединенная
функция Лежандра первого рода, μm и μeff — со-
ответственно относительная магнитная проницае-
мость металла наночастицы и относительная эф-
фективная магнитная проницаемость гетерострук-
туры, а волновое число для металла наночастицы
определяется формулой

km =
√
εmμm ω/c. (16)

Знак штрих над квадратной скобкой обозначает
дифференцирование по kma или по keffa в зависи-
мости от содержимого скобки.

Компоненты поля волны, прошедшей в наночас-
тицу, выражаются формулами

Et = E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
(At

nm
t
o1n − iBt

nn
t
e1n),

Ht =
Zeff

Zm
H0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
×

× (−iAt
nn

t
o1n −Bt

nm
t
e1n),

(17)

где Zm — волновое сопротивление металлической
среды наночастицы,

Zm = Z0

√
μm/εm, (18)

векторные функции mt
o1n(r, θ, ϕ), nt

o1n(r, θ, ϕ),
mt

e1n(r, θ, ϕ), nt
e1n(r, θ, ϕ) определены формулами

mt

o
1ne

=
cos

− sin
ϕ jn(kmr)

P 1
n(cos θ)

sin θ
iθ −

− sin
cos

ϕ jn(kmr)
dP 1

n(cos θ)

dθ
iϕ,

nt

o
1ne

=
sin
cos

ϕn(n+1)
jn(kmr)

kmr
×

× P 1
n(cos θ)ir +

sin
cos

ϕ
[kmrjn(kmr)]′

kmr
×

× dP 1
n(cos θ)

dθ
iθ +

cos
− sin

ϕ×

× [kmrjn(kmr)]′

kmr

P 1
n(cos θ)

sin θ
iϕ,

(19)

а амплитуды задаются формулами
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At
n =

μmjn(keffa)[keffah
(1)
n (keffa)]

′ − μmh
(1)
n (keffa)[keffajn(keffa)]

′

μmjn(kma)[keffah
(1)
n (keffa)]′ − μeffh

(1)
n (keffa)[kmajn(kma)]′

,

Bt
n =

εmjn(keffa)[keffah
(1)
n (keffa)]

′ − εmh
(1)
n (keffa)[keffajn(keffa)]

′

εmjn(kma)[keffah
(1)
n (keffa)]′ − εeffh

(1)
n (keffa)[kmajn(kma)]′

Zm

Zeff
.

(20)

Подробнее рассмотрим электромагнитное поле в
двух ортогональных плоскостях, проходящих через
центр наночастицы и ортогональных векторам E0

и H0 падающей волны. Заметим, что этим плоско-
стям ортогонален только единственный орт iϕ сфе-
рической системы координат. Из формул (13) и (17)
получаем ортогональные компоненты поля в декар-
товой системе координат:

Er
x = E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
×

×
(
Ar

nh
(1)
n (keff r)

dP 1
n(cos θ)

dθ
−

− iBr
n

[keff rh
(1)
n (keff r)]

′

keff r

P 1
n(cos θ)

sin θ

)
,

Hr
y = H0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
×

×
(

− iAr
n

[keff rh
(1)
n (keff r)]

′

keff r

P 1
n(cos θ)

sin θ
+

+ Br
nh

(1)
n (keff r)

dP 1
n(cos θ)

dθ

)
,

(21)

и

Et
x = E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
×

×
(
At

njn(kmr)
dP 1

n (cos θ)

dθ
−

− iBt
n

[kmrjn(kmr)]′

kmr

P 1
n(cos θ)

sin θ

)
,

Ht
y =

Zeff

Zm
H0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
×

×
(
−iAt

n

[kmrjn(kmr)]′

kmr

P 1
n(cos θ)

sin θ
+

+ Bt
njn(kmr)

dP 1
n(cos θ)

dθ

)
.

(22)

Согласно формулам (8) и (10), скачок ΔΦm вы-
ражается в сферической системе координат форму-
лой

ΔΦm = 2

π∫
θ=0

a∫
r=0

(εmE1
x − εeffE0)r dr dθ+

+ 2εeff

π∫
θ=0

R∫
r=0

Er
xr dr dθ, (23)

где R — радиус области на плоскости x = 0, по кото-
рой проводится усреднение микроскопического по-
ля.

Прежде чем подставить формулы (21) и (22) в
уравнение (23) и проинтегрировать его, выполним
сначала интегрирование компонент Er

x и Et
x только

по углу θ, после чего в интегралах исчезает вклад от
некоторой части мультипольных возбуждений, а по-
лучающиеся выражения становятся более просты-
ми:

π∫
θ=0

Er
xdθ = E0

∞∑
n=1,3,5,...

in−1 2n+ 1

n(n+ 1)
×

×Br
n

[keff rh
(1)
n (keff r)]

′

keff r

π∫
θ=0

dPn(cos θ)

d cos θ
dθ, (24)

π∫
θ=0

Et
xdθ = E0

∞∑
n=1,3,5,...

in−1 2n+ 1

n(n+ 1)
×

×Bt
n

[kmrjn(kmr)]′

kmr

π∫
θ=0

dPn(cos θ)

d cos θ
dθ. (25)

Видно, что суммы в этих интегралах содержат
вклады электрических мультипольных возбужде-
ний только нечетных порядков, т. е. электрическо-
го дипольного возбуждения (n = 1), электрического
октупольного возбуждения (n = 3) и т. д.

Так как амплитуды мультипольных возбужде-
ний Br

n и Bt
n быстро убывают с увеличением по-

рядка n, для упрощения дальнейших расчетов бу-
дем учитывать только дипольные возбуждения. Бу-
дем также считать, что размер области радиуса R,
в которой проводится усреднение микроскопическо-
го поля, много меньше длины волны, т. е. |keffR| �
� 1. Это неравенство является естественным усло-
вием для правомерности использования эффектив-

3 ЖЭТФ, вып. 4 (10)
721



Б. А. Беляев, В. В. Тюрнев ЖЭТФ, том 154, вып. 4 (10), 2018

ных электромагнитных параметров гетерострукту-
ры при описании динамических процессов в ней.
Оно позволяет в коэффициентах Br

1 и Bt
1, а также в

функции [keff rh
(1)
n (keff r)]

′ оставить только главные
члены. Микроскопическое поле внутри металличе-
ской наночастцы будем описывать без использова-
ния квазистатического приближения, т. е. величину
|kma| не будем ограничивать никаким дополнитель-
ным неравенством, кроме естественного неравенства
a < R.

Формула (23) после подстановки в нее упрощен-
ных выражений (24) и (25) принимает вид

ΔΦm =
a3

R3

εmJ(kma)− εeff
εmJ(kma) + 2εeff

2πR2εeffE0, (26)

где функция J(x) задана формулой

J(x) = 2
1− x ctg x

x2 + x ctg x− 1
. (27)

Аналогичным образом можно рассчитать вклад в
скачок ΔΦd от одиночной диэлектрической наноча-
стицы, радиус b которой можно считать сколь угод-
но малым. Этот вклад выражается похожей форму-
лой

ΔΦd =
b3

R3

εdJ(kdb)− εeff
εdJ(kdb) + 2εeff

2πR2εeffE0. (28)

Подставляя выражения (26), (28) и (10) в урав-
нение (8), получаем искомое уравнение для расчета
эффективной диэлектрической проницаемости гете-
роструктуры:

cm
εmJ(kma)− εeff
εmJ(kma) + 2εeff

+ cd
εd − εeff
εd + 2εeff

= 0, (29)

где коэффициенты относительной объемной концен-
трации металла и диэлектрика заданы формулами
cm = nma3/R3 и cd = ndb

3/R3 и связаны условием
cm + cd = 1. Здесь учтено, что функция J(x) при
|x| � 1 является константой, равной единице.

В результате из выражения (29) получаем урав-
нение, которое является квадратичным относитель-
но искомой величины εeff , а потому имеет два ре-
шения:

εeff =
Hε ±

√
H2

ε + 8εmεdJ(kma)

4
, (30)

где введено обозначение

Hε = (2− 3cm)εd − (1− 3cm)εmJ(kma).

Заметим, что при |kma| � 1 формула (30) точно сов-
падает с известной формулой Бруггемана (6), если
рассматривать решение только со знаком плюс.

В монографии [12], а также в работе [27] при
выборе решения уравнения Бруггемана предлагает-
ся оставлять только знак плюс перед квадратным
корнем. Однако, учитывая тот факт, что диэлект-
рическая проницаемость εm металлических частиц
комплексна, такой выбор решения для эффектив-
ной диэлектрической проницаемости εeff не всегда
корректен.

Действительно, как известно, положительный
знак мнимой части εeff говорит о наличии диэлек-
трических или омических потерь в среде, определя-
ющих затухание электромагнитной волны, а отри-
цательный знак противоречит физике — он говорит
об усилении электромагнитной волны, т. е. о генера-
ции энергии в структуре. Поэтому перед квадрат-
ным корнем следует выбирать такой знак, чтобы
мнимая часть εeff всегда оставалась только поло-
жительной. Правильный выбор знака для решения
уравнения(29) автоматически обеспечивается, если
формулу (30) записать в виде

εeff =
Hε + i

√−H2
ε − 8εmεdJ(kma)

4
. (31)

Важно заметить, что знак Re εeff может быть лю-
бым.

Проводя аналогичные выкладки для магнитных
полей Hr и Ht, заданных формулами (13) и (17),
можно рассчитать эффективную магнитную прони-
цаемость диэлектрической среды, содержащей ме-
таллические наночастицы. При этом несложно по-
казать, что вклад в μeff дают только магнитные
мультипольные колебания нечетного порядка. Од-
нако для простоты в расчете будем учитывать толь-
ко магнитодипольные колебания. В результате по-
лучаем формулу для расчета эффективной относи-
тельной магнитной проницаемости диэлектрической
среды с металлическими наночастицами:

μeff =
Hμ + i

√
−H2

μ − 8μmμdJ(kma)

4
, (32)

где

Hμ = (2− 3cm)μd − (1 − 3cm)μmJ(kma). (33)

При μm = μd и |kma| � 1 формула (32) принимает
простой вид:

μeff = μd

(
1 +

cm
10

ω2

c2
a2εm

)
. (34)

Заметим, что даже при μm = μd = 1 эффективная
магнитная проницаемость μeff гетероструктуры не
будет равняться единице, если kma �= 0, что ранее
отмечалось в работе [28].
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Проведенный расчет показывает, что электриче-
ские мультипольные колебания любого порядка в
наночастицах не вносят вклада в эффективную маг-
нитную проницаемость гетероструктуры, также как
и магнитные мультипольные колебания любого по-
рядка не вносят вклада в эффективную диэлектри-
ческую проницаемость рассматриваемой среды.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ И ИХ
АНАЛИЗ

Было отмечено, что отличие полученных в на-
стоящей работе формул от формул Максвелла Гар-
нетта и Бруггемана заключается в том, что на-
ши формулы отражают зависимости эффективных
электромагнитных параметров гетероструктуры от
размеров наночастиц, содержащихся в диэлектриче-
ской матрице. Важно также отметить, что при ра-
диусе наночастиц a < 5 нм и их концентрации cm <

< 10−6 частотные зависимости компонент эффек-
тивной комплексной диэлектрической проницаемос-
ти εeff = ε′ + iε′′, построенные как по формулам
Максвелла Гарнетта и Бруггемана, так и по нашим
формулам, практически неразличимы. Однако при
концентрации cm > 10−5 зависимости ε′(f) и ε′′(f),
построенные по формуле Максвелла Гарнетта, зна-
чительно отличаются от соответствующих зависи-
мостей, построенных как по формуле Бруггемана,
так и по полученной нами формуле.

На рис. 1 для водной суспензии частиц серебра
с концентрацией cm = 10−3 приведены частотные
зависимости компонент эффективной комплексной
диэлектрической проницаемости, рассчитанные по
формуле (31) для нескольких значений радиуса час-
тиц, а также зависимости, рассчитанные по фор-
мулам Максвелла Гарнетта (5) и Бруггемана (6).
В расчетах диэлектрическая проницаемость метал-
лических частиц εm определялась формулой (2).
При этом значения входящих в нее параметров взя-
ты из работы [6]: плазменная частота ωp/2π =

= 1600 ТГц, частота релаксации носителей заряда
γ/2π = 20 ТГц, оптическая диэлектрическая про-
ницаемость металла ε∞ = 1. Диэлектрическая про-
ницаемость воды (диэлектрической матрицы иссле-
дуемой гетероструктуры), согласно данным из [29],
равна εd = 1.788. Все эти параметры использовались
нами и в дальнейших исследованиях.

Зависимости на рис. 1 построены в узком час-
тотном диапазоне в области резонансной частоты
f1 дипольных (n = 1) колебаний частиц. Видно,
что резонансные кривые, рассчитанные по форму-
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Частотные зависимости действи-
тельной (а) и мнимой (б) частей эффективной диэлектри-
ческой проницаемости водной суспензии наночастиц се-
ребра при cm = 1 · 10−3, рассчитанные по формуле (31)
для a = 10 нм (1), 20 нм (2), 30 нм (3), 40 нм (4), а также
по формулам Бруггемана (5) и Максвелла Гарнетта (6)

лам Максвелла Гарнетта и Бруггемана, значитель-
но различаются. В частности, максимумы мнимых
компонент диэлектрических проницаемостей, ε′′1 , ха-
рактеризующих поглощение в гетероструктуре, и
ширины резонансных линий, Δf1, измеренные по
среднему уровню от максимальных величин, разли-
чаются больше, чем в два раза, хотя резонансные
частоты f1 совпадают. На рис. 1 также видно, что
зависимости, построенные по нашей формуле (31),
в отличие от формул Максвелла Гарнетта и Бругге-
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мана, показывают существенное понижение часто-
ты плазмонного резонанса f1 при увеличении раз-
мера металлических наночастиц a > 10 нм. Однако
при a < 5 нм резонансные кривые, рассчитанные по
формуле (31), практически не отличаются от анало-
гичных кривых, рассчитанных по формуле Бругге-
мана (6).

Очевидно, что если в гетероструктуре не содер-
жатся магнитные частицы, то ее эффективная маг-
нитная проницаемость μeff близка к единице. По-
этому магнитные свойства рассматриваемой водной
суспензии серебра удобнее описывать с помощью
эффективной относительной магнитной восприим-
чивости χeff = μeff − 1. На рис. 2 в широком диапа-
зоне частот построены зависимости χeff = χ′ + iχ′′,
рассчитанные по формуле (32) также для несколь-
ких размеров наночастиц серебра при их концентра-
ции в суспензии cm = 1 · 10−3. При этом считалось,
что μm = μd = 1.

Отметим, что на действительной части маг-
нитной восприимчивости χ′(f) гетероструктуры в
рассматриваемом диапазоне частот не проявляется
магнитодипольный резонанс, так как его частота,
в отличие от электродипольного резонанса, суще-
ственно выше этого диапазона. Однако на зависи-
мости χ′′(f) в дальней инфракрасной области наб-
людается ярко выраженный максимум, частота ко-
торого fmax, как показывают исследования, прак-
тически не зависит от размера частиц в суспензии,
если их радиус a < 30 нм. На вставке к рис. 2 при-
веден фрагмент области максимума χ′′(f), на кото-
ром хорошо видно, что fmax ≈ 20 ТГц, но следует
заметить, что при увеличении размеров наночастиц
частота максимума монотонно понижается.

Для объяснения природы существования нерезо-
нансного максимума на частотной зависимости мни-
мой компоненты магнитной восприимчивости сус-
пензии подставим комплексную диэлектрическую
проницаемость εm(ω) материала наночастицы (см.
формулу (2)) в формулу (34), справедливо считая,
что в выбранной области частот размеры частиц
много меньше длины волны, |kma| � 1. Выделим
затем мнимую часть в полученном выражении:

χ′′ =
cmγ

10

ω2
p

c2
a2

ω2

ω2 + γ2
. (35)

Отсюда видно, что максимум мнимой части эф-
фективной магнитной восприимчивости располага-
ется точно на частоте релаксации носителей заряда
ωmax = γ. Этот факт показывает возможность экс-
периментального определения частоты релаксации
носителей заряда наночастиц в рассматриваемой ге-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Частотные зависимости действи-
тельной (а) и мнимой (б) частей эффективной относитель-
ной магнитной восприимчивости водной суспензии наноча-
стиц серебра при cm = 1 · 10−3, рассчитанные по формуле
(32): 1 — a = 10 нм; 2 — a = 20 нм; 3 — a = 30 нм; 4 —

a = 40 нм
7

тероструктуре. Для этого необходимо лишь изме-
рить частоту максимума затухания электромагнит-
ных волн, которая, очевидно, совпадает с частотой
максимума на зависимости χ′′(f).

На рис. 2 также видно, что действительная часть
χ′ всегда отрицательна. Это значит, что гетеро-
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структуры, содержащие немагнитные металличе-
ские частицы в диэлектрической матрице, проявля-
ют свойства диамагнетиков с величиной эффектив-
ной магнитной восприимчивости порядка 10−5 для
рассмотренной концентрации и размеров наноча-
стиц. Однако с увеличением радиуса a наночастиц,
а также с увеличением их объемной концентрации
cm в гетероструктуре эффективная магнитная вос-
приимчивость χeff может возрасти по абсолютной
величине на порядки. Например, при a = 100 нм и
cm = 0.1 мнимая компонента восприимчивости, из-
меренная на частоте релаксации носителей заряда
(γ/2π = 20 ТГц), возрастает до χ′′ = 2.2 · 10−2, а
действительная компонента на частоте своего мини-
мума fmin = 153 ТГц возрастает до χ′ = −5.4 ·10−2.
Отметим, что в статическом пределе χeff обращает-
ся в нуль, что хорошо видно на рис. 2.

На рис. 3 приведены частотные зависимости эф-
фективной комплексной диэлектрической проница-
емости εeff , рассчитанные при концентрации час-
тиц серебра в водной суспензии cm = 1 · 10−2 для
нескольких размеров наночастиц (кривые 1–3). При
сравнении графиков на рис. 1 и рис. 3 видно что,
увеличение концентрации cm в десять раз приводит
к увеличению на порядок максимума мнимой компо-
ненты эффективной диэлектрической проницаемос-
ти ε′′1 , рассчитанной по формуле Максвелла Гарнет-
та. Однако аналогичная величина, рассчитанная по
формуле Бруггемана, увеличилась всего примерно
в 3.5 раза. При этом различие между этими двумя
максимальными значениями ε′′1 увеличилось с двух
раз (при cm = 1 · 10−3) до семи (при cm = 1 · 10−2).

На рис. 4 представлены зависимости резонанс-
ной частоты f1, а также максимального (резонанс-
ного) значения мнимой компоненты эффективной
диэлектрической проницаемости ε′′1 от радиуса a на-
ночастиц серебра, построенные по формуле (31) для
нескольких концентраций cm (кривые 1–3). Здесь же
прямыми линиями 4, 5 представлены значения соот-
ветствующих величин, рассчитанных по формулам
Бруггемана только для двух концентраций, чтобы
не загромождать рисунок, а прямыми линиями 6, 7
по формулам Максвелла Гарнетта, при выводе кото-
рых размеры частиц считаются бесконечно малыми.

Видно, что резонансные частоты, вычисленные
по формуле Бруггемана и по формуле (31), хорошо
совпадают для любых концентраций частиц в сус-
пензии, но только при очень малых размерах час-
тиц. Резонансная частота, вычисленная по формуле
Максвелла Гарнетта, согласуется с этими расчета-
ми также при очень малых размерах наночастиц,
но только при очень малых их концентрациях cm в
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Частотные зависимости действи-
тельной (а) и мнимой (б) частей эффективной диэлектри-
ческой проницаемости водной суспензии наночастиц се-
ребра при cm = 1 · 10−2, рассчитанные по формуле (31)
для a = 20 нм (1), 40 нм (2), 60 нм (3), а также по фор-

мулам Бруггемана (4) и Максвелла Гарнетта (5)

суспензии. Как и следовало ожидать, резонансная
частота f1, рассчитанная по формуле (31), убывает
не только с увеличением радиуса a, но и с увели-
чением концентрации частиц в суспензии. При этом
резонансная величина ε′′1 мнимой части диэлектри-
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Зависимости резонансной часто-
ты f1 (а) и резонансного значения мнимой части эффек-
тивной диэлектрической проницаемости ε′′1 (б) от радиу-
са наночастиц серебра, вычисленные по формуле (31) для
cm = 0.001 (1), 0.01 (2), 0.1 (3), а также по формуле Бруг-
гемана для cm = 0.001 (4), 0.1 (5) и формуле Максвелла

Гарнетта для cm = 0.001 (6, 7)

ческой проницаемости слабо увеличивается с увели-
чением радиуса a, но быстро растет с увеличением
концентрации частиц в суспензии. При концентра-
ции наночастиц в суспензии cm = 0.1 максимальное
значение мнимой части диэлектрической проницае-

мости, вычисленное по формуле Максвелла Гарнет-
та, слишком большое, ε′′1 = 23.86, поэтому оно не
приведено на рис. 4.

Завышение эффективной диэлектрической про-
ницаемости, имеющее место при расчете по форму-
ле Максвелла Гарнетта и увеличивающееся с рос-
том концентрации частиц в гетероструктуре, объ-
ясняется следующим. Во-первых, в квазистатичес-
ком расчете Максвелла Гарнетта при вычислении
диэлектрической поляризации P металлических на-
ночастиц (см. формулу (7)) используется модель, в
которой реальная частица заданных размеров, об-
ладающая дипольным моментом, заменяется точеч-
ной частицей с тем же дипольным моментом. При
этом электрическое поле внутри частицы считается
таким же, как и поле в окружающей диэлектриче-
ской матрице, т. е. пренебрегается деполяризующим
полем внутри частицы. Во-вторых, в расчете Макс-
велла Гарнетта не учитывается взаимодействие час-
тиц.

Очевидно, что столь грубые приближения могут
быть правомерными только при очень малых кон-
центрациях частиц в гетероструктуре. Исследова-
ния показали, что уже при cm > 10−6 такие при-
ближения дают заметную погрешность, быстро на-
растающую с увеличением cm.

Это подтверждают кривые частотной зависимос-
ти ε′′(f), построенные для нескольких концентраций
cm на рис. 5 по формуле Максвелла Гарнетта (кри-
вая 1) и по формуле Бруггемана (кривые 2–4). Для
наглядности все кривые нормированы на соответ-
ствующую концентрацию cm. Отметим, что зависи-
мости, построенные по формуле Максвелла Гарнет-
та для концентраций cm = 1 · 10−5, 1 · 10−4, 1 · 10−3

показаны одной кривой 1, так как они практически
неразличимы.

В квазистатическом расчете Бруггемана поле
внутри частицы считается однородным в предполо-
жении, что ее размеры много меньше длины вол-
ны, однако деполяризующее поле учитывается. Та-
кое приближение, очевидно, также требует мало-
сти размеров частиц. Достоинством модели Бруг-
гемана, как уже отмечалось, является учет взаи-
модействия выделенной частицы с другими наноча-
стицами гетероструктуры в приближении усреднен-
ного поля. Учет взаимодействия частиц проявляет-
ся в виде сильного уширения резонансной кривой
ε′′(f) при увеличении их концентрации cm в гете-
роструктуре (см. рис. 5). Важной характеристикой
любого резонанса является его добротность, кото-
рую можно рассчитать по традиционной формуле
Q1 = f1/Δf1.
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части эффективной диэлектрической проницаемости вод-
ной суспензии наночастиц серебра, вычисленные по фор-
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Зависимости добротности элек-
тродипольного плазмонного резонанса в водной суспензии
наночастиц серебра от их радиуса, вычисленные в насто-
ящей работе для cm = 0.0001 (1), 0.001 (2), 0.01 (3), а
также по формуле Бруггемана для cm = 0.0001 (4), 0.01
(5) и по формуле Максвелла Гарнетта для cm = 0.0001 (6),

0.01 (7)

На рис. 6 сплошными линиями 1–3 на основе на-
шего расчета построены зависимости добротности
Q1 плазмонного электродипольного резонанса от ра-
диуса a частиц серебра в водных суспензиях с раз-
личной концентрацией наночастиц. Видно, что доб-
ротность монотонно убывает с увеличением радиу-
са частиц, но гораздо быстрее уменьшается с ростом
концентрации наночастиц в суспензии. Здесь же для
двух концентраций наночастиц в суспензии прямы-
ми линиями 4 и 5 показаны значения Q1, получаю-
щиеся по расчету Бруггемана, а прямыми линиями
6 и 7 — по расчету Максвелла Гарнетта. Видно, что
при малых размерах частиц добротность плазмон-
ного электродипольного резонанса по расчету Бруг-
гемана хорошо совпадает с нашим расчетом. Однако
добротность Q1, получаемая по расчету Максвелла
Гарнетта, во-первых, значительно завышена, а во-
вторых, она почти не зависит от концентрации на-
ночастиц в суспензии.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленный электродинамический расчет
частотных зависимостей эффективной комплексной
диэлектрической проницаемости и эффектив-
ной комплексной магнитной восприимчивости
гетероструктуры, состоящей из диэлектрической
матрицы, содержащей металлические наноча-
стицы сферической формы, учитывает размеры
наночастиц. В отличие от подходов Бруггемана
и Максвелла Гарнетта, использующих в расчетах
квазистатическое приближение, в котором размеры
частиц считаются много меньше длины волны в
металле, рассчитано неоднородное распределение
электромагнитных полей внутри металлических
наночастиц. Установлено, что электрические
мультипольные колебания любого порядка в на-
ночастицах не вносят вклада в эффективную
магнитную проницаемость гетероструктуры, так
же как и магнитные мультипольные колебания
любого порядка не вносят вклада в эффективную
диэлектрическую проницаемость рассматриваемой
среды. При этом вклад в эффективную комплекс-
ную диэлектрическую проницаемость εeff могут
вносить только электрические мультипольные
возбуждения нечетных порядков, т. е. дипольные,
октупольные и т. д., так же как и вклад в эффектив-
ную комплексную магнитную проницаемость μeff

могут вносить только магнитные мультипольные
возбуждения нечетных порядков.
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Показано, что частота плазмонного электроди-
польного резонанса понижается как с увеличением
размера частиц, так и с увеличением их концен-
трации в гетероструктуре. Эти факты подтвержда-
ются экспериментальными исследованиями водных
суспензий металлических наночастиц [5, 7]. Показа-
но также, что диэлектрическая среда, содержащая
немагнитные металлические наночастицы, проявля-
ет диамагнитные свойства, что предполагает необ-
ходимость проведения экспериментальных исследо-
ваний в этой области. Важным результатом работы
является установленный факт, что частота макси-
мума на частотной зависимости мнимой части маг-
нитной восприимчивости совпадает с частотой ре-
лаксации носителей заряда. Благодаря этому фак-
ту появляется возможность экспериментального из-
мерения частоты релаксации по частоте максимума
поглощения электромагнитного излучения гетеро-
структурой при возбуждении в ней магнитодиполь-
ных колебаний.

Рассчитанные спектры действительной и мни-
мой компонент диэлектрической проницаемости ге-
тероструктуры с размерами металлических час-
тиц меньше 10 нм хорошо согласуются с расче-
тами Бруггемана, однако с расчетами Максвелла
Гарнетта согласие наблюдается только при очень
низких концентрациях наночастиц, меньших 10−6.
Это объясняется слишком грубыми приближения-
ми, используемыми в расчете Максвелла Гарнетта,
в частности, в нем не учитывается взаимодействие
частиц гетероструктуры, которые учтены в расчете
Бруггемана в приближении среднего поля. Кроме
того, в расчете Максвелла Гарнетта не учитыва-
ется деполяризующее поле, так как в нем частица
конечных размеров заменяется точечным диполем.
Тем не менее многие авторы в своих исследовани-
ях используют подход Максвелла Гарнетта [15, 30]
и используют его формулу в своих исследованиях
даже при высоких концентрациях частиц в гетеро-
структуре до cm = 0.2 [31].

Работа выполнена при поддержке Мини-
стерства образования и науки РФ (соглашение
№14.575.21.0142, уникальный идентификатор про-
екта RFMEFI57517X0142).
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