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Выполнены исследования условий формирования амплитудных неустойчивостей в двумерных системах
Юкавы, состоящих из семи заряженных частиц. Рассмотрен аналитический подход для поиска критерия
развития таких неустойчивостей, основанный на определении точки перегиба потенциальной энергии
системы при отклонении частиц от своего равновесного положения. Приведено сравнение полученных
результатов с критериями плавления для протяженных двумерных систем.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Вопросы формирования различных неустойчи-
востей в неидеальных средах вызывают постоян-
ный интерес в различных областях науки и техни-
ки [1–9]. Небольшое изменение управляющих пара-
метров в изначально равновесных системах (таких,
например, как градиенты внешнего поля, величи-
на и/или градиенты зарядов частиц и т. д.) способ-
но вызвать существенное изменение их структурных
или динамических характеристик за счет развития
либо абсолютных (диссипативных), либо конвектив-
ных (дисперсионных) неустойчивостей [7–14]. Кроме
того, системы взаимодействующих частиц могут те-
рять устойчивость с ростом амплитуды их отклоне-
ний от изначально равновесных позиций (например,
при увеличении температуры частиц).
Большинство методов для исследования усло-

вий формирования неустойчивостей в неидеальных
средах опирается либо на анализ линеаризованных
уравнений движения взаимодействующих частиц,
либо на поиск минимума потенциальной (или внут-
ренней) энергии системы [10–20]. Первый из подхо-
дов ограничен необходимым условием малости от-
клонения (смещения) частиц от их равновесного по-
ложения, второй же является более фундаменталь-
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ным и зачастую используется для определения ори-
ентации несферических заряженных частиц в по-
ле ловушки [15, 16], критериев плавления и усло-
вий формирования различных кристаллических ре-
шеток [11, 17–20] и т. д.
Невозможность корректного применения лине-

аризованных уравнений движения для описания
нелинейных процессов (возникающих, например, с
ростом температуры частиц) привела к широко-
му использованию разнообразных феноменологиче-
ских критериев в теории плавления кристалличе-
ских сред. Так, для определения параметров вбли-
зи линий плавления кристаллических решеток ши-
роко используются следующие критерии: 1) отно-
шение корня из среднеквадратичного отклонения
к среднему межчастичному расстоянию (критерий
Лидемана); 2) величина первого максимума gm пар-
ной корреляционной функции g(l) (критерий Хансе-
на); 3) отношение первого максимума функции g(l)

к ее первому минимуму при l �= 0, изменение по-
ложения gm и т. д. [1, 2, 20, 21]. Здесь l — расстоя-
ние между частицами. Однако величины перечис-
ленных критических параметров могут заметно за-
висеть от типа решетки, а применение таких крите-
риев для ограниченных и/или малоразмерных кла-
стерных систем зачастую не является возможным
[18,20, 22].
В настоящей работе для анализа условий измене-

ния физических характеристик кластерных систем
с ростом температуры предлагается исследовать их
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амплитудную устойчивость, т. е. устойчивость к лю-
бым (а не только к малым) отклонениям частиц от
их равновесного положения. Данный подход осно-
ван на поиске точки перегиба потенциальной энер-
гии системы с ростом смещений взаимодействую-
щих частиц и ранее успешно использовался для си-
стемЮкавы, состоящих из двух частиц, во внешнем
электрическом поле асимметричной ловушки [23].

Расчеты проводились для двумерных систем,
состоящих из семи частиц, взаимодействующих с
экранированным кулоновским потенциалом (типа
Юкавы) ϕ = Q exp(−l/λ)/l; здесь Q — заряд час-
тиц, λ — длина экранирования. Отметим, что чис-
ленное и экспериментальное исследования динами-
ческих характеристик кластерной системы, состоя-
щей из семи заряженных пылевых частиц, недавно
представлены в работе [22].

Найдена величина параметра Γ0 = Q2/T l0 вбли-
зи линии формирования амплитудной неустойчиво-
сти анализируемых систем; где T — температура
частиц в энергетических единицах, l0 — наиболее
вероятное межчастичное расстояние, которое совпа-
дает с шагом кластера (шагом «решетки»). Здесь и
далее под температурой частиц принимается сред-
няя кинетическая энергия их стохастического дви-
жения [1–3].

Выполнено сравнение полученных результатов
с кулоновским параметром неидеальности, Γ =

= Q2/T lp, вблизи линий плавления–кристаллизации
протяженных двумерных систем Юкавы:

Γm = C
exp(κ∗)

1 + κ∗ + κ∗2/2
. (1)

Здесь lp — среднее межчастичное расстояние (кото-
рое в случае протяженных двумерных кристалличе-
ских систем с примитивной гексагональной решет-
кой определяется как lp = (

√
3/2)1/2l0), κ∗ = lp/λ —

параметр экранирования, а величина коэффициен-
та C несколько различается в зависимости от спо-
соба, выбранного для идентификации фазового пе-
рехода. Так, например, значение C может меняться
в диапазоне от C ≈ 70 ± 10 [24–28] (по результа-
там анализа динамического поведения корреляци-
онных функций и глобального параметра порядка)
до C ≈ 100± 4 [29–39] (по результатам анализа тем-
пературной зависимости внутренней энергии систе-
мы, критерия Линдемана, коэффициента диффузии
частиц, пространственного поведения ориентацион-
ной корреляционной функции и т. д.).

2. УСЛОВИЯ ФОРМИРОВАНИЯ
АМПЛИТУДНОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ В

ГЕКСАГОНАЛЬНОМ КЛАСТЕРЕ

Анализ условий формирования амплитудных
неустойчивостей для двумерных систем, состоящих
из семи частиц, взаимодействующих с экраниро-
ванным кулоновским потенциалом, выполнялся
в широком диапазоне параметров экранирования
κ = l0/λ (от κ = 0 до κ = 8). Отметим, что величина
κ = κ∗(2/

√
3 )1/2.

Заряженные частицы находились во внешнем
электрическом поле E(r) = αr ловушки с радиаль-
ной симметрией; здесь r ≡ (x2 + y2)1/2, где x и y —
координаты частиц относительно центра ловушки,
α — величина градиента электрического поля. Ве-
личина α связана с параметрами исследуемого гек-
сагонального кластера (см. рис. 1) и определяется
балансом сил, действующих в равновесной системе:

Qαl0 =
Q2

l20

{
2 exp(−κ)(1+κ)+ exp(−2κ)

1+2κ

4
+

+ exp
(
−
√
3κ

) 1 +
√
3κ√

3

}
. (2)

Зависимость отношения α/(Ql−3
0 ) от параметра

экранирования κ показана на рис. 2.
Для исследования амплитуды неустойчивости

системы, состоящей из семи частиц, взаимодейству-
ющих с экранированным кулоновским потенциалом,
рассматривалось поведение ее потенциальной энер-
гии при отклонениях данных частиц от их равновес-
ного положения. В этом случае для потенциальной
энергии анализируемой системы имеем

y

x
l0

Рис. 1. Иллюстрация положения частиц в двумерном гек-
сагональном кластере. Стрелками показаны направления
смещений частиц вблизи линии формирования амплитуд-

ной неустойчивости
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Рис. 2. Зависимость относительного значения α∗ =

= α/(Ql−3
0 ) от параметра экранирования κ

U =
Qα

2

7∑
i=1

(ri + δri)
2 +

+ 2
7∑

i=1

7∑
j=1,j �=i

Q2 exp(−κ(lij + δlij)/l0)

lij + δlij
, (3)

где ri — радиальные положения частиц при T =

= 0, lij — расстояния между ними (T = 0), а
δlij = f(δxi, δyi), δri = f(δxi, δyi) и δxi, δyi —
отклонения частиц от их равновесного положения
за счет тепловых флуктуаций (i = 1, 2, . . . , 7; j =

= 1, 2, . . . , 7). Таким образом, потенциальная энер-
гия системы U = U(x, y) является функцией пере-
менных δxi и δyi.
Полные пространственные производные U ′

функции U = U(x, y) (по переменной x или y) могут
быть записаны как [40]

U ′
x ≡ dU

dx
=

∂U

∂x
+

∂U

∂y

dy

dx
,

U ′
y ≡ dU

dy
=

∂U

∂y
+

∂U

∂x

dx

dy
.

Вторая пространственная производная U ′′ потенци-
альной энергии системы вычисляется аналогичным
образом, путем замены функции U на функцию U ′.
Первая производная U ′ потенциальной энергии

U (3) в точке δx = δy = δr ≡ 0 равна нулю и со-
ответствует равновесному состоянию системы, а ее
вторая производная U ′′ в точке перегиба (δxi = δx0i,

δyi = δy0i; i = 1, 2, . . . , 7) отвечает за устойчивость
системы при различных смещениях частиц.
Иллюстрация относительных значений U∗ =

= U/(Q2l−1
0 ), а также первой U∗′ и второй U∗′′ про-

изводных величины U∗ представлена на рис. 3 для
двух разных параметров экранирования κ в услови-
ях, близких к условиям формирования амплитудной
неустойчивости, а именно: δx0k

∼= −δx01, |δy0k| ∼=
∼= const, δy01 = 0. Здесь δx01, δy01 — смещения цен-
тральной частицы кластера, а δx0k и δy0k — смеще-
ния частиц «оболочки», см. рис. 1. (Дифференциро-
вание проводилось по переменной y.)
Глубина потенциальной ямы рассматриваемых

систем определяется как ΔU = U(δx0, δy0)−U(0, 0),
где δx0i, δy0i — значения смещений (δxi, δyi) частиц
в точках перегиба. Можно предположить, что раз-
витие амплитудной неустойчивости в анализируе-
мых кластерах будет происходить, когда минималь-
ное (среди всех возможных) значение ΔU = ΔminU

на одну частицу системы будет меньше их темпера-
туры T : ΔminU/7 < T . Данное условие можно пред-
ставить в виде

Γ0 < Γc =
7Q2

l0ΔminU∗ . (4)

Зависимость от κ параметра Γc вблизи линии
развития амплитудной неустойчивости в рассмат-
риваемых системах представлена на рис. 4. Там же
показаны данные об условиях плавления протяжен-
ных систем Γm(κ) при C = 100, а также точки, обо-
значающие границы фазового перехода жидкость –
квазикристаллическое состояние, найденные по ре-
зультатам численного моделирования динамической
энтропии в двумерной кластерной системе из семи
заряженных частиц, которые были представлены в
работе [22].
Зависимость Γm(κ)/Γc(κ) показана на рис. 5.

Таким образом, наблюдалась пропорциональность
условий развития амплитудной неустойчивости в
гексагональном кластере критериям плавления про-
тяженных двумерных систем с примитивной гек-
сагональной решеткой при некоторых различиях в
5–10% в области κ < 1.5. Отсюда следует, что пред-
ставленные результаты существенно отличаются от
численных результатов, полученных для двух вза-
имодействующих частиц [23], где величина Γc(κ)

хорошо описывалась функцией, пропорциональной
exp(κ)/(1 + κ).
Зависимость относительных радиальных смеще-

ний частиц, δr0/l0 (усредненная по всем частицам
системы), в точке перегиба, соответствующей слу-
чаю минимальной глубины потенциальной ямы, от
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Рис. 3. Зависимости U∗ (1), U∗′ (2), U∗′′/10 (3) от δy/l0 для κ = 0, δx0
∼= 2.4δy0 (а); κ = 4, δx0

∼= 1.8δy0 (б) (сплошные
линии). Штриховыми линиями показаны положения точки перегиба (δx0, δy0)
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Рис. 4. Зависимости Γc(κ) (4) и Γm(κ) (1) (сплошные ли-
нии). Символы: ♦ — 11.25 Γc(κ); •, ◦ — квазикристалличе-
ское (Γ0 ≈ 76; •) и жидкостное (Γ0 ≈ 25; ◦) состояния [22]

параметра экранирования κ показана ни рис. 6. Лег-
ко увидеть, что для всех анализируемых парамет-
ров экранирования величина δr0/l0 ∼= 0.22±5%, что
с точностью до постоянного коэффициента хорошо
согласуется с результатами, полученными для про-
тяженных двумерных систем: δrp/lp ∼= 0.11±2% [32].
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Рис. 5. Зависимость отношения Γm/Γc от параметра экра-
нирования κ. Обозначено отклонение в 5% от величины

равной Γm/Γc = 11.25

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполнены исследования условий формирова-
ния амплитудных неустойчивостей в двумерных
кластерах, состоящих из семи заряженных частиц.
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Рис. 6. Зависимость отношения δr0/l0 от параметра экра-
нирования κ. Обозначено отклонение в 5%

Расчеты выполнялись для экранированного куло-
новского взаимодействия частиц (типа Юкавы) в
широком диапазоне параметров экранирования κ.

Рассмотрен аналитический подход для поиска
критерия развития таких неустойчивостей, основан-
ный на определении точки перегиба потенциальной
энергии системы при отклонении частиц от свое-
го равновесного положения. Получена зависимость
параметра Γc = Γ0 ≡ Q2/T l0 от параметра экра-
нирования κ вблизи линии развития амплитудной
неустойчивости.

Выполнено сравнение полученных результатов с
фазовыми кривыми Γm(κ) для протяженных дву-
мерных систем с примитивной гексагональной ре-
шеткой. Получено хорошее согласие между форма-
ми функций Γc(κ) и Γm(κ).

Результаты настоящей работы применимы для
систем с любым типом взаимодействий и могут
быть полезны для качественного анализа динамики
протяженных систем, которые представляют инте-
рес в физике плазмы, медицине, биологии, физике
полимеров и коллоидных систем.

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке РФФИ (грант №16-08-00594), а также в
рамках Программы Президиума РАН.
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