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Исследованы статические и динамические свойства двухподрешеточного негейзенберговского магнетика
со сложной межионной анизотропией как билинейного, так и биквадратичного обменных взаимодействий.
Определены условия существования как фаз с дипольным параметром порядка (AFM-фазы), так и фаз
с тензорными параметрами (OQU-фазы), и промежуточных состояний, характеризуемых как векторным,
так и тензорным параметрами. Определены условия фазовых переходов и их типы.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Интерес к изучению новых фазовых состояний
магнетиков постоянно растет в связи с технологи-
ческим развитием [1–8]. В изотропных магнетиках
с учетом высших спиновых инвариантов в обмен-
ном гамильтониане возможна реализация не толь-
ко фаз с магнитным порядком, т. е. с отличным от
нуля средним значением спина (дипольного пара-
метра порядка 〈S〉), но также и фаз с 〈S〉 = 0, в
которых спонтанное нарушение вращательной сим-
метрии обусловлено средними значениями спиновых
мультиполей, например, квадрупольными средними
Sij = 〈SiSj + SjSi〉/2 [9]. Такое состояние, назван-
ное спиновым нематиком (SN), было найдено для
магнетиков со спином S = 1. Геометрическим об-
разом SN-фазы является квадрупольный эллипсо-
ид, представляющий симметричный тензор второго
ранга Sij (средние с более высокими степенями спи-
нов тривиальны); в основном состоянии этот эллип-
соид является эллипсоидом вращения и симметрия
состояния на узле есть C∞. Для этой системы най-
дена также ортогональная нематическая (ON) фаза,
для которой ориентации главной оси квадрупольно-
го эллипсоида перпендикулярны для разных подре-
шеток [1, 2, 5].

Наряду с исследованием изотропных спиновых
систем, представляет интерес исследование обмен-
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но-анизотропных моделей. Одна из самых про-
стых моделей, содержащая в гамильтониане тен-
зорные взаимодействия, — это модель Блюма –Эме-
ри – Гриффитса [10]. Эта модель была предложе-
на для описания термодинамических свойств сме-
си HeIII и HeIV в окрестности критической точки.
В работах [11–13] обобщена модель Блюма –Эмери –
Грифитса на негейзенберговские магнетики с S = 1.
Было показано, что учет анизотропного обменного
взаимодействия (типа модели Изинга или XY -моде-
ли) оказывает существенное влияние на формирова-
ние специфических фазовых состояний. В работах
[14, 15] исследовалось влияние как межионной, так
и одноионной анизотропий на свойства негейзенбер-
говских магнетиков. Наиболее полно фазовые состо-
яния и спектры элементарных возбуждений магне-
тиков с межионной анизотропией были рассмотре-
ны в работах [16, 17]. В этих работах было пока-
зано, что межионная анизотропия биквадратично-
го обменного взаимодействия снимает вырождение
квадрупольных (нематических) фаз, реализуемых
на состояниях |0〉 и (|1〉 + |−1〉)/√2. В изотропном
негейзенберговском магнетике фазовые состояния,
реализуемые на этих состояниях, вырождены. Кро-
ме того, межионная анизотропия приводит к реали-
зации так называемой угловой нематической фазы,
в которой главные оси квадрупольного эллипсоида
ориентированы под некоторым углом к оси кванто-
вания [16,17]. Необходимо отметить, что анизотроп-
ные негейзенберговские магнетики в строгом смыс-
ле не являются спиновыми нематиками. Так, боль-
шая константа анизотропии (сравнимая с обменным
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взаимодействием) также приводит к квантовому со-
кращению спина. Однако для таких фаз симмет-
рия квадрупольных средних иная, чем в изотроп-
ных негейзенберговских магнетиках. Именно поэто-
му анизотропные негейзенберговские магнетики в
строгом смысле нельзя считать спиновыми немати-
ками, а фазы с 〈S〉 = 0 в таких системах носят на-
звание квадрупольных (QU) фаз [9].

Однако все указанные выше модели относятся к
одноподрешеточным магнетикам. Представляет ин-
терес исследовать фазовые состояния и динамиче-
ские свойства двухподрешеточного негейзенбергов-
ского магнетика со сложной межионной анизотро-
пией. Очевидно, что такое разбиение на эквивалент-
ные подрешетки возможно в случае отрицательного
билинейного обменного интеграла.

2. МОДЕЛЬ

В качестве модели рассмотрим магнетик со спи-
ном магнитного иона единица, в котором учтена воз-
можность разбиения на две подрешетки. Такой вы-
бор величины спина позволяет учесть кроме били-
нейного (гейзенберговского) обменного взаимодей-
ствия также и биквадратичное обменное взаимодей-
ствие. Кроме того, предполагается, что эти взаи-
модействия существенно анизотропны. Таким обра-
зом, гамильтониан такой системы можно предста-
вить в виде
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∑
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где Jnn′ ,Knn′ — константы соответственно билиней-
ного и биквадратичного обменных взаимодействий;
Δ, Δ1, Δ2 — безразмерные параметры межионной
анизотропии; n, n′ — индексы узлов подрешеток; Oi

j

(j ≤ 2S, i ≤ j) — операторы Стивенса [18], связан-
ные со спиновыми операторами следующим обра-
зом:
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Такой выбор представления гамильтониана (1) свя-
зан с тем, что полный набор операторов (2), совмест-
но с операторами Sx, Sy, Sz, являются генератора-
ми группы SU(3). Кроме того, предполагается, что
J,K < 0; Δ,Δ1,Δ2 > 0.

Исследование будем проводить при низких тем-
пературах (T = 0) и, как отмечалось ранее, пред-
полагается, что в системе возможно разбиение на
две эквивалентные подрешетки (n, n′ — индексы уз-
лов подрешеток). Нас интересует реализация раз-
личных спиновых состояний системы в зависимости
от соотношения материальных параметров системы.
Так, в случае преобладающего билинейного обмен-
ного взаимодействия (|J | > |K|) очевидно, что со-
стояние магнетика будет, в основном, определять-
ся дипольными параметрами порядка подрешеток.
В противоположном случае (|K| > |J |) определяю-
щую роль в формировании фазовых состояний бу-
дут играть тензорные параметры порядка (квадра-
тичные по операторам спина), поскольку при та-
ком соотношении обменных интегралов намагничен-
ности подрешеток равны нулю в силу реализации
квантового сокращения спина [5, 9]. В изотропных
многоподрешеточных негейзенберговских магнети-
ках при таких условиях реализуются ортогональные
нематические состояния [1, 2, 5]. Представляет ин-
терес возможность реализации аналогичных состо-
яний в обменно-анизотропном негейзенберговском
магнетике.

Исследование систем с точным учетом анизотро-
пии необходимо начать с определения основной спи-
новой конфигурации на каждом узле [19]. Для пе-
рехода в собственную систему координат на каждом
узле совершим унитарное преобразование вида

H̃ → UHU−1,

U =
∏
k

exp(−iθkSy
k ) exp(−iϕkS

z
k).

(3)

Унитарное преобразование вида (3) соответству-
ет линейному преобразованию спиновых операторов

Sα
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∑
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uαβk Sβ
k , Oαβ

2k =
∑
α′,β′
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′

k uββ
′

k Oα′β′
2k ,

где uαβk = uαβk (θk, ϕk) — матрица поворотов, k — но-
мера узлов подрешеток. Необходимо отметить, что
преобразование (3) позволяет рассматривать двух-
подрешеточную систему как одноподрешеточную,
так называемое сокращенное описание. Для пере-
хода к двухподрешеточному описанию необходимо
сделать обратные преобразования.
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Дальнейшее рассмотрение будем проводить в
приближении среднего поля. Выделяя в гамильто-
ниане (1) средние, связанные с упорядочением маг-
нитного момента, а также квадрупольные моменты
qt2 = 〈Ot

2〉, запишем одноузельный гамильтониан в
виде

H0(n) = −HzS
z
n −HxS

x
n −B0

2O
0
2n −

−B2
2O

2
2n −Bzx

2 Ozx
2n, (4)

где Hz , Hx — функции J0, 〈S〉,Δ, θn, ϕn; коэффици-
енты B0

2 , B2
2 , Bzx

2 пропорциональны K0 и являют-
ся функциями параметров и углов qt2,Δ1,Δ2, θn, ϕn;
J0 =

∑
n′ = Jnn′ , K0 =

∑
n′ Knn′ — нулевые фурье-

компоненты обменных интегралов.
Для решения одноузельной задачи воспользуем-

ся методом унитарного преобразования N -уровне-
вой системы для операторов Хаббарда [20]. Опера-
торы Хаббарда построим на базисе |i〉 собственных
векторов оператора Sz: X ij ≡ |i〉〈j|. Связь спиновых
операторов с операторами Хаббарда имеет вид

S+ =
√
2(X10 +X0−1), S− = (S+)+,

2Sz = [S+, S−]−.

Одноузельный гамильтониан (4) в представле-
нии операторов Хаббарда имеет вид

H0 =
∑
i

εiX
ii +

∑
i�=j

VijX
ij , Vji = (Vij)

∗, (5)

где εi — «затравочный» спектр исходных состояний
|i〉; Vij — недиагональные амплитуды. Диагонализуя
гамильтониан (5) с помощью обобщенного u–v-пре-
образования [20, 21], определим базис собственных
векторов гамильтониана (5):

|ψ1〉 = cosβ (cosα|1〉+ sinα|−1〉) + sinβ|0〉,
|ψ0〉 = − sinβ (cosα|1〉+ sinα|−1〉) + cosβ|0〉,

|ψ−1〉 = − sinα|1〉+ cosα|−1〉.
(6)

Вид параметров порядка, входящих в одноузель-
ный гамильтониан (4), определяется из связи спино-
вых операторов с операторами Хаббарда:

〈Sz〉 = cos 2α cos2 β,

〈Sx〉 = (cosα+ sinα) sin 2β/
√
2,
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= sin 2α cos2 β,
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2 〉 = 〈SzSx + SxSz〉 =
= (cosα− sinα) sin 2β/

√
2.

(7)

3. АНАЛИЗ ПЛОТНОСТИ СВОБОДНОЙ
ЭНЕРГИИ И СПЕКТРОВ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ

ВОЗБУЖДЕНИЙ

Для получения условий устойчивости фазовых
состояний, реализующихся в системе, исследуем
плотность свободной энергии. В случае низких тем-
ператур (T = 0) энергия основного состояния сов-
падает с плотностью свободной энергии. Однако об-
щий вид выражения является довольно громоздким,
поэтому отдельно исследуем энергию в случае 〈S〉 	=
	= 0, в котором реализуется дипольное (или, как бу-
дет показано ниже, квадрупольно-дипольное) упо-
рядочение. и в случае 〈S〉 = 0, отвечающем квадру-
польному упорядочению.

В случае реализации антиферромагнитного упо-
рядочения параметр унитарного преобразования
β = 0, поскольку в собственной системе координат
с осью квантования z среднее 〈Sx〉 = 0. Анализ
плотности свободной энергии

F =
1

2

[−J0(1−Δ) cos2 2α+K0(1 −Δ1 +

+ (Δ1 −Δ2) sin 2α)(1− sin 2α)] sin2 θ+

+
K0

8
(4Δ1 − 3−Δ2)(1 − sin 2α)2 sin4 θ+

+
1

2
(J0 +K0Δ2) cos

2 2α (8)

показывает, какие устойчивые фазовые состояния
реализуются в системе. Угол θ — угол между векто-
ром намагниченности и осью z первой подрешетки;
во второй подрешетке этот угол составляет (π − θ);
α — параметр унитарного преобразования. В случае
изотропного обменного взаимодействия было пока-
зано [5], что антиферромагнитная фаза устойчива
при |J | > |K|. В случае анизотропного обменного
взаимодействия это условие будет скорректировано
параметрами обменной анизотропии Δ,Δ1 и Δ2.

Очевидно, что в случае K = 0 величина среднего
спина не меняется — 〈S〉 = 1 (параметр α = 0). В
зависимости от значения анизотропного параметра
Δ изменяется направление вектора намагниченнос-
ти и реализуются антиферромагнитно упорядочен-
ные фазы: AFMz с направлением вектора магнит-
ного момента вдоль оси z, устойчивая при Δ < 1, и
плоскостная фаза c направлением вектора магнит-
ного момента ортогональным оси z при Δ > 1. При
K 	= 0 в плоскостной фазе модуль магнитного мо-
мента 〈S〉 становится меньше единицы, что видно
из выражения
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〈S〉 =
√
1− sin2 2α⊥, sin2 2α⊥ =

= K0(1−Δ2)/ (4J0Δ+K0(3 + Δ2)) . (9)

Плоскостную антиферромагнитную фазу в дан-
ном случае определим как квадрупольно-ферромаг-
нитную AKFMx: фаза характеризуется не только
средним значением спина на узле, но и квадруполь-
ными параметрами порядка. Анализ плотности сво-

бодной энергии (8) показывает, что при условии
4Δ1 − 3 − Δ2 < 0 реализуется промежуточная ан-
тиферромагнитая угловая фаза AKFM∠ с 〈S〉 < 1, в
которой векторы магнитных моментов в подрешет-
ках антипараллельны друг другу и образуют угол θ
с осью квантования z. Этот угол изменяется в зави-
симости от соотношения между константами обмен-
ного взаимодействия значение от 0 до π/2:

sin 2α∠ =
K0 sin

2 θ(1 −Δ2 + (4Δ1 − 3−Δ2) cos
2 θ)

K0(4Δ2 + 3(1−Δ2) sin
2 θ + (4Δ1 − 3−Δ2) sin

2 θ cos2 θ) + 4J0(cos2 θ +Δsin2 θ)
,

cos 2θ =
K0(1 −Δ2)(1 + 3 sin 2α∠)− 4J0(1 −Δ)(1 + sin 2α∠)

K0(4Δ1 − 3−Δ2)(1 − sin 2α∠)
.

(10)

Для дальнейшего исследования фазовых состоя-
ний нам потребуются данные о динамических свой-
ствах системы, т. е. спектры элементарных возбуж-
дений. Спектры элементарных возбуждений опреде-
ляются полюсами функции Грина [22]

Gλλ′
(n, τ ;n′, τ ′) = −〈T̂ X̃λ

n(τ)X̃
λ′
n′ (τ ′)〉, (11)

где X̃λ
n(τ) = exp(Ĥτ)Xλ

n exp(−Ĥτ) — оператор Хаб-
барда в представлении Гейзенберга, T̂ — опера-
тор Вика, λ — корневые векторы, определяющие-
ся алгеброй операторов Хаббарда [20]. Вывод дис-
персионного уравнения подробно изложен в рабо-
тах [13, 23]. Дисперсионное уравнение, определяю-
щее спектры магнонов, справедливо при произволь-
ном соотношении материальных констант, т. е. в раз-
личных фазовых состояниях, и температурном ин-
тервале существования магнитного упорядочения.
Его решения определяют спектры возбуждений в
различных фазах.

Спектры магнонов в AFMz-фазе имеют вид

ε21(k) = 4(J0 −KkΔ2)(J0 +KkΔ2); (12.1)
ε22(k) = (J0 −K0)

2 − (JkΔ−KkΔ1)
2. (12.2)

Спектры в AKFMx-фазе имеют вид

ε21(k) = 4(J0Δ−KkΔ1) {(J0 − Jk)Δ +

+ [JkΔ+Kk(3 + Δ2)/4] (1− sin2 2α⊥)
}
; (13.1)

ε22(k) = Ω1(Ω1 +Ω2), (13.2)

Ω1 = (J0 + Jk)Δ(1 − sin 2α⊥)+

+ (K0 +Kk)Δ2(1 + sin 2α⊥),

Ω2 = Kk(Δ1 +Δ2)− Jk(1 + Δ)−
− sin 2α⊥ [Kk(Δ1 −Δ2) + Jk(1−Δ)] .

Вначале рассмотрим случай 4Δ1 − 3 − Δ2 < 0

(рис. 1а). Как следует из выражений (9) и (10),
в AKFMx-фазе и угловой AKFM∠-фазе 〈S〉 	=
	= 1, однако фазовые переходы AFMz–AKFMx и
AKFMx–AKFM∠ являются чисто ориентационными
фазовыми переходами второго рода. При прибли-
жении к линии фазового перехода AKFM∠–AFMz

модуль магнитного момента стремится к значению
насыщения 〈S〉 = 1. На линии фазового перехо-
да J0(1 − Δ) = K0(1 − Δ1) щель в спектре (12.2)
обращается в нуль. На линии фазового перехода
AKFM∠–AKFMx

K0(Δ1 +Δ2)− J0(1−Δ)−
− sin 2α⊥ [K0(Δ1 −Δ2) + J0(1 + Δ)] = 0

значения намагниченностей сравниваются, т. е.

sin 2α⊥ = sin 2α∠ при θ = π/2.

На этой же линии обращается в нуль щель в
спектре (13.2). В длинноволновом пределе k → 0

оба спектра (12.2) и (13.2) на линиях фазовых пере-
ходов в угловую фазу имеют линейный по k закон
дисперсии.

Теперь рассмотрим случай 4Δ1 − 3 − Δ2 > 0

(рис. 1б). Угловая фаза становится неустойчивой.
Фазовый переход из AFMz-фазы происходит непо-
средственно в AKFMx-фазу и не является ориен-
тационным, так как на линии фазового перехода
AFMz–AKFMx вместе с резким поворотом вектора
намагниченности на угол π/2 скачком изменяется
значение модуля вектора намагниченности с 〈S〉 = 1

в AFMz-фазе до 〈S〉 < 1 в AKFMx-фазе, опреде-
ляемого выражением (9). Линия фазового перехода
определяется из равенства свободных энергий в фа-
зах AFMz и AKFMx:

4J0(1−Δ) = K0(1−Δ2)(1 + sin 2α⊥).

12 ЖЭТФ, вып. 2 (8)
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Рис. 1. а) Фазовая диаграмма АFМ-фаз в случае 4Δ1−3−
− Δ2 < 0; б) фазовая диаграмма АFМ-фаз в случае

4Δ1 − 3−Δ2 > 0

В окрестности линии фазового перехода
AFMz–AKFMx размягчаются ветви возбужде-
ний (12.2) и (13.2). Обращение щелей в спектрах в
нуль определяет линии неустойчивости спектров:

J0(1 −Δ) = K0(1−Δ1), K0(Δ1 +Δ2)−
− J0(1−Δ)− sin 2α1 [K0(Δ1−Δ2)+J0(1+Δ)] = 0.

Линии неустойчивости определяют границы об-
ласти сосуществования рассматриваемых здесь фаз.
Такое поведение спектров характерно для фазовых
переходов первого рода.

4. КВАДРУПОЛЬНОЕ УПОРЯДОЧЕНИЕ

Исследуем статические и динамические свойства
квадрупольного упорядочения в двухподрешеточ-
ном магнетике. Пусть |K| > |J | и соотношение пара-
метров анизотропии Δ, Δ1, Δ2 такое, что антифер-
ромагнитное упорядочение становится энергетиче-
ски невыгодным. Одноподрешеточное квадруполь-
ное (нематическое) состояние неустойчиво, так как
при K < 0 основное состояние вырождено, что поз-
воляет сделать вывод о том, что система разбита на

две подрешетки с взаимно ортогональными осями
квантования и 〈Sz〉 = 0 в обеих подрешетках. Ани-
зотропия обменного взаимодействия приводит к по-
явлению выделенных направлений ориентации тен-
зора квадрупольного момента подрешеток. Вместо
изотропного ортогонального нематического состоя-
ния [5] реализуются ортогональные квадрупольные
фазы.

Состояния каждой из подрешеток характери-
зуются параметрами порядка, являющимися ком-
понентами симметричного тензора второго ранга.
Из симметрии биквадратичной части гамильтони-
ана (1) следует, что главные оси тензора квадру-
польных эллипсоидов подрешеток могут быть ори-
ентированы строго в плоскостях xy, yz или xz, при-
чем плоскости yz и xz энергетически эквивалентны.
В произвольном фазовом состоянии параметры по-
рядка системы определяются выражениями (7). По-
скольку нас интересуют квадрупольные состояния,
в которых средние значения магнитного момента на
узле равны нулю, параметр α может принимать зна-
чения ±π/4. Квадрупольные параметры порядка то-
гда имеют вид

q02 = cos2 β − 2 sin2 β, q22 = − cos2 β, qzx2 = sin 2β.

Если параметр α = −π/4, то плотность свободной
энергии имеет вид

F =
K0

3
+
K0

8
(4Δ1 − 3−Δ2) sin

2 2β. (14)

Учитывая, что намагниченности подрешеток равны
нулю (〈Sz

n1
〉 = 〈Sz

n2
〉 = 0), и выполняя преобразова-

ние во второй подрешетке

qi2n2
= 〈U(−θ)Oi

2U
+(−θ)〉,

U(θ) = e−iθSy

(θ = π/2),
(15)

обратное преобразованию (3), можно получить па-
раметры порядка подрешеток при различных соот-
ношениях констант межионной анизотропии и па-
раметра β. Из соотношения (14) следует, что в за-
висимости от соотношения параметров межионной
анизотропии возможны реализации ортогональных
квадрупольных состояний (OQU).

Так, при 4Δ1− 3−Δ2 < 0 и β = 0, 〈Sz
i 〉 = 〈Sx

i 〉 =
= 0, i = 1, 2, а квадрупольные параметры порядка
первой и второй подрешеток соответственно равны

q02 = 1, q22 = −1, qzx2 = 0;

q02 = −2, q22 = 0, qzx2 = 0.

Волновые функции основного состояния подреше-
ток ортогональны, т. е. 〈ψ1|ψ2〉 = 0, и имеют вид
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|ψ1〉 = (|1〉 − |−1〉)/√2 и |ψ2〉 = |0〉. Обозначим такое
фазовое состояние OQU1. В этом состоянии квадру-
польные средние в каждой подрешетке определяют-
ся выражениями

〈(Sx
1 )

2〉 = 0, 〈(Sy
1 )

2〉 = 〈(Sz
1 )

2〉 = 1,

〈(Sx
2 )

2〉 = 〈(Sy
2 )

2〉 = 1, 〈(Sz
2 )

2〉 = 0.

Следовательно, геометрически эта фаза представля-
ет собой одноосные эллипсоиды, главные оси кото-
рых лежат в плоскостях zy и xy.

При β = π/4, 4Δ1− 3−Δ2 > 0 с учетом обратно-
го преобразования (15) получим волновые функции
основного состояния подрешеток:

|ψ1〉 = (|1〉 − |−1〉)/2 + |0〉/√2,

|ψ2〉 = −(|1〉 − |−1〉)/2 + |0〉/
√
2, 〈ψ1|ψ2〉 = 0,

а параметры порядка подрешеток равны соответ-
ственно

q02(1) = −1/2, q22(1) = −1/2, qzx2(1) = 1;

q02(2) = −1/2, q22(2) = −1/2, qzx2(2) = −1.

Это означает, что средние значения квадратов спи-
новых операторов имеют соответственно вид

〈(Sx
1 )

2〉 = 1/2, 〈(Sy
1 )

2〉 = 1, 〈(Sz
1 )

2〉 = 1/2,

〈Sx
1S

z
1 + Sz

1S
x
1 〉 = 1;

〈(Sx
2 )

2〉 = 1/2, 〈(Sy
2 )

2〉 = 1, 〈(Sz
2 )

2〉 = 1/2,

〈Sx
2S

z
2 + Sz

2S
x
2 〉 = −1.

Чтобы определить геометрический образ данного
состояния в спиновом пространстве, исследуем по-
верхность, определяемую уравнением S(q̂S) = 1, где
вектор S = (Sx, Sy, Sz), а тензор

q̂ = qij = 〈Qij〉 = 1

2
〈SiSj + SjSi〉 (i, j = x, y, z).

Для первой подрешетки уравнение поверхности
имеет вид

1

2
〈(Sx

1 )
2〉+〈(Sy

1 )
2〉+1

2
〈(Sz

1 )
2〉+〈(Sx

1S
z
1+S

z
1S

x
1 )〉 = 1,

а для второй —

1

2
〈(Sx

2 )
2〉+〈(Sy

2 )
2〉+1

2
〈(Sz

2 )
2〉−〈(Sx

2S
z
2+S

z
2S

x
2 )〉 = 1.

Диагонализуя эти уравнения поворотом вокруг оси
y на угол π/4 для первой подрешетки и на угол −π/4

для второй подрешетки, получим уравнения поверх-
ностей соответственно для первой и второй подре-
шеток:

3

2
〈(Sx

1 )
2〉+ 〈(Sy

1 )
2〉 − 1

2
〈(Sz

1 )
2〉 = 1,

−1

2
〈(Sx

2 )
2〉+ 〈(Sy

2 )
2〉+ 3

2
〈(Sz

2 )
2〉 = 1.

(16)

Как видно из формулы (16), геометрическим обра-
зом данного состояния являются эллипсоиды, глав-
ные оси которых лежат в плоскости xz, причем в
первой подрешетке главная ось эллипсоида образу-
ет угол π/4 с осью x, а во второй подрешетке главная
ось образует угол π/4 с осью z. Такое состояние мы
обозначим OQU∠ и назовем угловой ортогонально
квадрупольной фазой, поскольку главные оси квад-
рупольных эллипсоидов подрешеток образуют угол
с осью квантования.

Если параметры унитарных преобразований рав-
ны α = π/4, β = 0, то свободная энергия системы
имеет вид

F = −K0

6
(1− 3Δ2). (17)

Совершая во второй подрешетке унитарный пово-
рот, обратный преобразованию (3),

qi2n2
= 〈U(−ϕ)Oi

2U
+(−ϕ)〉,

U(ϕ) = e−iϕSz

, ϕ = π/2,

получим волновые функции основного состояния
подрешеток

|ψ1〉 = (|1〉+ |−1〉)/
√
2

и
|ψ2〉 = (|1〉 − |−1〉)/

√
2 (〈ψ1|ψ2〉 = 0).

Следовательно, параметры порядка и квадруполь-
ные средние для каждой из подрешеток имеют вид

q02 = 1, q22 = 1, qzx2 = 0,

〈(Sx
1 )

2〉 = 1, 〈(Sy
1 )

2〉 = 0, 〈(Sz
1 )

2〉 = 1;

q02 = 1, q22 = −1, qzx2 = 0,

〈(Sx
2 )

2〉 = 0, 〈(Sy
2 )

2〉 = 1, 〈(Sz
2 )

2〉 = 1.

Как следует из последних выражений, геометричес-
кими образами состояний являются эллипсоиды, ле-
жащие в плоскостях zx и zy соответственно для пер-
вой и второй подрешеток. Такое состояние обозна-
чим как OQU2.
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Рис. 2. Фазовая диаграмма системы в случае реализации
OQU-фаз при |K| > |J |

Из равенства свободных энергий в рассмотрен-
ных состояниях можно определить линии фазового
перехода между OQU-фазами —

OQU1 −OQU2 : Δ2 = 1;

OQU1 −OQU∠ : 4Δ1 = Δ2 + 3;

OQU2 −OQU∠ : Δ1 = (5Δ2 − 1)/4

— и построить фазовую диаграмму, которая схема-
тично изображена на рис. 2. Для уточнения фазовой
диаграммы и определения типов фазовых перехо-
дов исследуем спектры элементарных возбуждений
в OQU-фазах.

Спектры возбуждения в OQU1-фазе имеют вид

ε21(k) = [K0(3 + Δ2)/2 + 2JkΔ] ×

× [K0(3 + Δ2)/2− 2KkΔ1] , (18)

а спектры в OQU2-фазе —

ε21(k) = 4(K0Δ2 + Jk)(K0 −Kk)Δ2. (19)

Высокочастотные ветви возбуждений OQU1- и
OQU2-фаз не приводятся, так как являются бездис-
персионными.

Спектры возбуждения в OQU∠-фазе можно
представить в виде

ε21(k) = [K0(4Δ1 − 1− 3Δ2)/4 + Jk(1 −Δ)] ×
× [K0(4Δ1 − 1− 3Δ2)/4 + Jk(Δ2 −Δ1)] , (20.1)

ε22(k) = (K0Δ1+JkΔ) [4K0Δ1−Kk(3+Δ2)] . (20.2)

Фазовые переходы между OQU-фазами обуслов-
лены изменением параметров межионной анизотро-
пии Δ1 и Δ2. Эти переходы можно интерпретиро-
вать как переориентационные, причем понятие «пе-
реориентации» связано с поворотом главных осей
квадрупольных эллипсоидов.

Фазовые переходы между фазами OQU1–OQU∠
являются ориентационными фазовыми переходами
второго рода. На линии фазового перехода 4Δ1 =

= Δ2 + 3 в длинноволновом пределе k → 0 щели
в ветвях (18) и (20.2) обращаются в нуль; спектры
становятся линейными по волновому вектору k.

Линия Δ2 = 1 является линией фазового пе-
рехода между фазами OQU1 и OQU2. Этот пере-
ход является ориентационным фазовым переходом
первого рода, поскольку параметры порядка меня-
ются скачком, а спектры не размягчаются на ли-
нии фазового перехода. Как следует из выражения
(18), спектр возбуждений OQU1-фазы теряет устой-
чивость на линии Δ2 = 4(J0/K0)Δ− 3 при k → π, а
щель в спектре (19) OQU2-фазы обращается в нуль
на линии потери устойчивости Δ2 = J0/K0 также
при k → π.

Фазовый переход между фазами OQU2 и OQU∠
является ориентационным фазовым переходом пер-
вого рода. На линии фазового перехода 4Δ1 = 5Δ2−
−1щели в спектрах магнонов не обращаются в нуль.
Как следует из (19), спектр магнонов OQU2-фазы
теряет устойчивость на линии Δ2 = J0/K0 при k →
→ π, а линия потери устойчивости в OQU∠-фазе
определяется обращением в нуль энергетической
щели спектра (20.2) и имеет вид Δ1 = (J0/K0)Δ

при k → π.

5. ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ ПО МОДУЛЮ

Выше мы рассмотрели фазовые переходы меж-
ду дипольными и квадрупольно-дипольными фаза-
ми в случае преобладающего билинейного обменно-
го взаимодействия (J0/K0 
 1). Представляет инте-
рес рассмотреть противоположную ситуацию, когда
преобладающим является биквадратичное обменное
взаимодействие (J0/K0 ≤ 1). Очевидно, что реали-
зация того или иного состояния определяется со-
отношением параметров системы, но поскольку мы
рассматриваем случай J0/K0 ≤ 1, основное внима-
ние уделим соотношениям между параметрами ани-
зотропии.

Рассмотрим вначале случай 4Δ1 > 3 + Δ2

(рис. 3). При таком соотношении параметров ани-
зотропии и в зависимости от соотношений Δ и
J0/K0 в системе реализуются фазы AFMz , AKFMx
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Рис. 3. Фазовая диаграмма рассматриваемой системы при
4Δ1 > 3 + Δ2 и J0/K0 ≤ 1

и OQU∠. Поведение в окрестности дипольных фаз,
т. е. АFМ-фаз, мы рассмотрели выше. Теперь рас-
смотрим фазовые переходы между ортогональными
квадрупольными фазами и дипольными.

Линия фазового перехода между фазами AFMz

и OQU∠ определяется из равенства свободных энер-
гий и имеет вид

J0 = K0(4Δ1 + 1−Δ2)/4.

Щели в спектрах (12.1), (12.2) и (20.1), (20.2) со-
ответствующих фаз обращаются в нуль на линиях
потери устойчивости спектра при k → π (20.1)

2J0(1−Δ) = K0(4Δ1 − 1− 3Δ2)/4

в области J0/K0 < 1 и потери устойчивости спект-
ра (12.1)

J0 = K0Δ2

в области J0/K0 > 1. Линии потери устойчивости
определяют область совместного сосуществования
фаз AFMz и OQU∠. Таким образом, фазовый пере-
ход AFMz–OQU∠ является фазовым переходом пер-
вого рода, в результате которого скачком меняется
модуль намагниченности с единицы до нуля.

Линия фазового перехода AKFMx–OQU∠ опре-
деляется выражением J0Δ = K0Δ1. На этой же ли-
нии обращаются в нуль щели спектров (13.2) и (20.2)
при k → π. Данный фазовый переход является фа-
зовым переходом второго рода: при приближении
к линии фазового перехода из квадрупольно-фер-
ромагнитной фазы AKFMx намагниченность подре-
шеток непрерывно уменьшается и на линии J0Δ =

= K0Δ1 обращается в нуль, 〈S〉 = 0.
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Рис. 4. Фазовая диаграмма двухподрешеточного негейзен-
берговского магнетика при 4Δ1 < 3 +Δ2, Δ2 < 1

Теперь рассмотрим следующую ситуацию: Δ2 <

< 1 и 4Δ1 < 3+Δ2 (рис. 4). В этом случае в системе
в зависимости от соотношений Δ и J0/K0 реализу-
ются фазы AFMz, AKFM∠, AKFMx и OQU1.

Линия фазового перехода J0 = K0 между фаза-
ми AFMz и OQU1 определяется равенством свобод-
ных энергий. Щели в спектрах (12.1), (12.2) и (18)
соответствующих фаз обращаются в нуль на линиях
потери устойчивости спектра (18)

J0Δ = K0(3 + Δ2)/4

при k → π в области J0/K0 < 1 и потери устойчивос-
ти спектра (12.1)

J0 = K0Δ2

в области J0/K0 > 1. Эти линии определяют область
сосуществования AFMz- и OQU1-фаз. Переход меж-
ду фазами сопровождается скачком намагниченнос-
ти и является фазовым переходом первого рода.

На линии J0Δ = K0

√
(1 + Δ2)/2 фазового пере-

хода AKFMx–OQU1 обращается в нуль спектр (13.1)
при k → π. Однако спектр OQU1-фазы (18) стано-
вится неустойчивым на линии

J0Δ = K0(3 + Δ2)/4

при k → π, совпадая с линией фазового перехода

J0Δ = K0

√
(1 + Δ2)/2

при Δ2 → 1.
Линия фазового перехода AKFM∠–OQU1 опре-

деляется из равенства для свободной энергии (8)
со значениями α и θ, определяемыми выражения-
ми (10), (17) при β = 0. Выражение это громоздко и
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Рис. 5. Фазовая диаграмма двухподрешеточного негейзен-
берговского магнетика при 4Δ1 < 3 + Δ2, Δ2 > 1

приводиться не будет. Кроме того, на линиях Δ = 1

и J0/K0 = 1 симметрия системы повышается и в
окрестности этих линий возникают разрывы на ли-
нии фазового перехода AKFM∠–OQU1. Окрестность
точки пересечения линий Δ = 1 и J0/K0 = 1 требу-
ет более подробного анализа, выходящего за рамки
нашей задачи. При этом, вполне достоверно можем
говорить, что на линии AKFM∠–OQU1 скачком ме-
няются все параметры порядка.

Наконец, рассмотрим еще один случай Δ2 > 1

и 4Δ1 < 3 + Δ2 (рис. 5). При таком соотношении
параметров межионной анизотропии в системе в за-
висимости от Δ и J0/K0 реализуются фазы AFMz ,
AKFM∠, AKFMx и OQU2.

Линия фазового перехода AFMz–OQU2 опреде-
ляется равенством свободных энергий и имеет вид
J0 = K0Δ2. Щели в спектрах (12.1) и (19) соответ-
ствующих фаз обращаются в нуль на линии фазо-
вого перехода при k → π, параметры порядка изме-
няются скачком. Таким образом, фазовый переход
AFMz–OQU2 является вырожденным фазовым пе-
реходом первого рода.

На линии

J0Δ = K0

[
Δ2 − 1 +

√
2Δ2(1 + Δ2)

]
/2

фазового перехода AKFMx–OQU2 щели в спектрах
(13.1), (13.2) и (19) не обращаются в нуль. Спектр
OQU2-фазы (19) становится неустойчивым на линии

J0 = K0Δ2

при k → π, а спектр (13.1) AKFMx-фазы неустойчив
на линии

J0Δ = K0

√
(1 + Δ2)/2.

Рассуждения касательно перехода
AKFM∠–OQU2 аналогичны рассуждениям от-
носительно перехода AKFM∠–OQU1.

6. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В результате исследования модели обменно-
анизотропного двухподрешеточного негейзенбер-
говского магнетика со спином магнитного иона
S = 1 определены все фазовые состояния, реали-
зующиеся при различных соотношениях констант
обменного взаимодействия и параметров анизотро-
пии. Показано, что учет межионной анизотропии
биквадратичного обменного взаимодействия приво-
дит к реализации нескольких ортогонально-квад-
рупольных фаз, для которых намагниченность в
каждой из подрешеток (на один узел) равна нулю,
а основные состояния подрешеток ортогональ-
ны. Геометрическими образами этих состояний в
спиновом пространстве являются квадрупольные
эллипсоиды, а главные оси эллипсоидов, принад-
лежащие различным подрешеткам, ортогональны.
Одной из основных особенностей рассматриваемой
нами модели является реализация так называемого
углового ортогонально-квадрупольного состояния
(OQU∠), имеющего специфический геометрический
образ, реализация которого невозможна в изот-
ропном негейзенберговском магнетике [5]. Еще
две ортогонально квадрупольные фазы (OQU1 и
OQU2) в случае изотропной системы являются
вырожденными [5, 9]. В рассматриваемом в данной
работе случае вырождение снимается влиянием
межионной анизотропии Δ1 и Δ2.

Проведенный в работе анализ плотности свобод-
ной энергии и спектров элементарных возбуждений
в различных фазовых состояниях позволил не толь-
ко построить фазовую диаграмму системы (вернее,
ее сечения в различных переменных), но и опреде-
лить типы фазовых переходов. Так, показано, что
понятие ориентационного фазового перехода спра-
ведливо для двухподрешеточных систем с диполь-
ными и тензорными компонентами параметра по-
рядка. В области реализации антиферромагнитных
фаз AKFMx и угловой AKFM∠ исследуемой моде-
ли абсолютное значение магнитного момента под-
решеток зависит от параметров анизотропии. Ана-
лиз ориентационных переходов с 〈S〉 	= 0 позволил
определить особенности поведения системы с уче-
том квантового сокращения спина. Наиболее ярко
этот эффект проявился в случае неустойчивости уг-
ловой антиферромагнитной фазы AKFM∠: на линии
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фазового перехода скачком меняется модуль намаг-
ниченности, а щели элементарных возбуждений ан-
тиферромагнитных фаз AFMz и AKFMx обращают-
ся в нуль на линиях потери устойчивости, образуя
область сосуществования.

Анализ динамических и статических свойств сис-
темы в случае реализации только тензорных фаз
показал, что фазовые переходы по тензорному па-
раметру порядка по характеру близки к ориента-
ционным фазовым переходам. На линиях фазового
перехода и на линиях неустойчивости фаз спектры
имеют линейный закон дисперсии по волновому век-
тору.

Отдельно рассмотрены переходы AFM–OQU с
изменением модуля намагниченности. Переходы
могут быть второго рода с непрерывным измене-
нием параметров порядка в окрестности фазового
перехода, которые сопровождаются размягчением
спектров на линии фазового перехода, например,
переход AKFMx–OQU∠ при 4Δ1 > 3 + Δ2. Так-
же возможен фазовый переход первого рода —
параметры порядка скачком меняются на линии
фазового перехода, а щели в спектрах обращаются
в нуль на линиях неустойчивости фаз, например,
переход AFMz–OQU1 в случае 4Δ1 < 3 + Δ2 и
Δ2 < 1. Также имеет место вырожденный фазовый
переход первого рода AFMz–OQU2 при 4Δ1 < 3 +

+ Δ2 и Δ2 > 1, когда на линии фазового перехода
параметры порядка меняются скачком, при этом
щели в спектрах обращаются в нуль.

Исследование выполнено при финансовой под-
держке РФФИ (проект №16-02-00069а), а также
РФФИ и Совета Министров Республики Крым (про-
ект №17-42-92007) и при поддержке федерально-
го государственного автономного образовательного
учреждения высшего образования Крымский феде-
ральный университет им. В. И. Вернадского.
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