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КОНДЕНСАЦИЯ ЭКСИТОНОВ В ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЕ
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Теоретически изучена конденсация Бозе –Эйнштейна экситонов в двумерных системах с учетом как слу-
чайного потенциала, связанного с несовершенствами структуры, так и конечного времени жизни эк-
ситонов. Показано, что наличие беспорядка делает конденсацию возможной. Конечное время жизни
экситонов приводит к ограничению на термализацию экситонов в неупорядоченной системе и к дополни-
тельному ограничению на критическую температуру перехода. Анализируются эффекты межчастично-
го взаимодействия и флуктуаций накачки. Рассчитан коррелятор фаз и проанализировано разрушение
конденсата за счет эффектов взаимодействия и флуктуаций. Изучено распространение возмущений в
конденсате.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Коллективные эффекты в экситонных систе-
мах привлекают в последние годы повышенный
интерес. Несмотря на то что возможность бозе-
эйнштейновской конденсации экситонов в объемных
полупроводниках стала обсуждаться более полувека
назад [1–7], именно на двумерных системах, вклю-
чая структуры с одиночными и двойными кванто-
выми ямами [8–13], а также квантовыми микроре-
зонаторами [14–16], были получены убедительные
свидетельства формирования коллективного состо-
яния этих квазичастиц. Тем не менее, несмотря на
значительный прогресс, достигнутый в эксперимен-
тальных и теоретических исследованиях коллектив-
ных и когерентных эффектов в экситонных систе-
мах, открытыми остаются фундаментальные вопро-
сы о том, насколько вообще понятие конденсата Бо-
зе –Эйнштейна применимо к экспериментально изу-
чаемым структурам. В частности, как хорошо из-
вестно [17,18], конденсация в идеальных двумерных
системах невозможна, однако ожидается сверхтеку-
честь экситонов [19, 20]. Наличие флуктуаций по-
тенциала, вызванных несовершенствами структуры,
с одной стороны, приводит к появлению локализо-
ванных состояний, где спектр экситонов становится
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дискретным и конденсация — формально возмож-
ной [21], а с другой стороны, за счет локализации
может подавляться сверхтекучесть. Такая постанов-
ка задачи обсуждалась в литературе для двумерных
[22,23] и одномерных [24,25] систем, однако этот ана-
лиз не учитывает второй ключевой особенности ре-
альных систем — наличия конечного времени жизни
экситонов и, соответственно, оптической или элек-
трической накачки. Данная работа нацелена на вос-
полнение этого пробела.

Мы рассмотрим термодинамические свойства и
корреляционную функцию фазы конденсата такой
неупорядоченной системы с учетом конечного вре-
мени жизни экситонов. В заключение продемон-
стрируем, как происходит перенос малого возмуще-
ния концентрации частиц на фоне конденсата при
конечном времени их жизни. При бесконечном зна-
чении времени жизни, как известно, малое возмуще-
ние распространяется со скоростью конденсатного
звука.

2. МОДЕЛЬ НЕУПОРЯДОЧЕННОЙ
СИСТЕМЫ

Мы рассматриваем двумерные экситоны при на-
личии случайного потенциала. Конкретными реа-
лизациями такой системы могут служить структу-
ры с одиночными или двойными квантовыми яма-
ми, подобные исследованным в работах [8–10, 13],
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где беспорядок может быть обусловлен, например,
монослойными флуктуациями ширины ямы. Облас-
ти, где яма шире, эффективно локализуют экситон
[26,27]. Такие области локализации являются потен-
циальными ямами для латерального движения эк-
ситонов. Аналогичная ситуация может быть реали-
зована и в других двумерных или квазидвумерных
экситонных системах, например, при наличии от-
талкивающих примесей, за счет хаотического рас-
пределения которых в плоскости структуры могут
формироваться потенциальные ямы.

В двумерной неупорядоченной системе все одно-
частичные состояния локализованы [28]. Здесь и да-
лее будет рассматриваться ситуация, когда энерге-
тический спектр локализованных состояний ограни-
чен снизу. Граница спектра естественным образом
возникает в модели ям, поскольку, например, исход-
ная ширина квантовой ямы не может быть сколь
угодно большой, а флуктуации интерфейсов приво-
дят лишь к сужению ямы и эффективному увели-
чению энергии экситона. При наличии отталкиваю-
щих примесей нижняя граница спектра соответству-
ет покоящемуся экситону в чистой системе. Далее
для простоты будем отсчитывать энергию от гра-
ницы спектра E = 0. Вблизи края спектра плот-
ность состояний экситонов можно представить в ви-
де [29, 30]

D(E) =

⎧⎨
⎩

NpEν

E2
exp

(
−Eν

E

)
, E > 0,

0, E < 0.

(1)

Здесь Eν — характерная ширина полосы локализо-
ванных состояний, Np — концентрация ям. Плот-
ность состояний нормирована соотношением

∞∫
0

D(E) dE = Np, (2)

которое соответствует учету лишь одного лока-
лизованного состояния на потенциальную яму.
Экспоненциальный множитель exp (−Eν/E) =

= exp
(
−πR2Np

)
в выражении для плотности со-

стояний описывает вероятность найти яму радиуса
R с энергией локализации экситона соответственно
E = (mR2)−1, где m — масса движения экситона
как целого (здесь и далее постоянная Планка � = 1,
множитель порядка единицы, зависящий от геомет-
рии ямы, опускаем). В модели ям Eν = πNp/m, а
предэкспоненциальный множитель в выражении (1)
легко получить, воспользовавшись соотношением
RdR = −(2mE2)−1dE.

Отметим, что показатель экспоненты (−Eν/E)

вблизи флуктуационного края спектра практически
не чувствителен к типу беспорядка и может быть
получен из весьма общих соображений [29, 30], в
то время как вид предэкспоненциального множи-
теля может зависеть от конкретной модели при-
месей. Используемый нами предэкспоненциальный
множитель естественным образом возникает в моде-
ли потенциальных ям и удобен для аналитического
интегрирования. Подчеркнем, что соотношение (1)
для плотности состояний справедливо лишь для не
слишком больших энергий; при E � Eν , когда экс-
понента становится порядка единицы, плотность со-
стояний перестает зависеть от энергии экситона, од-
нако такие энергии не существенны для обсуждения
конденсации экситонов.

Из выражения (1) следует, что в неупорядочен-
ной системе плотность состояний вблизи границы
спектра E → 0 плавно обращается в нуль. Действи-
тельно, наличие состояния при E → 0 требовало
бы существования ямы бесконечно большого радиу-
са R; вероятность найти такую яму исчезающе ма-
ла. В этом состоит ключевое отличие неупорядочен-
ной двумерной системы от идеальной, где плотность
состояний на границе спектра испытывает скачок.
Это, как показано ниже, приводит к качественным
изменениям в коллективном поведении экситонов по
сравнению с идеальным «чистым» случаем, а имен-
но, к возможности бозе-эйнштейновской конденса-
ции экситонов в неупорядоченной двумерной систе-
ме.

3. БОЗЕ-ЭЙНШТЕЙНОВСКАЯ
КОНДЕНСАЦИЯ ЭКСИТОНОВ

Проанализируем возможность конденсации эк-
ситонов в рамках термодинамического подхода, счи-
тая их время жизни столь большим, что частицы
описываются равновесной функцией распределения

f(E;T, μ) =
1

exp

(
E − μ

T

)
− 1

. (3)

Здесь T — температура, выраженная в энергетиче-
ских единицах, μ � 0 — химический потенциал эк-
ситонов. Эффекты, связанные с конечным време-
нем жизни экситонов, обсуждаются в следующем
разд. 4. И в этом, и в следующем разделах мы
пренебрегаем взаимодействием между частицами.
Его роль, весьма существенную, мы проанализиру-
ем чуть позже в разд. 5.
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Поскольку D(E) → 0 при E → 0, в системе
ожидается бозе-эйнштейновская конденсация экси-
тонов. Физически это связано с тем, что энергети-
ческий спектр экситонов при малых энергиях эф-
фективно оказывается дискретным — экситоны ло-
кализуются в соответствующих ямах. Такая ситуа-
ция аналогична конденсации атомов или экситонов
в ловушках [21,31]. Связь критической температуры
Tc и критической концентрации Nc экситонов полу-
чается из условия μ = 0:

Nc =

∞∫
0

f(E;Tc, 0)D(E) dE =

=

∞∫
0

Npe
−xdx

exp (Eν/xTc)− 1
. (4)

Второе равенство в формуле (4) получено с исполь-
зованием явного вида плотности состояний (1), без-
размерная переменная интегрирования x = Eν/E.
Подчеркнем, что второе равенство в формуле (4) и
последующий анализ справедливы лишь при доста-
точно большой концентрации ям, низких температу-
рах и малой плотности экситонов, когда актуальные
энергии E � Eν и можно пользоваться асимптоти-
ческим выражением (1) для плотности состояний.
В противном случае модель беспорядка, связанная
с наличием лишь одного уровня в каждой яме, не
применима.

В пределе низких температур Tc/Eν � 1 и ма-
лых концентраций экситонов Nc/Np � 1 в знаме-
нателе выражения (4) можно опустить единицу по
сравнению с экспонентой:

Nc

Np
= K1

(
2√
t

)
≈

≈
√
π

(Tc/Eν)1/4
exp

(
− 2√

Tc/Eν

)
, (5)

где K1(x) — модифицированная функция Бесселя
второго рода. Уравнение (5) можно решить с ло-
гарифмической точностью итерациями. В нулевом
приближении критическая температура конденса-
ции может быть представлена в виде

Tc ≈
4Eν

ln2
(√

π
Np

Nc

) . (6)

Следующая итерация дает поправку в аргументе ло-
гарифма:
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Рис. 1. Критическая температура бозе-конденсации экси-
тонов в зависимости от плотности. Сплошная кривая —
точный расчет по формуле (4), пунктир — асимптотиче-
ское выражение (6), штрихпунктир — формула (7). Штри-
ховая горизонтальная линия показывает температуру Tk

(15) при κ
−2Np = 0.3, w0τ0 = 107

Tc ≈
4Eν

ln2

(√
π

2
ln

(√
π
Np

Nc

)
Np

Nc

) . (7)

Логарифмический множитель в выражениях (6),
(7) считается большим, так что Tc � Eν , при этом
критическая температура логарифмически зависит
от концентрации экситонов. Это связано с экспо-
ненциально малой плотностью состояний при E →
→ 0. Отметим, что Tc в соотношении (6) значитель-
но выше, чем температура вырождения идеального
двумерного бозе-газа в отсутствие беспорядка, Td ∼
∼ Nc/m, при которой длина волны де Бройля ста-
новится сопоставимой с расстоянием между эксито-
нами. В этом несложно убедиться в модели ям, где
Eν = Np/m и

Tc
Td

∼ Np

Nc

1

ln2
(√

π
Np

Nc

) � 1, (8)

при условии, что Nc � Np. Такое неожиданное на
первый взгляд соотношение между температурой
вырождения и температурой конденсации являет-
ся следствием неупорядоченности экситонов. При
T ∼ Tc среднее расстояние между заполненными
ямами велико и перекрытие де-бройлевских волн
экситонов не существенно, однако внутри данной
ямы основное состояние занимает макроскопически
большое число экситонов. На рис. 1 показаны за-
висимость критической температуры, найденная из
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точного расчета по формуле (4), логарифмическая
асимптотика (6) и уточненная асимптотика (7).

Еще раз подчеркнем, что уравнение (4) и оцен-
ки (6), (7) относятся к ситуации термодинамическо-
го равновесия, когда мы пренебрегаем конечностью
времени жизни экситона. Учет конечного времени
жизни частицы накладывает ограничения на тем-
пературу конденсации, которые обсуждаются в сле-
дующем разделе.

4. РОЛЬ КОНЕЧНОГО ВРЕМЕНИ ЖИЗНИ
ЭКСИТОНОВ

В экспериментах по конденсации экситонов в
квантовых ямах электрон-дырочные пары, как пра-
вило, возбуждаются оптически в условиях нерезо-
нансного поглощения света. Затем экситоны релак-
сируют по энергии, испуская фононы. В области
низких энергий, где плотность состояний (1) экс-
поненциально мала, функция распределения экси-
тонов определяется конкуренцией прыжков между
ямами и аннигиляции экситона, обусловленной ре-
комбинацией образующих его электрона и дырки.
За счет конкуренции этих процессов функция рас-
пределения экситонов при малых энергиях может
существенно отличаться от равновесного распреде-
ления (3).

Для анализа эффектов конечного времени жиз-
ни экситонов и процессов их энергетической релак-
сации введем время жизни τ0 экситона, обусловлен-
ное процессами как излучательной, так и безызлуча-
тельной рекомбинации. Его зависимостью от энер-
гии экситона пренебрегаем, так как область энер-
гий, в которой распределены экситоны, достаточно
узкая. Представим вероятность в единицу времени
прыжка между ямами с энергиями E и E′, находя-
щимися на расстоянии r друг от друга, в виде [32–35]

w(E → E′, r) = w0 exp (−2κr)×

×

⎧⎨
⎩

1, E′ � E,

exp

(
E − E′

T

)
, E′ > E.

(9)

Здесь κ — обратная длина подбарьерного тунне-
лирования между ямами, w0 — параметр, опре-
деляемый конкретным видом волновых функций
локализованных экситонов и механизмом электрон-
фононного взаимодействия. Экспоненциальный
множитель exp [(E − E′)/T ] при E′ > E описывает
вклад прыжков вверх по энергии с поглощением
фононов.

Широкий разброс параметра w(E → E′, r) не
позволяет ввести единое время энергетической ре-
лаксации экситонов [32, 36]. Однако, благодаря та-
кому экспоненциальному разбросу, все ямы можно
разделить на две категории: те, которые экситон мо-
жет покинуть за время жизни, и те, время ухода из
которых больше, чем время τ0. Последние назовем
ловушками. Вероятность того, что яма с энергией E
является ловушкой, описывается выражением

Ptr(E) = exp [−K(E)], (10)

где показатель экспоненты

K =

∫
w(E→E′,r)τ0>1

dE′dr 2πrD(E′). (11)

Формулы (10) и (11) описывают вероятность того,
что в окрестности данной ямы нет таких ям, куда
экситон мог бы прыгнуть за время жизни. При E →
→ 0 вероятность того, что данная яма является ло-
вушкой, стремится к единице, Ptr(0) = 1.

Поскольку уход экситонов из ловушек осуществ-
ляется только благодаря рекомбинации, а темп при-
хода в ловушки G можно считать не зависящим от
энергии локализации, заселенность ловушек не за-
висит от энергии E, а функция распределения экси-
тонов по энергиям в ловушках имеет вид

ftr(E) = Gτ0Ptr(E). (12)

Это распределение существенно отличается от рав-
новесного распределения (3). Ловушки при этом
оказываются никак не связанными, а фазы экситон-
ных функций в них — произвольными.

Проанализируем случай T = 0, когда прыжков
экситонов в состояния с большими энергиями нет.
Тогда выражение (10) с учетом соотношения

K =

E∫
0

dE′D(E′)
∫

r<ln (w0τ0)/(2κ)

2πr dr

принимает особенно простой вид:

Ptr(E) = exp

[
−πNp

4κ2
ln2 (w0τ0) exp

(
−Eν

E

)]
. (13)

Если время жизни τ0 экситонов достаточно велико,
а прыжки достаточно эффективны, так что

πNp

4κ2
ln2 (w0τ0) � 1,
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Рис. 2. Диаграмма состояний экситонов в неупорядочен-
ной системе. Горизонтальные прямые показывают темпе-
ратуру конденсации при различных значениях N/Np, рас-
считанную по формуле (4); сплошная кривая — температу-
ру Tk в (15), рассчитанную при κ

−2Np = 0.3; затененные
области — параметры, при которых возможна конденсация

при заданной плотности N : Tk < T < Tc(N)

то функция Ptr(E) достаточно резко убывает при
увеличении энергии экситона. При этом можно ввес-
ти характерную критическую энергию Ec, когда ло-
вушки практически исчезают, т. е. показатель экспо-
ненты становится равным единице:

K(Ec) = 1. (14)

Эту энергию можно ассоциировать с краем «прыж-
ковой подвижности» экситонов. Если край прыж-
ковой подвижности экситонов попадает в тепловую
область Ec � T , то ограничения (12) на функцию
распределения экситонов, связанные с их конечным
временем жизни, несущественны и можно считать,
что конденсация экситонов возможна. Если темпе-
ратура достаточно мала, T � Ec, то функция рас-
пределения экситонов носит существенно неравно-
весный характер и говорить об их бозе-эйнштей-
новской конденсации в строгом смысле этого слова
нельзя. Таким образом, конденсация экситонов воз-
можна при температуре

T > Tk ≡ Ec =
Eν

ln

[
πNp

4κ2
ln2 (w0τ0)

] . (15)

Анализ показывает, что учет забросов вверх по энер-
гии приводит к появлению дополнительного лога-
рифмического множителя в знаменателе соотноше-
ния (15), однако корректная оценка, по-видимому,
требует учета еще и троек локализованных состоя-
ний (второе выше первого по энергии, а третье ниже

и первого, и второго, но дальше от первого, чем от
второго, поэтому прыжок возможен за время жиз-
ни только по пути 1 → 2 → 3). На качественном
уровне уменьшение критической температуры с уве-
личением концентрации Np ям связано с тем, что
чем больше ям, тем больше вероятность выброса из
ловушки, т. е. тем легче идет энергетическая релак-
сация экситонов. Диаграмма состояний экситонов в
неупорядоченной системе в осях логарифм времени
жизни – температура, рассчитанная с учетом огра-
ничения (15), представлена на рис. 2.

5. ЭФФЕКТЫ МЕЖЭКСИТОННОГО
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Приведенные выше оценки предполагают, что
взаимодействие между экситонами отсутствует.
Одночастичное описание можно использовать при
условии, что энергетический сдвиг уровня экситона
мал по сравнению с расстоянием между уровнями
в яме. В яме радиуса R при плотности эксито-
нов N сдвиг уровня за счет экситон-экситонного
взаимодействия можно оценить в приближении
однократного экситон-экситонного рассеяния как

δE ≡ ER − ER = T N, T =
2π

m

1

ln (E0/ER)
. (16)

Здесь ER = 1/mR2 — энергия размерного кванто-
вания в яме, ER — энергия с учетом межчастичного
взаимодействия, T — амплитуда экситон-экситонно-
го рассеяния. В двумерной системе на низких энер-
гиях величина T обладает логарифмической особен-
ностью [37]; в выражение (16) введена энергия обре-
зания E0 ∼ (1/ma2) exp(2πΓ/m), где Γ — затравоч-
ная константа взаимодействия, a — радиус потен-
циала межэкситонного взаимодействия. Для обмен-
ного взаимодействия между экситонами величина a
порядка боровского радиуса экситона, а E0 порядка
энергии связи экситона [38]. Соответственно, лога-
рифмический множитель считается большим:

ln
E0

ER
� 1,

m

2π
ln
E0

ER
� Γ−1.

Отметим, что при наличии диполь-дипольного взаи-
модействия, например, в двухъямных структурах,
экситоны могут упорядочиваться в кристалличес-
кую решетку [39].

С логарифмической точностью решение уравне-
ния (16) записывается в форме

ER =
2πN

m

1

ln (mE0/2πN)
. (17)
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Требование ER � ER соответствует ограничению

NR2 � 1

ln (mE0/2πN)
. (18)

С ростом концентрации экситонов условие (18) на-
рушается и распределение экситонов по случайно-
му потенциалу определяется конкуренцией флук-
туаций потенциала, которые локализуют экситоны,
и отталкиванием экситонов друг от друга, которое
приводит к эффективному распределению эксито-
нов по большей площади.

Таким образом, при малых концентрациях вол-
новые функции экситонов, когда они распределены
по практически независимым ямам и имеют «кон-
денсатный» характер, скоррелированы в пределах
каждой из ям. По мере увеличения концентрации
экситоны заполняют ямы и за счет межэкситонно-
го отталкивания экранируют случайный потенци-
ал. Нечто подобное имеет место в слабонеидеаль-
ном трехмерном бозе-газе с отталкивающими при-
месями [7]. Там уменьшение амплитуды волновой
функции конденсата, а следовательно, и концентра-
ции частиц возле отталкивающего центра, приво-
дит к возникновению эффективного притягивающе-
го потенциала, экранирующего положительный по-
тенциал примесного центра. Заметим, что именно
такое экранирование приводит к тому, что в при-
сутствии конденсата сечение рассеяния его элемен-
тарных возбуждений— фононов — носит рэлеевский
характер [7] (см. также ниже). В случае экраниру-
емых за счет экситон-экситонного отталкивания ям
характерный размер эффективного потенциала для
низких уровней возбуждения (критерий (18)), когда
экситонные «лужи» разъединены, составляет вели-
чину порядка суммы размера ямы и характерного
туннельного «хвоста» волновой функции экситона
в яме.

Если же ямы заполнены и «лишние» экситоны
заполняют все пространство, то картина становит-
ся близкой к такой, которая реализуется в ситуа-
ции, соответствующей системе без примесей. По су-
ществу, экситоны распределяются в пространстве с
такой концентрацией N(r), чтобы полностью экра-
нировать случайный потенциал V (r). А именно, их
химический потенциал

μ = T N(r) + V (r) (19)

не зависит от координаты [18, 40]. Строго говоря,
выполнение равенства (19) требует выполнения до-
полнительного условия

√
T Nm� 1

V

∣∣∣∣∂V∂r
∣∣∣∣ .

В этом случае для определения радиуса корре-
ляции можно воспользоваться гидродинамическим
подходом, описывая взаимодействующие экситоны
как идеальную жидкость [6,18]. Соответственно, ма-
лые флуктуации концентрации частиц, δn, и скоро-
сти v (в стационарной ситуации v ≡ 0, N ≡ N(r))
удовлетворяют системе уравнений [6, 18, 41]

∂δn

∂t
+∇ · (Nv) +

δn

τ0
= δg, (20a)

∂v

∂t
+

1

m
∇δp = 0, (20b)

где флуктуация давления δp = T δn, δg ≡ δg(r, t) —
флуктуации темпа генерации экситонов. В линеари-
зованном уравнении (20a) мы пренебрегли зависи-
мостью стационарной плотности от координат. Вли-
яние этой зависимости обсудим чуть позже.

Для анализа роли конечного времени жизни эк-
ситона в уравнении (20a) зависимостями средней
концентрации частиц N от координаты и ампли-
туды рассеяния T от энергии можно пренебречь.
Тогда, переходя к фурье-компонентам по коорди-
натам и времени для флуктуации скорости v ∝
∝ vk,ω exp (−iωt+ ik · r), получаем

− iω

(
−iω +

1

τ0

)
vk,ω +

T N
m

k(k · vk,ω) =

= − iT
m

kgk,ω. (21)

Здесь gk,ω — фурье-образ флуктуаций темпа ге-
нерации δg. Уравнение (21) можно представить
в несколько ином виде, поскольку для идеальной
жидкости v = m−1∇ϕ, где ϕ — фаза конденсата.
Соответственно, для флуктуации фазы получаем

−iω
(
−iω +

1

τ0

)
ϕk,ω +

T N
m

k2ϕk,ω = −T gk,ω. (22)

Спектр элементарных возбуждений — фононов — в
согласии с работами [42, 43] описывается соотноше-
нием

ω

(
ω +

i

τ0

)
=

T N
m

k2 (23)

и в области низких частот носит диффузионный ха-
рактер:

ω ≈ −iDk2, (24)

где эффективный коэффициент диффузии D =

= T Nτ0/m. При достаточно больших k частота при-
обретает вещественную часть sk, где

s =
√
T N/m (25)

— скорость звука.
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Заметим, что учет в этом подходе флуктуацион-
ного потенциала сводится лишь к замене N → N(r)

в формуле (20a), а связь между флуктуациями дав-
ления δp и концентрации δn в (20b) остается преж-
ней. Вместо уравнения (22) имеем

ω

(
ω +

i

τ0

)
ϕω +

μ

m
Δϕω −∇V (r)

m
∇ϕω = T gω. (26)

В выражении (26), в отличие от (22), выполнено
только фурье-преобразование по времени, а зави-
симость от пространственных координат сохране-
на. Последний член в левой части соотношения (26)
описывает рассеяние фононов. Наличие рассеяния
приводит к вкладам в затухание возбуждений бо-
лее высокой степени по волновому вектору, чем в
(24). Так, для объемного полупроводника затухание
γk ∝ k4 (закон Рэлея) [7], в двумерной системе γk ∝
∝ k3. Получим этот результат, для чего заметим,
что собственно-энергетическая часть для фонона в
борновском приближении принимает вид (ср. с ра-
ботой [7], где рассматривался трехмерный случай)

Σk(ω) =
1

m2

∑
k′

(k · k′)2|Vk−k′ |2

ω(ω + i/τ0)− s2k′2
, (27)

а затухание фонона связано с собственно-энергети-
ческой частью как

γk = − ImΣk(sk)/(2sk).

Здесь Vk — фурье-образ флуктуационного потен-
циала. Нам достаточно проанализировать Σk(ω) на
массовой поверхности при ωτ0 � 1, тогда суммиро-
вание по k′ можно провести по полюсам, а зависимо-
стью Vk можно пренебречь для не слишком больших
волновых векторов. В результате имеем

γk =
k3

16m2s3
Np|V0|2, (28)

где Np — концентрация рассеивателей (ям), V0 —
фурье-образ потенциала одного рассеивателя. В лю-
бом случае при k → 0 эффект от флуктуационно-
го потенциала параметрически мал по сравнению с
вкладом от конечности времени жизни, приведен-
ным в (24), поэтому в дальнейшем флуктуациями
потенциала пренебрегаем.

Введем матрицу плотности экситонов как [17,18]

	(r1, r2) = 〈ψ†(r1)ψ(r2)〉, (29)

где ψ(r) (ψ†(r)) — операторы уничтожения (рожде-
ния) экситонов. При наличии конденсата ее можно
выразить в виде

	(r1, r2) = N exp [−Φ(r1 − r2, 0)/2], (30)

где введена корреляционная функция фаз Φ(r, t) =

= 〈ϕ(r+ r′, t+ t′)ϕ(r′, t′)〉 (ср. с работой [44]):

Φ(r, t) = T 2g0τ
2
0 ×

×
∑
k

∫
dω

2π

e−i(ωt+ik·r)

[ω(ωτ+i)−Dk2][ω(ωτ−i)−Dk2] . (31)

При выводе выражения (31) мы учли, что корреля-
тор флуктуаций скорости генерации экситонов име-
ет следующий вид:

〈gk,ωgk′,ω′〉 = g0δk,−k′δ(ω + ω′), (32)

g0 — темп генерации экситонов, причем стационар-
ная концентрация экситонов N = g0τ0. Нас инте-
ресуют низкие частоты и большие расстояния (т. е.
малые k), тогда членами, пропорциональными ω2, в
каждом из сомножителей в знаменателе можно пре-
небречь и корреляционная функция фаз приобрета-
ет вид

Φ(r, t) =
T 2g0τ

2
0

D

∑
k

exp(−Dk2t+ ik · r)
2k2

. (33)

Если учесть выражение для коэффициента диффу-
зии D = T Nτ0/m и равенство N = g0τ0, то коэф-
фициент перед суммой в (33) оказывается равным
просто Tm.

В трехмерном случае интегрирование в (33)
можно выполнить точно:

Φ(3D)(r, t) =
Tm
8πr

erf

(
r

2
√
Dt

)
. (34)

При больших r для коррелятора фаз имеем
Φ(3D)(r, t) ∝ 1/r, и матрица плотности (30) не
обращается в нуль при r → ∞. Таким образом, в
трехмерных системах флуктуации накачки (так
же, как и тепловые флуктуации) не разрушают
конденсата при наличии взаимодействия и при
конечном времени жизни экситонов.

Нас интересует, однако, двумерный случай.
Здесь сумма по k расходится на малых k. Чтобы
избежать этой особенности, введем разность

Φ̃(r, t) = Φ(r, t)− Φ(0, t), (35)

исключив тем самым вклад флуктуаций фазы в пе-
ренормировку плотности конденсата N [18]. Из (35)
следует, что1)

Φ̃(r, t) =
Tm
2π

∫
dkk

exp(−Dk2t)[J0(kr) − 1]

2k2
, (36)

1) Отметим, что в трехмерном случае амплитуда рассеяния
имеет размерность обратной массы, умноженной на длину, в
то время как в двумерном случае — просто обратной массы.
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где J0(kr) — функция Бесселя. Отметим, что при
t = 0 интеграл (36) расходится на верхнем пределе,
но его следует обрезать на волновых векторах k ∼
∼ ms, где дисперсия возбуждений уже не связана
со взаимодействием в системе. С логарифмической
точностью

Φ̃(r, t) = −Tm
8π

(
4γ + ln

Dt

r2

)
, (37)

где γ — постоянная Эйлера. В двумерной систе-
ме (37) корреляционная функция ведет себя как
ln (Dt/r), поэтому матрица плотности (30) конденса-
та на больших расстояниях убывает по степенному
закону. Подчеркнем, что показатель степени опреде-
ляется лишь произведением амплитуды экситон-эк-
ситонного рассеяния и эффективной массы эксито-
на, Tm, и не зависит от условий накачки.

Сравнение формулы (31) и соответствующих вы-
ражений в работах [18, 19, 44] показывает, что фор-
мула (31) применима и в равновесной ситуации с
заменой множителя T 2g0τ

2
0 на величину, пропорци-

ональную kBT . Таким образом, в двумерной систе-
ме флуктуации накачки, наряду с эффектами ко-
нечной температуры, разрушают дальний порядок
в конденсате экситонов.

6. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЗМУЩЕНИЙ В
КОНДЕНСАТЕ

Одним из проявлений бозе-конденсации эксито-
нов и сверхтекучести конденсата должен быть их
недиффузионный перенос от области возбуждения.
Для того чтобы продемонстрировать, как влияет ко-
нечное время жизни экситонов на их транспорт, мы
представим решение задачи о распространении ма-
лой локальной вариации концентрации экситонов,
возникшей в результате малой локальной вариации
возбуждения. Малость вариации концентрации по
сравнению с ее стационарным значением позволяет
ограничиться линеаризованными уравнениями, ко-
торые, несмотря на простоту, позволяют увидеть ос-
новные особенности процесса переноса.

Итак, мы воспользуемся уравнениями (20),
из которых вытекает соотношение, связывающее
фурье-компоненты вариации плотности экситонов,
δnk,ω, с фурье-компонентами вариации генерации,
δgk,ω[

−iω
(
−iω +

1

τ0

)
+ s2k2

]
δnk,ω = −iωδgk,ω. (38)

Таким образом,

δn(r, t) =

∫
dω

2π

∑
k

−iωδgk,ω

−iω
(
−iω +

1

τ0

)
+ s2k2

×

× e−i(ωt+k·r). (39)

Естественно рассмотреть реакцию системы на δ-им-
пульс по времени, когда δgk,ω не зависит от часто-
ты. Взятие интеграла по частоте ω нужно провести
таким образом, чтобы не нарушалась причинность.
Контур интегрирования можно выбрать так, чтобы
он состоял из действительной оси частот и полу-
окружности стремящегося к бесконечности радиуса,
лежащей в нижней полуплоскости. Видно, что оба
полюса лежат в нижней полуплоскости, поэтому

δn(r, t) = exp

(
− t

2τ0

)∑
k

δgke
ik·r ×

×
[
cos (Ωkt)−

sin (Ωkt)

2τ0Ωk

]
, (40)

где Ωk =
√
s2k2 − (2τ0)−2. При k > k0, где k0 =

= (2sτ0)
−1, частота Ω вещественна, что соответству-

ет волновому распространению возмущений со ско-
ростью конденсатного звука. При k < k0 веществен-
ная часть частоты, как отмечалось в разд. 5, обра-
щается в нуль, а мнимая часть оказывается пропор-
циональнойDk2 (ср. с (24)). Вклад в выражение (40)
от малых k описывает диффузионное распростране-
ние возмущений. Групповая скорость возмущения

vgr,k =
s2k

Ωk
(41)

стремится к s при больших k, а при k = k0 обра-
щается в бесконечность из-за перехода к диффузи-
онному распространению возмущений с малыми k.
Подчеркнем, что дисперсия Ω ≡ Ωk не имеет суще-
ственных особенностей при конечных k, поэтому по-
ведение волновых пакетов в такой системе регуляр-
но, несмотря на особенность в групповой скорости
при k = k0.

Вначале рассмотрим однородное возмущение
вдоль оси y (оси x и y выбраны произвольно в
плоскости структуры, возможную анизотропию
системы не учитываем), так что

δgk,ω = δg0 exp (−|kx|x0)δky ,0. (42)

Параметр x0 в (42) определяет ширину импульса в
реальном пространстве. Тогда флуктуация концен-
трации зависит лишь от координаты x в виде
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δn(x, t) = δg0 exp

(
− t

2τ0

) ∞∫
−∞

dkx
2π

×

× exp(ikxx) exp(−|kx|x0)×

×
[
cos (Ωkt)−

sin (Ωkt)

2τ0Ωk

]
. (43)

При kx → ∞ первый член в квадратных скобках
значительно превосходит второе слагаемое, а подын-
тегральное выражение осциллирует в зависимости
от kx, убывая по абсолютной величине лишь при
|kx| � 1/x0. Таким образом, область интегрирования
по kx можно разбить на две: 1) область относитель-
но малых |kx| � k0, где частота Ωk чисто мнимая, и
2) область относительно больших |kx| > k0. Здесь и
далее считаем, что k0x0 � 1. В реальном простран-
стве область интегрирования 1) дает широкий и от-
носительно малый диффузионный фон δñ(x, t), ко-
торый медленно расплывается и исчезает, а область
2) дает вклад

δn(x, t) = δg0 exp

(
− t

2τ0

)
×

× Δx0(x − st) + Δx0(x+ st)

2
. (44)

Здесь

Δx0(x) =
1

π

x0
x2 + x20

— функция Лоренца, описывающая начальное рас-
пределение локальной вариации плотности. Из фор-
мулы (44) следует, что импульсы возмущения рас-
пространяются практически без искажения от нача-
ла координат к x→ ±∞ со скоростью звука. Отме-
тим, что при x0 → 0 функция Лоренца переходит в
δ-функцию. Для фонового вклада при t� sτ20 /D ∼
∼ τ0, |x| � s

√
τ0t можно получить оценку

δñ(x, t) = δg exp

(
− t

2τ0

) k0∫
−k0

dkx
2π

exp(ikxx)×

×
[
exp(−Dk2xt)− cos (skxt)

]
≈ 1

2π
exp

(
− t

2τ0

)
×

×
(√

π

Dt
−sin [k0(x−st)]

x− st
−sin [k0(x+ st)]

x+ st

)
. (45)

Отметим, что диффузионные эффекты проявляют-
ся лишь на временах t � τ0, когда начальное воз-
мущение концентрации практически исчезло за счет
конечного времени жизни экситонов.

Для аксиально-симметричного возмущения

δgk = δg0 exp (−kr0)

t = 2t = 0
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Рис. 3. Эволюция профиля возмущения концентрации эк-
ситонов при распространении в двумерной системе. В ис-
пользуемой системе единиц s = 1, τ0 = 10, k0 = 10. Мо-
менты времени, соответствующие рассчитанным по фор-
муле (46) профилям, указаны у кривых. На вставке пока-
заны профили при t = 2, рассчитанные по формуле (46)
(точки) и по аналитическому выражению (47) (сплошная

кривая)

с параметром r0, контролирующим ширину возму-
щений в реальном пространстве, выражение (40)
принимает вид

δn(r, t) = δg exp

(
− t

2τ0

)∫
dk k

2π
J0(kr)×

× exp(−kr0)
[
cos (Ωkt)−

sin (Ωkt)

2τ0Ωk

]
. (46)

Основной вклад в выражение (46) вносят большие
k � k0. Пренебрегая малым диффузионным фоном
при интегрировании в (46), заменяем Ωk на sk и по-
лучаем

δn(r, t) =
δg0
2π

exp

(
− t

2τ0

)
×

× Re

{
r0 − ist

[r2 + (r0 − ist)2]3/2

}
. (47)

На рис. 3 представлены профили возмущения
концентрации в разные моменты времени при рас-
пространении в двумерной системе, рассчитанные
по общему выражению (46). На вставке для сравне-
ния приведены профили в один и тот же момент вре-
мени, рассчитанные по формуле (46) и по упрощен-
ной аналитической формуле (47). Отметим, что про-
филь возмущения при распространении становит-
ся знакопеременным: при фиксированном t функ-
ция δn(r, t) меняет знак при r ≈ st. Такое поведение
характерно для цилиндрических звуковых волн, ко-
торые всегда содержат как области сжатия, так и
области разряжения [45].

11 ЖЭТФ, вып. 6
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7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение перечислим основные результаты
работы. Во-первых, наличие случайного потенциала
с ограниченным снизу спектром приводит к конден-
сации невзаимодействующих экситонов в двумерной
системе в отличие от «чистой» двумерной системы.
Во-вторых, конечное время жизни экситонов накла-
дывает ограничение снизу на температуру фазового
перехода из-за конкуренции процессов рекомбина-
ции и релаксации экситонов в нижние по энергии
состояния. В-третьих, в системе без взаимодействия
экситоны распределены по практически независи-
мым ямам, и их корреляции распространяются на
расстояние порядка размера ямы.

Отталкивание между экситонами приводит к их
выталкиванию из ям и экранированию флуктуаци-
онного потенциала. Такая ситуация подобна слабо-
неидеальному бозе-газу в чистой двумерной систе-
ме. Конечное время жизни экситонов и простран-
ственные и временные флуктуации потока накачки
приводят к степенному убыванию корреляционной
функции с расстоянием.

Проведенный анализ процесса распространения
импульса малого возмущения плотности конденса-
та показывает, что импульс перемещается от места
его возбуждения со скоростью конденсатного звука.
При этом диффузионный процесс становится суще-
ственным только тогда, когда амплитуда импуль-
са уже сильно подавлена за счет излучательной и
безызлучательной рекомбинаций экситонов. Заме-
тим в заключение, что представленный анализ спра-
ведлив для любых бозонов, имеющих конечное вре-
мя жизни.
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M. H. Szymanska, R. André, J. L. Staehli, V. Savona,
P. B. Littlewood, B. Deveaud, and Le Si Dang,
Nature 443, 409 (2006).

16. V. V. Belykh, N. N. Sibeldin, V. D. Kulakovskii,
M. M. Glazov, M. A. Semina, C. Schneider, S. Höf-
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