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Исследуются нейтрино-электронные процессы в среде с внешним магнитным полем произвольной на-
пряженности. С использованием техники, основанной на использовании матрицы плотности частицы,
распространяющейся во внешнем магнитном поле, для данных реакций получены инвариантные квад-
раты S-матричных элементов, справедливые в произвольной системе отсчета, движущейся вдоль линий
напряженности магнитного поля. Полученные вероятности переходов можно легко обобщить на процес-
сы взаимодействия нейтрино с другими заряженными лептонами и протонами. На примерах скоростей
нейтрино-электронных реакций, а также энергии и импульса, передаваемых в них от среды к нейтри-
но, проведено интегрирование вероятностей процессов по поперечным импульсам заряженных частиц.
Полученные выражения представлены в унифицированной для всех нейтрино-электронных процессов
форме.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Изучение взаимодействия нейтрино с веществом
имеет долгую и богатую историю. Слабая интенсив-
ность данного взаимодействия и малая масса ней-
трино приводят к существенным трудностям в экс-
периментальных исследованиях этих частиц, однако
эта же особенность позволяет нейтрино практически
свободно проходить через подавляющее большин-
ство известных нам астрофизических объектов [1].
Исключение составляют лишь центральные области
сверхновых, которые остаются непрозрачными да-
же для таких слабовзаимодействующих частиц как
нейтрино [2]. Таким образом, их взаимодействие со
средой становится существенным лишь при боль-
ших плотностях и температурах, которые недоступ-
ны в наземных экспериментах, но реализуются в
астрофизических объектах. Как только этот факт
был осознан, астрофизические приложения реакций
с участием нейтрино стали предметом детального
теоретического изучения. Подробный обзор перво-
источников по данной тематике может быть найден,
например, в работе [3].
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В контексте астрофизических приложений взаи-
модействие нейтрино с веществом обычно разделя-
ют на процессы с участием ядер, свободных нукло-
нов, электронов, а также позитронов в случае до-
статочно большой температуры среды. Среди обу-
словленных электронами и позитронами реакций,
называемых обычно нейтрино-электронными, наи-
более важной считается аннигиляция электрон-по-
зитронной пары в пару нейтрино. Однако в случае
плотной и горячей среды существенным становит-
ся также процесс рассеяния нейтрино на электронах
и позитронах. Предполагая, что для процессов рас-
сеяния прямая и обратная реакции совпадают, для
каждого аромата нейтрино можно выделить следу-
ющие шесть нейтрино-электронных процессов (см.,
например, [4]):

νi(k) + e−(p,n) → νi(k′) + e−(p′,n′), (1)

ν̄i(k′) + e−(p,n) → ν̄i(k) + e−(p′,n′), (2)

νi(k) + e+(p′,n′) → νi(k′) + e+(p,n), (3)

ν̄i(k′) + e+(p′,n′) → ν̄i(k) + e+(p,n), (4)

e−(p,n) + e+(p′,n′) � νi(k′) + ν̄i(k), (5)

где e− и e+ — электрон и позитрон, νi(ν̄i) =

= νe(ν̄e), νμ(ν̄μ), ντ (ν̄τ ) — электронное, мюонное и
тауонное нейтрино (антинейтрино), в скобках для
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всех частиц указаны их квантовые числа, использу-
емые в дальнейшем.

Отличительной особенностью большинства аст-
рофизических объектов является наличие в них
сильных, по сравнению с земным, магнитных по-
лей [5]. Существование таких полей приводит не
только к модификации протекающих в них нейтрин-
ных процессов (1)–(5), идущих без магнитного поля,
но и открывает новые каналы реакций [6, 7]:

νi(k)
B

� νi(k′) + e−(p′,n′) + e+(p,n), (6)

ν̄i(k′)
B
� ν̄i(k) + e−(p′,n′) + e+(p,n), (7)

e−(p,n)
B

� νi(k′) + ν̄i(k) + e−(p′,n′), (8)

e+(p′,n′)

B

� νi(k′) + ν̄i(k) + e+(p,n), (9)

которые запрещены кинематически в отсутствие
магнитного поля. Здесь индекс B над стрелками,
указывающими направление реакций, обозначает,
что они протекают лишь в присутствии внешне-
го магнитного поля. Таким образом, отличительной
особенностью взаимодействия нейтрино с замагни-
ченной средой является прежде всего существенное
увеличение количества возможных нейтрино-элект-
ронных процессов. Отметим, что здесь не рассмат-
риваются процессы с изменением аромата нейтри-
но, которые возможны как результат смешивания
в нейтринном секторе Стандартной модели [8]. Это
связано с тем, что они существенно подавлены, так
как передаваемая в реакциях энергия намного пре-
вышают массу нейтрино (см., например, [9]). Также
отметим, что здесь не приведены процессы с участи-
ем мюонов и тауонов, однако полученные в статье
результаты достаточно легко могут быть обобщены
и на реакции с их участием, что будет обсуждаться
ниже.

Исследование влияния магнитного поля на нейт-
рино-электронные процессы в рамках квантовой
теории поля началось с изучения нейтринного син-
хротронного излучения электрона (8) и не было
связано с его астрофизическими приложениями [6].
Позже данный процесс был рассмотрен в прило-
жении к остыванию белых карликов и нейтронных
звезд [10]. Дальнейшие исследования синхротрон-
ного излучения и аналогичной реакции с участи-
ем позитрона (9) проводились на протяжении дол-
гого времени разными авторами [11–31]. Кинема-
тически запрещенный в отсутствие внешнего маг-
нитного поля процесс рождения электрона и пози-
трона одиночным нейтрино (6) впервые был рас-
смотрен несколько позже синхротронного излуче-

ния в работе [7]. Его исследование совместно с
аналогичной реакцией для антинейтрино (7) так-
же имеет долгую и обширную историю [9,29,32–41].
Изучение влияния магнитного поля на остальные
нейтрино-электронные процессы началось с анниги-
ляции электрон-позитронной пары в пару нейтри-
но (5) и впервые было изложено в работе [42]. Позд-
нее данная и обратная к ней реакции в присут-
ствии магнитного поля рассматривались в статьях
[15, 22, 25, 29, 30, 41, 43–45]. Исследование процессов
рассеяния нейтрино и антинейтрино на электронах
в магнитном поле впервые было проведено в рабо-
те [46] и получило продолжение в [29, 34–36, 47–55],
где были представлены результаты изучения моди-
фикаций реакций рассеяния (1)–(4) внешним маг-
нитным полем. Следует также отметить достаточ-
но подробный обзор [56], посвященный нейтрин-
ным процессам в приложении к астрофизическим
объектам, включая реакции, индуцированные внеш-
ним магнитным полем. Столь богатая и длинная
история изучения нейтрино-электронных процессов
в магнитном поле привела к существенному про-
грессу в данном направлении исследований. Во-пер-
вых, были развиты различные техники вычисления
нейтрино-электронных процессов в среде с внешним
магнитным полем. Во-вторых, были детально иссле-
дованы все предельные случаи, для которых, как
правило, получены достаточно простые аналитичес-
кие результаты. Однако основной прогресс в при-
ложении к конкретным астрофизическим объектам
был связан, преимущественно, с достаточно слож-
ными численными расчетами.

При исследовании нейтрино-электронных про-
цессов в приведенных выше работах применялись
не только различные техники вычислений, но и
промежуточные расчеты проводились, как правило,
с использованием приближений, характерных для
конкретных астрофизических объектов. Это способ-
ствовало прогрессу в изучении роли нейтринных
процессов в условиях, присущих рассматриваемо-
му объекту, однако делало затруднительным пере-
нос результатов таких исследований в другие аст-
рофизические условия. Кроме того, практически во
всех приведенных работах исследовались лишь от-
дельные нейтрино-электронные реакции, а не вся их
совокупность (1)–(9) в целом. Это, ввиду разнооб-
разия используемых техник и упрощающих предпо-
ложений, делало, в свою очередь, затруднительным
как сравнительный анализ отдельных нейтринных
реакций, так и их совместное влияние на динами-
ку конкретных астрофизических объектов. Необхо-
димо также отметить, что большая часть расчетов
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нейтринных процессов проводилась в специальной
системе отсчета, в которой среда покоится. Однако
современные гидродинамические моделирования та-
ких объектов, как сверхновые и аккреционные дис-
ки, показывают, что в их динамике существенную
роль могут играть эффекты общей теории отно-
сительности (см., например, [57, 58]). Следователь-
но, для включения в релятивистское моделирование
данных объектов процессов взаимодействия нейтри-
но со средой физические величины, характеризую-
щие эти процессы, должны быть представлены в яв-
но ковариантной форме.

Приведенные выше аргументы послужили при-
чиной независимого расчета всей совокупности воз-
можных в присутствии магнитного поля нейтрино-
электронных реакций (1)–(9). В разд. 1 на осно-
ве техники, базирующейся на использовании мат-
риц плотности частиц, проводится расчет квадра-
тов S-матричных элементов исследуемых процес-
сов. Обсуждается лоренцевская инвариантность по-
лученных выражений, а также возможность обоб-
щения результатов на процессы с участием других
заряженных лептонов — мюона и тауона, а также
протонов. В разд. 2 на основе общего подхода к
описанию излучения через кинетическое уравнение
Больцмана проведено интегрирование полученных
вероятностей переходов в нейтрино-электронных
процессах по поперечным импульсам заряженных
частиц, появившихся как результат использованной
техники вычислений. Показано, что такое интегри-
рование не приводит к потере исходной кроссинг-ин-
вариантности S-матричных элементов исследуемых
процессов. Проводится сравнение полученных в ра-
боте результатов с известными в литературе.

Далее в работе используется система единиц, в
которой c = � = kB = 1, где c — скорость света, � —
постоянная Планка, и kB — постоянная Больцмана.

2. ВЕРОЯТНОСТИ ПЕРЕХОДОВ В
НЕЙТРИНО-ЭЛЕКТРОННЫХ ПРОЦЕССАХ

Взаимодействие нейтрино с заряженным лепто-
ном в локальном пределе, когда квадрат передан-
ного нейтринной паре 4-импульса Q2 много меньше
квадрата массы W -бозона (|Q2| � m2

W ), задается
эффективным ток-токовым лагранжианом (см., на-
пример, [4]):

Leff (x) = − G̃F√
2

[
ψ
(�)
(x)γμ (1 + gγ5)ψ

(�)(x)
]
×

×
[
ψ
(ν)

(x)γμ (1 + γ5)ψ
(ν)(x)

]
, (10)

где ψ(�)(x) и ψ(ν)(x) — квантованные поля лептона и
нейтрино, xμ = (t, x1, x2, x3), γ5 = −iγ0γ1γ2γ3. В (10)
также использованы обозначения G̃F = GF cV и g =
= cA/cV , где GF — константа Ферми, cV = ±1/2 +

+ 2 sin2 θW и cA = ±1/2 — векторная и аксиаль-
ная константы заряженного лептонного тока, θW —
угол Вайнберга. В cV и cA верхние знаки плюс соот-
ветствуют электронному нейтрино νe, для которого
имеются вклады, обусловленные обменом как ней-
тральным Z-, так и заряженнымW -бозоном, а ниж-
ние знаки минус относятся к νμ и ντ , для которых
возможен обмен только Z-бозоном [4]. Далее будем
предполагать, что вектор напряженности магнитно-
го поля B направлен вдоль оси z и не меняется с те-
чением времени, а векторный потенциал этого поля
выбран в калибровке Ландау в виде A = (0, xB, 0).
Решением уравнения Дирака для заряженного леп-
тона в таком поле будет биспинор ψ(�)

n,p2,p3,s(x), опре-
деляемый следующим набором квантовых чисел: но-
мером уровня Ландау n, поляризацией s, продоль-
ной компонентой импульса p3 и координатой макси-
мума распределения x0 на оси x, где x0 = p2/(eB).

Квадраты S-матричных элементов нейтри-
но-электронных процессов могут быть представле-
ны в следующем виде:

|Sif |2 =
G̃2

F

2

∫
d4x d4x′ ×

× Sp
[
ψ
(ν)
k′ (x′)ψ

(ν)

k′ (x)Oμ ψ
(ν)
k (x)ψ

(ν)

k (x′)Oν

]
×

× Sp
[
ψ
(�)
n′,p′

2,p
′
3,s

′(x
′)ψ

(�)

n′,p′
2,p

′
3,s

′(x) ×

× Õμ ψ(�)
n,p2,p3,s(x)ψ

(�)

n,p2,p3,s(x
′) Õν

]
, (11)

где Oμ = γμ (1 + γ5), Õμ = γμ (1 + gγ5), и интегри-
рование ведется по четырехмерному нормировочно-
му объему Ω = T V = T LxLyLz. Для определен-
ности, рассмотрим процесс рассеяния нейтрино на
электроне (1). Для этой реакции квантовые числа
kμ = (ω, k1, k2, k3), k′μ = (ω′, k′1, k′2, k′3) соответству-
ют 4-импульсам начального и конечного нейтрино,
и, аналогично, начальный и конечный электроны
различаются отсутствием или наличием штриха у
их набора квантовых чисел.

Приведенное выражение (11) для квадрата
S-матричного элемента содержит произведения
волновых функций вида ψ(x)ψ(x′). Для безмассово-
го нейтрино левой спиральности это произведение
может быть записано как
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ψ
(ν)
k (x) ψ

(ν)

k (x′) =
e−ik(x−x′)

2ωV
ρ(ν)(k),

ρ(ν)(k) =
k̂

2
(1− γ5) ,

(12)

где ρ(ν)(k) — матрица плотности нейтрино и k̂ =

= kμγμ. Для электронов соответствующее произве-
дение зависит от выбора оператора спина. В частно-
сти, этот оператор можно выбрать как Σ̂3 = iγ1γ2.
В этом случае просуммированное по поляризациям
произведение волновых функций фермионов с элек-
трическим зарядом �e (� = ±1, e > 0 — модуль заря-
да) и массой m может быть записано в следующем
интегральном представлении [59]:∑

s=±1

ψ(�)
n,p2,p3,s(x) ψ

(�)

n,p2,p3,s(x
′) =

=
ei� Φ(x,x′)

2 εnLyLz

∞∫
−∞

e−ip (x−x′) ρ(�)n (p)
dp1
2π

,

ρ(�)n (p) = (−1)n 2 e−u/2
{(
p̂ ‖ +m

)
×

×
[
Π� Ln(u)−Π−� Ln−1(u)

]
+ 2 p̂⊥ L1

n−1(u)
}
,

(13)

где

u =
2(p21+p

2
2)

eB
, p̂ ‖ = εnγ0−p3γ3, p̂⊥ = p1γ1+p2γ2;

Π� =
(
1 + i�γ1γ2

)
/2 =

(
1 + �Σ̂3

)
/2 — проекцион-

ный оператор, Lk
n(u) — обобщенные полиномы Ла-

герра [60], причем L0
n(u) ≡ Ln(u). Отметим, что в

данном подходе знак заряда как для положитель-
но частотного решения (например, электрон), так и
для отрицательно частотного (например, позитрон)
один и тот же и равен знаку заряда частицы. Ис-
пользование такого представления удобно тем, что
зависимость от координат xμ и x′μ удалось собрать
в форме двух экспоненциальных множителей. Пер-
вый из них, exp{−ip (x − x′)}, совпадает с вакуум-
ным, а второй, exp{i�Φ(x, x′)}, содержит фазу

Φ(x, x′) =
eB

2
(x1 + x′1) (x2 − x′2) , (14)

антисимметричную относительно перестановки ар-
гументов: Φ(x′, x) = −Φ(x, x′). Наличие свойства ан-
тисимметрии у фазы приводит к сокращению соот-
ветствующих множителей в выражении для квад-
рата S-матричного элемента любого процесса. От-
метим, что в четырехмерном импульсе заряженного
фермиона pμ = (εn, p1, p2, p3) в формуле (13) энер-
гия определяется только третьей компонентой, εn =

= (p23 + m2 + 2eBn)−1/2, а появление двух других

компонент импульса p1 и p2, которые в дальней-
шем будем называть поперечными, отражает осо-
бенности представления пропагатора электрона в
постоянном однородном магнитном поле. Функцию
ρ
(�)
n (p) в (13) можно интерпретировать как матрицу

плотности заряженного фермиона, распространяю-
щегося во внешнем магнитном поле. Отметим, что
впервые данное выражение было получено в рабо-
те [61] для электрона (� = −1). Аналогичное выра-
жение было получено в работе [31], где рассматри-
вался тензорный оператор спина μ̂3 [62, 63], отлич-
ный от Σ̂3, используемого в данной работе.

После подстановки произведений волновых
функций (12) и (13) в (11), квадрат S-матричного
элемента рассеяния нейтрино на заряженном
фермионе примет следующий вид:∑

s,s′=±1

|Sif |2 =
G̃2

F

128 π2

∞∫
−∞

dp1dp
′
1

∫
d4x d4x′ ×

× exp{−i(p+ k − p′ − k′)(x− x′)}
εnω ε′n′ω′ L2

yL
2
zV

2
×

× Sp
[
ρ
(�)
n′(p

′)Õμρ(�)n (p)Õ
ν
]
×

× Sp
[
ρ(ν)(k′)Oμρ

(ν)(k)Oν

]
. (15)

Как отмечалось выше, в этом выражении от-
сутствуют множители с фазой (14), поскольку
exp{i�Φ(x, x′)} exp{i�Φ(x′, x)} = 1. Интегриро-
вание в (15) по x и x′ тривиально и приводит к
следующему результату:∑

s,s′=±1

|Sif |2 = (−1)n+n′
G̃2

F T ×

×
∞∫

−∞

δ(4)(p+ k − p′ − k′)
εnω ε′n′ω′ L2

yL
2
zV

×

× e−(u+u′)/2 [Lμν Nμν ] dp1dp
′
1. (16)

Здесь
δ(4) (P) = δ (P0) δ (P1) δ (P2) δ (P3)

— произведение четырех δ-функций Дирака,

u =
2(p21 + p22)

eB
, u′ =

2(p′21 + p′22)
eB

— безразмерные квадраты поперечных импульсов
начального и конечного заряженных фермионов.
Используя антикоммутационные свойства γ-мат-
риц, γμγ5 = −γ5γμ, а также коммутативность γ5 с
проекционным оператором, Π�γ5 = γ5Π�, введенные
в выражении (16) тензоры Lμν и Nμν , соответству-
ющие сверткам токов заряженных лептонов и нейт-
рино, могут быть представлены в виде
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Lμν = Sp
[{
p̂′‖
[
Π� Ln′(u′)−Π−� Ln′−1(u

′)
]
+

+ 2p̂′⊥ L
1
n′−1(u

′)
}
γμ

{
p̂ ‖
[
Π� Ln(u)−Π−�Ln−1(u)

]
+

+ 2 p̂⊥ L1
n−1(u)

}
γν

(
1 + g2 + 2gγ5

)]
+

+m2(1− g2) Sp
[{

Π� Ln′(u′)−Π−� Ln′−1(u
′)
}
×

× γμ

{
Π� Ln(u)−Π−� Ln−1(u)

}
γν

]
, (17)

Nμν = Sp
[
k̂′ γμ k̂ γν (1 + γ5)

]
. (18)

Вычисление тензора Nμν стандартно [4,64] и приво-
дит к следующему результату:

Nμν = 4
[
kμk

′
ν+k

′
μkν−(kk′) gμν+iεμνρρ′ kρk

′
ρ′
]
, (19)

где gμν и εμνρσ— метрический тензор и полностью
антисимметричный тензор Леви –Чивита в про-
странстве Минковского. Особенности техники вы-
числений более громоздкого тензора Lμν представ-
лены ниже.

Наличие в тензоре Lμν проекционных операто-
ров Π±� позволяет разбить его на составляющие
отдельно в продольном и поперечном подпростран-
ствах, если воспользоваться следующими свойства-
ми этого оператора [65]:

Π�Π� = Π�, Π�Π−� = 0, Π�γμ = γμΠ� (μ = 0, 3),

Π�γμ = γμΠ−� (μ = 1, 2).

Таким образом, если встречается конструкция ви-
да Π�γμΠ�, то эффективно от γ-матрицы остает-
ся только ее продольная составляющая γμ‖ = γμ,
у которой отличны от нуля матрицы с μ = 0, 3,
а в случае конструкции Π−�γμΠ� — ее поперечная
часть γμ⊥ = γμ, в которой ненулевыми будут матри-
цы с μ = 1, 2. Данные свойства позволяют предста-
вить Lμν в виде

Lμν = Sp
[{
p̂′‖γ‖μ p̂ ‖γ‖ν

[
Π� Ln(u)Ln′(u′) +

+ Π−� Ln−1(u)Ln′−1(u
′)
]
− p̂′‖γ⊥μ p̂ ‖γ⊥ν ×

×
[
Π� Ln−1(u)Ln′(u′) + Π−� Ln(u)Ln′−1(u

′)
]
−

− 2p̂′⊥γ⊥μ p̂ ‖γ‖ν
[
Π� Ln(u)−Π−� Ln−1(u)

]
L1
n′−1(u

′) +

+ 2p̂′⊥γ‖μ p̂ ‖γ⊥ν

[
Π� Ln−1(u)−Π−� Ln(u)

]
L1
n′−1(u

′) −

− 2
(
p̂′‖γ⊥μ p̂⊥γ‖ν + p̂′‖γ‖μ p̂⊥γ⊥ν

)
×

×
[
Π� Ln′(u′)−Π−� Ln′−1(u

′)
]
L1
n−1(u)+

+4
(
p̂′⊥γ‖μ p̂⊥γ‖ν+p̂′⊥γ⊥μ p̂⊥γ⊥ν

)
L1
n−1(u)L

1
n′−1(u

′)
}
×

×
(
1 + g2 + 2gγ5

)]
+m2 (1− g2)×

× Sp
[
γ‖μγ‖ν

{
Π� Ln (u)Ln′ (u′) +

+ Π−� Ln−1 (u)Ln′−1 (u
′)
}
−

− γ⊥μγ⊥ν

{
Π� Ln−1 (u)Ln′ (u′) +

+ Π−�Ln (u)Ln′−1 (u
′)
}]
, (20)

где учтено, что шпуры, содержащие нечетное число
либо продольных, либо поперечных γ-матриц, рав-
ны нулю. Приведем основные соотношения [59], ко-
торые позволяют вычислять шпуры в продольном и
поперечном подпространствах для двух γ-матриц

Sp
[
γ‖δ1γ‖δ2

(
a+ bγ5

)(
Π�L1 −Π−�L2

)]
=

= 2a Λ̃δ1δ2 L− + 2�b ϕ̃δ1δ2 L+,

Sp
[
γ⊥δ1γ⊥δ2

(
a+ bγ5

)(
Π�L1 −Π−�L2

)]
=

= −2aΛδ1δ2 L− + 2i�a ϕδ1δ2 L+

(21)

и четырех γ-матриц

Sp
[
γ‖δ1γ‖δ2γ‖δ3γ‖δ4

(
a+ bγ5

)
×

×
(
Π�L1 −Π−�L2

)]
=

= 2a
[
Λ̃δ1δ2 Λ̃δ3δ4 + ϕ̃δ1δ2ϕ̃δ3δ4

]
L− +

+ 2�b
[
Λ̃δ1δ2 ϕ̃δ3δ4 + ϕ̃δ1δ2 Λ̃δ3δ4

]
L+,

Sp
[
γ‖δ1γ‖δ2γ⊥δ3γ⊥δ4

(
a+ bγ5

)
×

×
(
Π�L1 −Π−�L2

)]
=

= −2a Λ̃δ1δ2

[
Λδ3δ4L− − i� ϕδ3δ4L+

]
−

− 2b ϕ̃δ1δ2

[
�Λδ3δ4L+ − i ϕδ3δ4L−

]
,

Sp
[
γ⊥δ1γ⊥δ2γ⊥δ3γ⊥δ4

(
a+ bγ5

)
×

×
(
Π�L1 −Π−�L2

)]
=

= 2a
[
Λδ1δ2Λδ3δ4 − ϕδ1δ2ϕδ3δ4

]
L− −

− 2i�b
[
Λδ1δ2ϕδ3δ4 + ϕδ1δ2Λδ3δ4

]
L+,

(22)

где L± = L1 ± L2. Здесь

ϕμν = Fμν/B, ϕ̃μν = εμνρσϕρσ/2

— соответственно безразмерные тензор электромаг-
нитного поля и дуально сопряженный к нему тен-
зор; Λμν = (ϕϕ)μν и Λ̃μν = (ϕ̃ϕ̃)μν — две отличные
от нуля их билинейные комбинации. С использова-
нием соотношений (21) и (22) результат вычисления
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структуры Lμν может быть представлен в следую-
щем виде:

Lμν = 2 pδ p
′
δ′

{
(1 + g2)

(
Λ̃δ′μΛ̃δν + ϕ̃δ′μϕ̃δν

)
L
(1)
+ +

+ 2�g
(
Λ̃δ′μϕ̃δν + ϕ̃δ′μΛ̃δν

)
L
(1)
− − (1 + g2)×

× Λ̃δ′δ
(
ΛμνL

(2)
+ + i� ϕμνL

(2)
−
)
+

+ 2g ϕ̃δ′δ
(
�ΛμνL

(2)
− + i ϕμνL

(2)
+

)
+

+ 2
[
(1 + g2) Λ̃δμ

(
Λδ′νL− + i� ϕδ′νL+

)
+

+ 2g ϕ̃δμ

(
�Λδ′νL+ + i ϕδ′νL−

)
+

+ (1 + g2)Λ̃δν

(
Λδ′μL− − i� ϕδ′μL+

)
+

+ 2g ϕ̃δν

(
�Λδ′μL+ − i ϕδ′μL−

)]
L1
n′−1 +

+ 2
[
(1 + g2) Λ̃δ′μ

(
ΛδνL

′
− − i� ϕδνL

′
+

)
+

+ 2g ϕ̃δ′μ
(
�ΛδνL

′
+ − i ϕδνL

′
−
)
+

+ (1 + g2) Λ̃δ′ν
(
ΛδμL

′
− + i� ϕδμL

′
+

)
+

+ 2g ϕ̃δ′ν
(
�ΛδμL

′
+ + i ϕδμL

′
−
)]
L1
n−1 +

+ 8 (1 + g2)
[
Λδ′δΛ̃μν − 2g/(1 + g2) i ϕδ′δϕ̃μν +

+ Λδ′μΛδν − ϕδ′μϕδν

]
L1
n−1L

1
n′−1

}
+

+ 2m2(1−g2)
[
Λ̃μνL

(1)
+ +ΛμνL

(2)
+ +i�ϕμνL

(2)
−
]
, (23)

где L± = Ln ± Ln−1, L′
± = Ln′ ± Ln′−1, L

(1)
± =

= LnLn′ ± Ln−1Ln′−1, L
(2)
± = LnLn′−1 ± Ln−1Ln′ и,

чтобы не загромождать запись, у всех функций L

аргументы не указаны.
Опуская подробности вычислений, приведем

окончательный результат для свертки тензоров
Nμν (19) и Lμν (23). С использованием дополни-
тельных соотношений

ϕ̃μν ϕ̃ρσ = Λ̃μσΛ̃νρ − Λ̃μρΛ̃νσ,

Λ̃μνϕ̃ρσ + Λ̃μρϕ̃σν + Λ̃μσϕ̃νρ = 0,

ϕμνϕρσ = ΛμρΛνσ − ΛμσΛνρ,

Λμνϕρσ + Λμρϕσν + Λμσϕνρ = 0,

(24)

данная свертка может быть записана в следующем
лоренц-инвариантном виде:

Φn,n′(u, u′) =
1

16
LμνNμν = m2 (1− g2)×

×
[
(kΛk′)L(1)

+ + (kΛ̃k′)L(2)
+ − � (kϕ̃k′)L(2)

−
]
+

+ (1 + g2)
[
(pΛ̃k)(p′Λ̃k′) + (pϕ̃k)(p′ϕ̃k′)

]
L
(1)
+ +

+ 2�g
[
(pΛ̃k)(p′ϕ̃k′) + (pϕ̃k)(p′Λ̃k′)

]
L
(1)
− +

+
[
2g (pϕ̃p′)(kϕ̃k′)− (1 + g2) (pΛ̃p′)(kΛ̃k′)

]
L
(2)
+ −

− �
[
2g(pϕ̃p′)(kΛ̃k′)− (1 + g2)(pΛ̃p′)(kϕ̃k′)

]
L
(2)
− −

− 2�
[
(1−g)2(p′ϕ̃k)(pΛk′)−(1+g)2(p′ϕ̃k′)(pΛk)

]
×

× L′
+L

1
n−1 + 2

[
(1 − g)2(p′Λ̃k)(pΛk′)+

+ (1 + g)2(p′Λ̃k′)(pΛk)
]
L′
−L

1
n−1 +

+ 2�
[
(1+g)2(pϕ̃k)(p′Λk′)−(1−g)2(pϕ̃k′)(p′Λk)

]
×

× L+L
1
n′−1 + 2

[
(1 + g)2(pΛ̃k)(p′Λk′)+

+ (1− g)2(pΛ̃k′)(p′Λk)
]
L−L1

n′−1 +

+ 8
[
(1 + g)2 (pΛk)(p′Λk′)+

+ (1− g)2 (pΛk′)(p′Λk)
]
L1
n−1L

1
n′−1, (25)

где аргументами функций L являются u =

= 2(pΛp)/(eB) и u′ = 2(p′Λp′)/(eB).
Просуммированная по поляризациям всех час-

тиц вероятность перехода в единицу времени из на-
чального состояния в конечное для процесса (1) да-
ется следующим выражением:

W1 =
∑

s,s′=±1

|Sif |2

T =
(−1)n+n′

16 π2 G̃2
F

L2
yL

2
zV εnω ε

′
n′ω′ ×

×
∞∫

−∞
exp

{
−u+ u′

2

}
Φn,n′(u, u′)×

× δ(4)(P) dp1dp
′
1, (26)

где P = p + k − p′ − k′. Вероятности остальных
нейтрино-электронных процессов (2)–(9) легко мо-
гут быть получены из (26) использованием крос-
синг-симметрии.

Обсудим лоренц-инвариантность полученного
для квадрата S-матричного элемента выражения.
Как видно из (16), оно содержит свертку тензо-
ров Lμν и Nμν , представленную в явно инвариант-
ном виде (25). Инвариантность остальной части
выражения требует дополнительного пояснения. А
именно, необходимо отметить, что все вычисления
проводились в предположении наличия чисто маг-
нитного поля. Таким образом, инвариантность в
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данном случае не подразумевает движение среды
как целого поперек линий напряженности магнит-
ного поля, так как это приведет к возникновению
в ней дополнительной электрической составля-
ющей. В этом смысле полученное для квадрата
S-матричного элемента выражение действительно
является инвариантным, так как при переходе в
другую систему отсчета в нем преобразуются лишь
временная и третья компоненты 4-векторов. Однако
используемое приближение не приводит к потере
общности полученного результата, так как хорошо
выполняется для сред, содержащих заряженные
частицы. Это связано с тем, что вследствие высокой
электропроводности такая среда движется только
вдоль линий напряженности магнитного поля.
Это можно непосредственно получить из закона
Ома для тока в отсутствие электрического поля
j = σ [v×B], из которого следует, что при бесконеч-
ной проводимости среды σ конечный ток возможен
лишь при условии [v × B] = 0. Это соответствует
условию вмороженности магнитного поля в плазму,
когда скорость движения среды v параллельна его
напряженности B.

В заключение отметим, что полученное в дан-
ной работе выражение для квадрата S-матричного
элемента не только представлено в явно инвариант-
ном виде, но и не встречалось в подобной форме
ранее в литературе, т. е. является новым. Кроме то-
го, данный результат легко может быть обобщен на
нейтринные процессы с участием мюона и тауона.
Для этого достаточно в выражении (25) сделать за-
мену m2 → m1m2, где m1 и m2 — массы участвую-
щих в процессе заряженных лептонов. Для вектор-
ной и аксиальной констант заряженного лептонно-
го тока необходимо использовать выражения cV =

= ±1/2+ 2 sin2 θW и cA = ±1/2, где знак плюс соот-
ветствует процессам, которые идут как через нейт-
ральный Z-, так и заряженный W -бозоны, а знак
минус отвечает процессам с участием только Z-бо-
зона. Отметим также, что в приведенных выраже-
ниях явно сохранен знак заряда частицы �. Таким
образом, полученный результат может быть доста-
точно легко обобщен и на процессы взаимодействия
нейтрино с положительно заряженными частицами,
например, протонами.

3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ПОПЕРЕЧНЫМ
ИМПУЛЬСАМ

Дальнейшее использование полученных вероят-
ностей нейтрино-электронных процессов зависит от

конкретно решаемой задачи. Однако в подавляю-
щем большинстве астрофизических объектов ней-
трино и антинейтрино не находятся в равновесии со
средой и общий подход к их описанию основывается
на использовании неравновесной функции распре-
деления fν(k, x), являющейся решением релятивист-
ского кинетического уравнения Больцмана [66]:

kα
(
∂fν
∂xα

− Γβ
αγ k

γ ∂fν
∂kβ

)
=

(
∂fν
∂τ

)
coll

, (27)

где τ — собственное время, Γβ
αγ — символы Крис-

тоффеля, соответствующие метрике пространства-
времени. Правая часть уравнения Больцмана назы-
вается интегралом столкновений. Приведем его в яв-
ном виде для наиболее часто встречающегося в ли-
тературе процесса двухчастичного рассеяния

ν(k) + a(p) → b(k′) + c(p′), (28)

где под ν понимается нейтрино или антинейтрино
в начальном состоянии, a, b и c — произвольные
частицы, среди которых, в частности, также могут
быть нейтрино или антинейтрино. В скобках ука-
заны соответствующие частицам 4-импульсы. Отме-
тим, что под произвольными частицами здесь под-
разумеваются лишь те, которые допускаются рас-
сматриваемым лагранжианом взаимодействия (10).
Для данного типа процессов интеграл столкновений
в сопутствующей системе отсчета может быть запи-
сан в следующем виде [67]:

Îcoll =

(
∂fν
∂t

)
coll

=

∫
dna dnb dnc ×

×W
{
fb(k

′)fc(p′)[1− fν(k)][1± fa(p)]−

− fν(k)fa(p)[1 ± fb(k
′)][1 ± fc(p

′)]
}
, (29)

где t — время в сопутствующей системе отсчета,
fν(k), fa(p), fb(k′), fc(p′) — функции распределе-
ния частиц, участвующих в реакции, причем знак
плюс в комбинациях 1 ± fi соответствует бозонам,
а минус –— фермионам, W — вероятность процесса
в единицу времени, dni — элемент фазового объе-
ма частиц i-го сорта. В отсутствие внешних полей
в сопутствующей системе отсчета элемент фазового
объема может быть записан как

dn0 =
∑
s

V d3p

(2π)3
, (30)

где V — нормировочный объем, d3p — элемент объ-
ема импульсного пространства, а сумма берется по
всем спиновым состояниям s частицы.

914



ЖЭТФ, том 153, вып. 6, 2018 Нейтрино-электронные процессы в магнитном поле. . .

Левая часть уравнения Больцмана представля-
ет собой инвариантную производную по времени от
функции распределения нейтрино fν , т. е. характе-
ризует изменение числа частиц в элементе фазово-
го объема dnν с течением времени. Таким образом,
первое и второе слагаемые в интеграле столкнове-
ний Îcoll = Î↓− Î↑ (29) имеют смысл числа нейтрино,
соответственно попадающих в dnν за счет обратной
к (28) реакции и уходящих из него за счет прямого
процесса. Следовательно, интегрирование этих сла-
гаемых по dnν будет давать полное число обратных
и прямых процессов, происходящих в нормировоч-
ном объеме V . Отметим, что более удобной для ис-
пользования величиной является скорость процесса

Γ↓,↑ =
1

V

∫
Î↓,↑ dnν , (31)

определяющая число реакций данного типа, проте-
кающих в единичном объеме среды в единицу вре-
мени. В частности, эта величина более удобна тем,
что является лоренц-инвариантной. Данное опреде-
ление легко обобщается на случай нейтринных про-
цессов с участием произвольного числа частиц в
начальном и конечном состояниях. Действительно,
скорость любого процесса может быть представлена
в виде

Γ =
1

V

∫ ∏
�i,�f

dn�i dn�fW f�i
(
1± f�f

)
. (32)

Здесь индексы �i и �f относятся к начальным и ко-
нечным частицам, интегрирование ведется по фа-
зовым объемам dni всех частиц с учетом их функ-
ций распределения fi, причем знак плюс соответ-
ствует бозонам, а минус — фермионам. Отметим,
что скорости прямого и обратного процессов разли-
чаются лишь произведением, содержащим функции
распределения частиц. Аналогичным образом могут
быть определены энергия и импульс, уносимые (ан-
ти)нейтрино в данном процессе из единичного объ-
ема среды в единицу времени:

Qμ =
1

V

∫ ∏
�i,�f

dn�i dn�f q
μ W f�i

(
1± f�f

)
. (33)

Здесь qμ — разность между суммами конечных и на-
чальных 4-импульсов всех (анти)нейтрино, участву-
ющих в реакции.

Дальнейшие вычисления, для определенности,
будем проводить для введенных выше Γ (32) и
Qμ (33), поскольку результаты, полученные для
них, легко могут быть распространены на другие

интегральные величины, соответствующие нейтри-
но-электронным процессам. Как отмечалось выше,
во внешнем магнитном поле поперечный импульс за-
ряженных частиц квантуется, что приводит к изме-
нению их фазового объема. Так, в выбранной нами
калибровке Ландау для векторного потенциала маг-
нитного поля, элемент фазового объема заряженных
фермионов будет иметь следующий вид [68]:

dnB =
∑
n,s

LyLzdp2dp3
(2π)2

, (34)

где Ly и Lz — нормировочные длины, p2 и p3 — со-
ответствующие компоненты импульса, а суммирова-
ние ведется по всем уровням Ландау n и спиновым
состояниям s частицы. С учетом того, что в рассмат-
риваемых нейтрино-электронных процессах участ-
вуют два заряженных фермиона, скорости этих ре-
акций и передаваемые в них от среды к нейтрино
энергия и импульс могут быть представлены как

Γj =
4G̃2

F

(2π)8

∑
n,n′

(−1)n+n′ ×

×
∫
d3k

ω

d3k′

ω′
d3p

εn

d3p′

ε′n′
Φj Πj δ

(4)(Pj) ,

Qμ
j =

4G̃2
F

(2π)8

∑
n,n′

(−1)n+n′
×

×
∫
d3k

ω

d3k′

ω′
d3p

εn

d3p′

ε′n′
qμj Φj Πj δ

(4)(Pj) ,

(35)

где индекс «j» соответствует номеру процесса из на-
бора (1)–(9). Здесь введена функция

Φj = e−(u+u′)/2 Φ
(j)
n,n′(u, u

′),

получающаяся из

Φ
(1)
n,n′(u, u

′) = Φn,n′(u, u′)

(см. (25)) после соответствующих реакции с номе-
ром j кроссинг-симметричных замен квантовых чи-
сел в (26), Πj =

∏
f�i(1 − f�f ) — произведение, со-

держащее соответствующие процессу функции рас-
пределения начальных и конечных частиц, Pj — со-
храняющаяся в реакции суперпозиция 4-импульсов,
qμj — четырехмерный импульс, передаваемый в дан-
ном процессе от среды к нейтрино.

Необходимо отметить, что хотя элемент фазово-
го объема заряженного фермиона в магнитном по-
ле (34) не содержит компоненту импульса p1, она
эффективно появляется в приведенных выше выра-
жениях для скоростей процессов и передаваемых в
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Таблица. Коэффициенты σ̃, σ, σ′ и 4-импульс q, передаваемый от среды к (анти)нейтрино. Индекс j указывает
на конкретную реакцию из набора прямых нейтрино-электронных процессов (1)–(9)

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9

σ̃ + + + + − − − + +

σ + + − − + − − + −

σ′ + + − − − + + + −

q k′ − k k − k′ k′ − k k − k′ k + k′ k′ − k k − k′ k + k′ k + k′

них энергии и импульсе. Это связано с тем, что ис-
пользуемая здесь матрица плотности (13) представ-
лена в виде интеграла по данной нефизической ком-
поненте импульса. Такое представление эффектив-
но восстанавливает в интегральных величинах (35)
трехмерное импульсное пространство для заряжен-
ных фермионов, а также четырехмерную δ-функ-
цию от сохраняющейся в процессе комбинации им-
пульсов. Таким образом, приведенные выражения
для интегральных величин по форме записи прак-
тически полностью совпадают с аналогичными ве-
личинами для нейтрино-электронных процессов без
магнитного поля. Отличие состоит лишь в допол-
нительном суммировании по квантовым числам n и
n′. Следовательно, с точностью до числового коэф-
фициента, функция Φj = e−(u+u′)/2 Φ

(j)
n,n′(u, u′) вы-

ступает здесь в роли квадрата инвариантного мат-
ричного элемента нейтрино-электронного процесса с
номером j в присутствии внешнего магнитного по-
ля. Отметим также, что в выбранной форме записи
скорости нейтрино-электронных процессов (переда-
ваемые в них энергия и импульс) имеют явно инва-
риантный (ковариантный) вид.

Интегральные величины для нейтрино-элект-
ронных процессов могут быть дополнительно упро-
щены при использовании свойств полиномов Ла-
герра, приведенных в Приложении. Так, соотноше-
ния (46)–(48) позволяют провести интегрирование
(35) по поперечным импульсам заряженных час-
тиц. Отметим однако, что такая процедура может
нарушить исходную кроссинг-симметрию вероятно-
стей переходов нейтрино-электронных процессов и
ее сохранение требует дополнительной проверки.
Такая проверка является принципиально важной,
поскольку в ряде работ явные вычисления, включа-
ющие интегрирование по поперечным импульсам за-
ряженных лептонов, проводились лишь для одного
нейтрино-электронного процесса, а выражения для
других реакций получались путем кроссинг-симмет-

ричных замен импульсов уже после интегрирова-
ния (см., например, [22, 31]). Проверим сохранение
кроссинг-симметрии непосредственным вычислени-
ем. Для определенности будем рассматривать толь-
ко прямые процессы (1)–(9), так как для обрат-
ных результат может быть получен простой пере-
становкой начальных и конечных 4-импульсов. Со-
храним введенные выше обозначения для процесса
рассеяния нейтрино на электроне (1). Для осталь-
ных реакций под k, p, k′ и p′ будем понимать 4-им-
пульсы частиц, которым они соответствуют после
кроссинг-симметричных замен без учета их знака
(для удобства квантовые числа, соответствующие
частицам после замен, приведены непосредственно
в определении реакций (1)–(9)). При таком опреде-
лении квантовых чисел частиц, функции Φ

(j)
n,n′(u, u′)

остаются неизменными и совпадают с (25) для всех
процессов, кроме (5)–(7), в которых задействована
электрон-позитронная пара. В этих реакциях следу-
ет изменить знак массового члена: Φ(5)−(7)

n,n′ (u, u′) =

= Φn,n′(u, u′)[m2 → −m2]. Таким образом, для всех
рассматриваемых процессов и принятых обозначе-
ний для импульсов и уровней Ландау частиц можно
записать:

Φ
(j)
n,n′(u, u

′) = Φn,n′(u, u′)
[
m2 → σ̃j m

2
]
, (36)

где σ̃j = ±1 — знак массового члена для реакции с
номером j. Кроме того, представим сохраняющиеся
в реакциях суперпозиции 4-импульсов в следующем
виде:

Pμ
j = σj p

μ − σ′
j p

′μ − qμj , (37)

где qμ — передаваемый в реакции от среды к нейт-
рино 4-импульс, а коэффициенты σj , σ

′
j = ±1. Для

рассматриваемых прямых процессов (1)–(9) соот-
ветствующие величины приведены в таблице.

Для проведения дальнейших вычислений необ-
ходимо конкретизировать вид функций распределе-
ния заряженных частиц. Будем предполагать далее,
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что электроны и позитроны находятся в локальном
термодинамическом равновесии с остальной средой.
В этом случае они описываются функциями распре-
деления Ферми –Дирака

fe∓(ε) =
[
e(ε∓μe)/T + 1

]−1

,

где μe — химический потенциал электронов и T —
локальная температура среды. В магнитном поле
энергия заряженных фермионов не зависит от по-
перечных составляющих импульса. Таким образом,
эти компоненты импульса входят лишь в функ-
ции Φj и дельта-функции, по крайней мере, в слу-
чае равновесной среды. Как следует из структуры
Φ

(j)
n,n′(u, u′), при интегрировании по поперечным им-

пульсам заряженных частиц возникают три типа ин-
тегралов. В скалярных интегралах зависимость от
поперечных составляющих импульса входит лишь
через переменные u и u′, в векторных — подынте-
гральная функция в качестве дополнительного мно-
жителя содержит pα или p′α, а в тензорных имеет-
ся билинейная конструкция pαp′β . Все три типа ин-
тегралов могут быть достаточно легко вычислены
с использованием выражений, приведенных в При-
ложении. Применительно к исследуемым нейтрино-
электронным процессам возникают скалярные инте-
гралы

(−1)n+n′
∞∫

−∞
L
(1)
± e−(u+u′)/2 δ

(2)
⊥ (P) d2p⊥d2p′⊥ =

=
π

2
eB F

(1)
± (t),

(−1)n+n′
∞∫

−∞
L
(2)
± e−(u+u′)/2 δ

(2)
⊥ (P) d2p⊥d2p′⊥ =

= −π
2
eB F

(2)
± (t),

F
(1)
± (t) = F 2

n,n′(t)± F 2
n−1,n′−1(t),

F
(2)
± (t) = F 2

n,n′−1(t)± F 2
n−1,n′(t),

(38)

векторные интегралы

(−1)n+n′
∞∫

−∞
pα L1

n−1L
′
± e

−(u+u′)/2 ×

× δ
(2)
⊥ (P) d2p⊥d2p′⊥ =

= σ
π

2
eB

√
eB n

2
F∓(t)

qα√
qΛq

,

(−1)n+n′
∞∫

−∞
p′α L± L1

n′−1 e
−(u+u′)/2 ×

× δ
(2)
⊥ (P) d2p⊥d2p′⊥ =

= σ′ π
2
eB

√
eB n′

2
F ′
∓(t)

qα√
qΛq

,

F±(t) = Fn,n′(t)Fn−1,n′(t)±

±Fn,n′−1(t)Fn−1,n′−1(t),

F ′
±(t) = Fn,n′(t)Fn,n′−1(t)±

±Fn−1,n′(t)Fn−1,n′−1(t)

(39)

и тензорный интеграл

(−1)n+n′
∞∫

−∞
pα p′β L1

n−1L
1
n′−1 e

−(u+u′)/2 ×

× δ
(2)
⊥ (P) d2p⊥d2p′⊥ = σσ′ π

4
eB

√
eB n

2
×

×
√
eB n′

2

[
Fn,n′(t)Fn−1,n′−1(t) Λ

αβ+

+ Fn,n′−1(t)Fn−1,n′(t)
(
2
qαqβ

qΛq
− Λαβ

)]
, (40)

где δ(2)⊥ (P) — произведение двух δ-функций от по-
перечных к магнитному полю компонент импуль-
са, t = (qΛq)/(2eB), и Fn,n′(t) — функция Лагер-
ра (44), основные свойства которой можно найти в
Приложении. С использованием полученных выше
выражений интегрирование по поперечным импуль-
сам заряженных частиц приводит к следующему ре-
зультату:

Γj =
G̃2

F eB

(2π)7

∑
n,n′

∫
d3k

ω

d3k′

ω′
dp3
εn

dp′3
ε′n′

×

×Aj Πj δ
(2)
‖ (Pj) ,

Qμ
j =

G̃2
F eB

(2π)7

∑
n,n′

∫
d3k

ω

d3k′

ω′
dp3
εn

dp′3
ε′n′

qμj ×

×Aj Πj δ
(2)
‖ (Pj) .

(41)

Здесь δ(2)‖ (P) — произведение δ-функций от сохра-
няющихся энергии и компоненты импульса вдоль
магнитного поля, а функции Aj задаются следую-
щим выражением:

917



А. А. Добрынина, Н. О. Морару, И. С. Огнев ЖЭТФ, том 153, вып. 6, 2018

Aj = σ̃jm
2(1− g2)

[
(kΛk′)F (1)

+ (t)− (kΛ̃k′)F (2)
+ (t)+

+ � (kϕ̃k′)F (2)
− (t)

]
+ (1 + g2)

[
(pΛ̃k)(p′Λ̃k′)+

+ (pϕ̃k)(p′ϕ̃k′)
]
F

(1)
+ (t) + 2�g

[
(pΛ̃k)(p′ϕ̃k′)+

+ (pϕ̃k)(p′Λ̃k′)
]
F

(1)
− (t) +

[
(1 + g2) (pΛ̃p′)(kΛ̃k′)−

− 2g (pϕ̃p′)(kϕ̃k′)
]
F

(2)
+ (t)− �

[
(1 + g2)(pΛ̃p′)(kϕ̃k′)−

− 2g(pϕ̃p′)(kΛ̃k′)
]
F

(2)
− (t)+σj

[
(1−g)2(p′Λ̃k)(qΛk′)+

+ (1 + g)2(p′Λ̃k′)(qΛk)
]√2eBn

qΛq
F+(t)−

− �σj

[
(1−g)2(p′ϕ̃k)(qΛk′)−(1+g)2(p′ϕ̃k′)(qΛk)

]
×

×

√
2eBn

qΛq
F−(t) + σ′

j

[
(1− g)2(pΛ̃k′)(qΛk)+

+ (1 + g)2(pΛ̃k)(qΛk′)
]√2eBn′

qΛq
F ′
+(t)−

− �σ′
j

[
(1− g)2(pϕ̃k′)(qΛk)− (1 + g)2(pϕ̃k)(qΛk′)

]
×

×

√
2eBn′

qΛq
F ′
−(t) + 4σjσ

′
j (1 + g2)

{[
2(kΛq)(k′Λq)−

− (kΛk′)(qΛq)
]
Fn,n′−1(t)Fn−1,n′(t)+

+ (kΛk′)(qΛq)Fn,n′(t)Fn−1,n′−1(t)
} eB

qΛq

√
nn′. (42)

Отметим, что приведенные выражения для ско-
ростей нейтрино-электронных процессов, а также
энергии и импульса, передаваемых в них от среды
к нейтрино, остаются соответственно явно инвари-
антными и ковариантными и после интегрирования
по импульсам заряженных частиц. Кроме того, в Aj

сохранен знак заряда �, что позволяет использовать
полученный результат для аналогичных реакций с
участием положительно заряженных частиц, напри-
мер, протонов.

Приведенные выражения позволяют непо-
средственно убедиться в том, что исходная
кроссинг-симметрия S-матричных элементов
нейтрино-электронных процессов сохраняется и
после их интегрирования по поперечным импуль-
сам заряженных частиц. Действительно, можно
взять за основу, например, результат для процесса
рассеяния нейтрино на электроне (1) и сравнить
выражения, следующие из него после кроссинг-сим-
метричных замен, с теми, что были получены
выше непосредственным вычислением. Для всех
нейтрино-электронных процессов выражения сов-

падают, что напрямую доказывает сохранение в
них кроссинг-симметрии после интегрирования.

Отметим, что функция (42) может быть пред-
ставлена в более простом и удобном для дальней-
шего использования виде. А именно, можно сокра-
тить число входящих в него билинейных структур
от функций Fn,n′ . Как показано в Приложении,
для нейтрино-электронных процессов имеются все-
го три независимые структуры. Кроме того, следу-
ет учесть, что нейтрино взаимодействуют с отрица-
тельно заряженными лептонами, для которых � =

= −1. С учетом этого, приведем результат для про-
цесса (1), который может быть представлен в следу-
ющем виде:

A1 = m2(1− g2)
[
(kΛk′)F (1)

+ (t)− (kΛ̃k′)F (2)
+ (t)+

+ (kϕ̃k′)
n− n′

t
F

(1)
− (t)

]
+ (1 + g2)×

×
[
(pΛ̃k)(p′Λ̃k′) + (pϕ̃k)(p′ϕ̃k′)

]
F

(1)
+ (t)−

− 2g
[
(pΛ̃k)(p′ϕ̃k′) + (pϕ̃k)(p′Λ̃k′)

]
F

(1)
− (t)+

+
[
(1+g2) (pΛ̃p′)(kΛ̃k′)−2g(pϕ̃p′)(kϕ̃k′)

]
F

(2)
+ (t)+

+
[
2g (pϕ̃p′)(kΛ̃k′)−(1+g2) (pΛ̃p′)(kϕ̃k′)

]
×

× n− n′

t
F

(1)
− (t)−

−
[
(1 − g)2(p′Λ̃k)(qΛk′) + (1 + g)2(p′Λ̃k′)(qΛk)

]
×

×
(
n− n′

2 t
F

(1)
+ (t) +

F
(2)
+ (t)

2

)
−

−
[
(1− g)2(p′ϕ̃k)(qΛk′)− (1 + g)2(p′ϕ̃k′)(qΛk)

]
×

× n

t
F

(1)
− (t)−

−
[
(1− g)2(pΛ̃k′)(qΛk) + (1 + g)2(pΛ̃k)(qΛk′)

]
×

×
(
n− n′

2 t
F

(1)
+ (t)−

F
(2)
+ (t)

2

)
+

+
[
(1− g)2(pϕ̃k′)(qΛk)− (1 + g)2(pϕ̃k)(qΛk′)

]
×

× n′

t
F

(1)
− (t) + (1 + g2)×

×
{[

2(kΛq)(k′Λq)− (kΛk′)(qΛq)
]
×

×
(
(n− n′)2

2 t2
F

(1)
+ (t)− n+ n′

2 t
F

(2)
+ (t)

)
+

+ (kΛk′)(qΛq)
(n+ n′

2 t
F

(1)
+ (t)−

F
(2)
+ (t)

2

)}
, (43)
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где t = (qΛq)/(2eB), q = k′−k и все обозначения им-
пульсов соответствуют процессу (1). Как было пока-
зано выше, скорости остальных нейтрино-электрон-
ных процессов и передаваемые в них энергия и им-
пульс могут быть получены из (41) и (43) с использо-
ванием кроссинг-симметрии. Еще раз отметим, что
полученные выражения представлены в явно инва-
риантном (ковариантном) виде, что дает возмож-
ность их использования в случае, когда среда дви-
жется как целое вдоль линий напряженности маг-
нитного поля. Кроме того, они максимально упро-
щены в смысле дальнейшего интегрирования по им-
пульсам частиц и представлены в унифицированной
для всех нейтрино-электронных процессов форме.
Насколько нам известно, выражение (43), записан-
ное в явно лоренц-инвариантном виде, ранее в лите-
ратуре не встречалось и является новым.

Как отмечалось выше, при исследовании нейт-
рино-электронных процессов применялись не толь-
ко различные техники вычислений, но и проме-
жуточные расчеты, зачастую, проводились с ис-
пользованием определенных упрощающих предпо-
ложений. Так, одним из распространенных упроще-
ний является пренебрежение функциями распреде-
ления нейтрино (см., например, [22]), что справед-
ливо для процессов их излучения в условиях нейт-
ронных звезд и аккреционных дисков. В этом слу-
чае, интегрирование по нейтринному току Nμν мо-
жет быть существенно упрощено [4]. Однако тако-
го рода упрощения делают невозможным непосред-
ственное сравнение результатов данных работ с по-
лученными выше. Как показал анализ существую-
щей по нейтрино-электронным процессам литерату-
ры, сравнение может быть проведено с результата-
ми работы [52], где исследовался процесс рассеяния
нейтрино на электроне во внешнем магнитном поле.
В указанной статье вычислялась величина, анало-
гичная приведенным выше скоростям реакций (41).
Расчет проводился в технике, отличной от исполь-
зуемой в настоящей статье, но, как показало сравне-
ние, результат работы [52] идентичен полученному
выше выражению для скорости рассеяния нейтри-
но на электроне в системе отсчета, где среда по-
коится как целое. В частности, в данной системе
отсчета функция A1 в форме, приведенной в (42),
совпадает с функцией D (формула (A.7) в [52]).
Таким образом, проведен независимый расчет это-
го процесса с использованием другой техники, под-
тверждающий результат [52], что касается процес-
сов (2)–(9), то подобное представление для квадра-
тов инвариантных матричных элементов нам неиз-
вестно. Непосредственное сравнение с результатами

других работ, где исследовались нейтрино-электрон-
ные процессы, оказалось затруднительным по ука-
занной выше причине.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе исследовались нейтрино-элект-
ронные процессы (1)–(9) в среде с произвольным по
напряженности магнитным полем. В технике, осно-
ванной на использовании матриц плотности частиц,
для данных реакций получены инвариантные квад-
раты S-матричных элементов, в форме, не завися-
щей от выбора системы отчета, движущейся вдоль
линий напряженности магнитного поля. Отметим,
что вероятности нейтрино-электронных процессов в
(25), (26) не встречались ранее в литературе. Кроме
того, данный результат легко может быть обобщен
на процессы взаимодействия нейтрино с мюонами и
тауонами, а также протонами.

Рассмотрен общий подход к описанию нейтри-
но, взаимодействующего со средой, на основе ре-
лятивистского уравнения Больцмана. На примере
таких интегральных характеристик, как скорость
нейтрино-электронных реакций, а также энергия
и импульс, передаваемые в них от среды к ней-
трино, проведено интегрирование по поперечным
импульсам заряженных частиц. Результат такого
интегрирования (41) представлен в явно лоренц-ин-
вариантном виде для скоростей и ковариантном
виде для четырехмерных переданных импульсов.
Кроме того, полученные выражения приведены в
более упрощенном для дальнейшего использования
виде (43). Они представлены в унифицированной
для всех нейтрино-электронных процессов форме и
совпадают с имеющимися в литературе [52] в сис-
теме отсчета, где среда покоится. Отметим также,
что представленные в работе результаты можно ис-
пользовать не только для непосредственного расче-
та скоростей процессов и передаваемых в них энер-
гии и импульса в условиях, соответствующих раз-
личным астрофизическим объектам. Из них также
могут быть получены и другие интегральные ве-
личины, в частности, интегралы столкновений, со-
ответствующие нейтрино-электронным процессам,
которые требуются для моделирования распростра-
нения нейтрино в среде с произвольным по напря-
женности магнитным полем.

Авторам приятно поблагодарить А. Я. Пархо-
менко за многочисленные обсуждения, конструк-
тивную критику и ценные советы. Один из авто-
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имство Институту физики Макса Планка (Мюнхен,
Германия), а также Георгу Раффельту за поддерж-
ку и интересные обсуждения. Исследование выпол-
нено при частичной финансовой поддержке РФ-
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ПРИЛОЖЕНИЕ

В задачах, связанных с расчетами элементарных
процессов с участием заряженных фермионов, про-
исходящих в присутствии постоянного однородного
магнитного поля, часто возникают функции, полу-
чившие в литературе название функций Лагерра.
В частности, они возникают при интегрировании
квадратов S-матричных элементов реакций по по-
перечным к магнитному полю компонентам импуль-
сов заряженных частиц. Хотя можно встретить раз-
личные варианты определения этих функций, здесь
мы будем следовать работе [69], определив функцию
Лагерра как

F�,m(t) = (−1)�−mFm,�(t) =

=

√
�!

m!
t(m−�)/2 e−t/2Lm−�

� (t). (44)

Далее, если это не вызывает недоразумений, аргу-
мент функции будет опускаться, т. е. считается, что
F�,m(t) ≡ F�,m. Приведем несколько базовых со-
отношений на данные функции, которые непосред-
ственно следуют из свойств обобщенных полиномов
Лагерра и могут быть найдены, например, в рабо-
те [69]:

√
� F�,m −

√
mF�−1,m−1 = −

√
t F�−1,m,

√
� F�−1,m−1 −

√
mF�,m = −

√
t F�,m−1,

√
� F�,m−1 +

√
mF�−1,m =

= −(�−m)F�−1,m−1/
√
t,

√
� F�−1,m +

√
mF�,m−1 =

= −(�−m)F�,m/
√
t.

(45)

Как правило, квадраты S-матричных элементов
процессов в магнитном поле зависят не от самих
функций Лагерра, а от их бинарных комбинаций.
В используемой в данной статье технике, такая за-
висимость возникает после интегрирования по по-

перечным компонентам импульсов заряженных час-
тиц, а именно, из следующих трех видов интегралов:∫

L�(x
2)Lm(y2) e−(x2+y2)/2 δ(2)

(
x+y−z

)
d2x d2y =

= π e−tLm−�
� (t)L�−m

m (t) = (−1)�−mπ F 2
�,m(t), (46)∫

xαL
1
�−1(x

2)Lm(y2) e−(x2+y2)/2 ×

× δ(2)
(
x + y− z

)
d2x d2y =

=
π

2
zα e

−t Lm−�+1
�−1 (t)L�−m

m (t) =

= (−1)�−m π
zα√
z2

√
� F�,m(t)F�−1,m(t), (47)

∫
xα yβ L

1
�−1(x

2)L1
m−1(y

2) e−(x2+y2)/2 ×

× δ(2)
(
x + y− z

)
d2x d2y =

=
π

8
e−t
[(
2 zαzβ − z2Λαβ

)
Lm−�+1
�−1 (t)L�−m+1

m−1 (t)−

− 4Λαβ � L
m−�
� (t)L�−m

m−1(t)
]
= (−1)�−m+1π

√
�m×

×
[Λαβ

2
F�,m(t)F�−1,m−1(t) +

(
zαzβ
z2

− Λαβ

2

)
×

× F�,m−1(t)F�−1,m(t)
]
, (48)

где t = z2/4, x, y и z — двумерные векторы в попе-
речном пространстве, и интегрирование ведется по
всем возможным значениям компонент x и y. При-
менительно к исследуемым нейтрино-электронным
процессам, интегрирование по поперечным компо-
нентам импульсов заряженных частиц приводит к
возникновению следующих комбинаций функций
Лагерра:

F
(1)
± = F 2

�,m ± F 2
�−1,m−1,

F
(2)
± = F 2

�,m−1 ± F 2
�−1,m,

F± = F�,m F�−1,m ± F�,m−1 F�−1,m−1,

F ′
± = F�,m F�,m−1 ± F�−1,m F�−1,m−1.

(49)

Как видно из приведенных выражений, лишь ска-
лярный интеграл (46), который не содержит явно
поперечных компонент импульсов заряженных час-
тиц, пропорционален квадратам функций Лагерра,
однако и остальные комбинации могут быть приве-
дены к ним. Так, из (45) после небольших преобра-
зований можно получить следующие соотношения
для вкладов от векторных
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2
√
� F+ = − (�−m)F

(1)
+ /

√
t−

√
t F

(2)
+ ,

2
√
� F− = − (�+m)F

(1)
− /

√
t+

√
t F

(2)
− ,

2
√
mF ′

+ = − (�−m)F
(1)
+ /

√
t+

√
t F

(2)
+ ,

2
√
mF ′

− = (�+m)F
(1)
− /

√
t+

√
t F

(2)
−

(50)

и тензорных интегралов

4
√
�mF�,m F�−1,m−1 = (�+m)F

(1)
+ − t F

(2)
+ ,

4
√
�mF�,m−1 F�−1,m =

= (�−m)2 F
(1)
+ /t− (� +m)F

(2)
+ .

(51)

Таким образом, приведенные соотношения позво-
ляют представить результат интегрирования веро-
ятностей переходов в нейтрино-электронных про-
цессах в терминах только квадратичных структур
F

(1,2)
± . Кроме того, сами эти структуры связаны

между собой следующим соотношением:

t F
(2)
− = −(�−m)F

(1)
− . (52)

Следовательно, лишь три из них являются неза-
висимыми. В случае нейтрино-электронных процес-
сов удобно использовать следующие квадратичные
структуры: F (1)

+ , F (1)
− и F (2)

+ , в которых ответ выгля-
дит наиболее просто.
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