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Стандартный способ определения энтальпии H и энтропии S формирования точечных дефектов в кри-
сталлах состоит в применении уравнения Аррениуса для концентрации дефектов. Показано, что фор-
мальное использование такого метода дает эффективные (кажущиеся) значения этих величин, которые
оказываются существенно завышенными. Основная физическая причина этого состоит в зависимости эн-
тальпии формирования дефектов от температуры, которая контролируется температурной зависимостью
упругих модулей. Мы выполнили оценку «истинных» значений H и S для алюминия на основе экспери-
ментальных данных с учетом температурной зависимости энтальпии образования, обусловленной тем-
пературной зависимостью упругих модулей. Знание «истинных» активационных параметров необходимо
для корректного расчета концентрации дефектов и представляет, таким образом, проблему особой важ-
ности для различных фундаментальных и прикладных вопросов физики конденсированного состояния и
химии.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Собственные равновесные точечные дефекты —
вакансии и междоузлия — играют важную роль
в формировании физических свойств кристалличе-
ских материалов. В частности, это связано с фун-
даментальным явлением плавления. Понимание то-
го, что плавление может быть связано с термоак-
тивированной генерацией точечных дефектов кри-
сталлической решетки, было достигнуто давно [1–3].
Между тем, детальный механизм этого явления
остается предметом многочисленных дискуссий и
какое-либо общепринятое представление о приро-
де дефектов, вовлеченных в плавление, и их взаи-
модействиях до сих пор отсутствует [4]. В 1992 г.
Гранато [5] предложил междоузельную теорию, ко-
торая предполагает, что дефектами, ответственны-
ми за плавление, являются междоузлия в гантель-
ной (расщепленной) конфигурации. Хотя впослед-
ствии было установлено, что эта теория дает ка-
чественные и количественные объяснения значи-
тельного числа важных явлений, наблюдающих-
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ся в жидкостях и стеклах [6–8], она не получила
какого-либо широкого признания. Одна из причин
этого состоит в широко распространенном убеж-
дении, что концентрация равновесных гантельных
междоузлий (interstitialcies) пренебрежимо мала да-
же вблизи температуры плавления Tm [9]. Однако
недавние экспериментальные исследования, выпол-
ненные на монокристаллическом алюминии [10] и
поликристаллическом индии [11], дают убедитель-
ные доказательства того, что концентрация междо-
узлий начинает быстро увеличиваться при прибли-
жении к точке плавления и становится сравнимой
с концентрацией вакансий в районе Tm, в соответ-
ствии с теорией Гранато. Было показано, что это
происходит благодаря как высокой энтропии фор-
мирования расщепленных междоузлий, так и умень-
шению энтальпии их формирования с температурой
вблизи Tm, которое создает выраженный дополни-
тельный эффект снижения модуля сдвига [10]. С
другой стороны, повышение концентрации междо-
узлий проявляется также в нелинейном росте тепло-
емкости алюминия при высоких температурах [12].
Такой рост характерен для многих металлов, но его
происхождение до сих пор считается неясным [13].
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При сравнении с теорией Гранато было отме-
чено, что если энтальпия формирования дефекта
является температурно-зависимой, то стандартная
оценка ее величины, основанная на формуле Арре-
ниуса, приводит к существенно завышенным значе-
ниям [10]. В настоящей работе мы показали, что
формальное использование уравнения Аррениуса в
случае температурно-зависимой энтальпии форми-
рования ведет также и к значительному завышению
энтропии формирования и появлению ее кажущей-
ся температурной зависимости. Мы предлагаем ме-
тод оценки «истинного» значения энтропии форми-
рования, который учитывает температурную зави-
симость энтальпии формирования, связанную с тем-
пературной зависимостью упругих модулей.

Следует подчеркнуть, что знание «истинных»
активационных параметров — энтальпии формиро-
вания H и энтропии формирования S — необходимо
для правильной оценки концентрации точечных де-
фектов при использовании уравнения Аррениуса,

c = exp(S/kB) exp(−H/kBT )

(kB — постоянная Больцмана), расчетов самодиф-
фузии, гетеродиффузии и т. п. Эти вопросы имеют
жизненно важное значение для различных фунда-
ментальных и прикладных задач физики конденси-
рованного состояния и химии. Кроме того, концен-
трация точечных дефектов при высоких гомологи-
ческих температурах имеет прямую связь с пробле-
мой плавления.

2. ТЕОРИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Одним из основных постулатов теории Гранато
является утверждение о том, что энтальпия форми-
рования междоузлия Hi пропорциональна модулю
сдвига G, т. е. Hi = αGΩ, где безразмерный пара-
метр α близок к единице, а Ω — объем, приходящий-
ся на атом [5] (в действительности, эта идея впервые
была давно предложена Вертом и Зинером, которые
считали, что изменение свободной энергии Гибб-
са междоузлия пропорционально изменению модуля
сдвига [14, 15]). Происхождение этой формулы лег-
ко понять, если разложить внутреннюю энергию U

(на единицу массы) системы, содержащей точечные
дефекты, в ряд по степеням упругой деформации,
вызываемой дефектами. Для изотропного тела это
разложение может быть записано как [16]

ρU = ρU0 +
1

2
I21

(
λ+

2

3
μ

)
+ I2μ+ . . . , (1)

где U0 — внутренняя энергия из бездефектного ма-
териала, ρ — плотность, λ и μ — константы Ламе,

I21 =

∫
ε2ii dV

V
, I2 =

∫ (
εijεji − 1

3
ε2ii

)
dV

V

— инварианты деформационного поля дефектов, а
εij — тензор деформации, создаваемой дефектами.
Для анизотропного тела разложение является более
сложным, но основная идея остается той же. Для
малой концентрации дефектов формулу (1) можно
переписать как

ρΔU = ρ(U − U0) = α2

(
λ

2
+

μ

3

)
c+ αμc+ . . . , (2)

где
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α2 =
∂I21
∂c
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∂n

,

N — число атомов, а n — количество дефектов в
объеме V . Тогда, пренебрегая первым слагаемым в
разложении (2) (т. е. игнорируя вклад дилатацион-
ной компоненты во внутреннюю энергию, как ар-
гументируется в [16]), приходим к выводу о том,
что приведенная выше формула Гранато на самом
деле постулирует равенство энтальпии формирова-
ния междоузлия энергии поля упругих сдвиговых
деформаций εdij дефекта, т. е.

Hi = μΩ

∫ [
εdijε

d
ji −

(εdii)
2

3

]
dV

Ω
=

= μ

∫ [
εdijε

d
ji −

(εdii)
2

3

]
dV,

где μ = G — модуль сдвига.
Хотя соотношение Гранато для энтальпии фор-

мирования междоузлия Hi не является абсолютно
точным, он показал, что, например, для меди оно
выполняется с точностью около 3% [5]. Важный вы-
вод, который следует из этой формулы, заключается
в следующем. Поскольку модуль сдвига зависит от
температуры, оценка энтальпии формирования де-
фектаHi из температурной зависимости концентра-
ции дефектов на основе стандартного соотношения
Аррениуса,

ln ci = −Hi − TSi

kBT
, (3)
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где ci — концентрация междоузлий, а Si — энтро-
пия формирования междоузлия (которая равна из-
менению колебательной энтропии кристалла при со-
здании дефекта и не включает в себя конфигураци-
онную компоненту), приводит к завышенным значе-
ниям энтальпии формирования [10]. Действительно,
если Hi не зависит от температуры, то это соотно-
шение дает

Hi = − ∂(ln ci)

∂(1/kBT )
. (4)

Однако если энтальпия формирования зависит от
температуры, то использование соотношения Арре-
ниуса (3) приводит к эффективной (кажущейся) эн-
тальпии формирования,

− ∂(ln ci)

∂(1/kBT )
= Heff

i = Hi +
1

kBT

∂Hi

∂(1/kBT )
=

= Hi

[
1 +

1

T

∂(lnG)

∂(1/T )

]
, (5)

которая значительно больше «истинной» энтальпии
формирования Hi [10]. Было показано [10], что в то
время как величина Hi согласно температурной за-
висимости модуля сдвига должна уменьшаться при-
мерно в два раза при повышении температуры от
0 К до Tm, величинаHeff

i , определяемая уравнением
(5), почти не зависит от температуры и оказывает-
ся близкой к Hi при T = 0. Кроме того, важен еще
один момент, который не был установлен в работе
[10]. Если Hi зависит от температуры, то соотно-
шение Аррениуса (3) приводит также к завышению
энтропии формирования дефекта Si. Действитель-
но, если считать, что Si не зависит от температу-
ры, то формула Аррениуса приводит к некоторой
эффективной (кажущейся) энтропии Seff

i , которая
отличается от Si, т. е.

Seff
i =

∂(kBT ln ci)

∂T
= Si −Hi

∂ lnG

∂T
=

= Si − Hi(T = 0)

G(T = 0)

∂G

∂T
. (6)

Анализ этого выражения показывает, что в диа-
пазоне от дебаевской температуры до температур,
близких к температуре плавления, Seff

i отличается
от Si на некоторую величину, которая близка к кон-
станте, как показано ниже.

На рис. 1 представлена температурная зависи-
мость концентрации гантельных междоузлий в Al,
полученная экспериментально [10] и рассчитанная с
помощью формулы

ln ci(T ) =
Si

kB
− Hi(T = 0)

kBT G(T = 0)
G(T ). (7)

930 920 910 900 890 880 870

T, K

10–3

10–4

ci

0.00108 0.00110 0.00112 0.00114

1/ , KT
–1

Al

Рис. 1. Температурная зависимость концентрации ган-
тельных междоузлий в алюминии, полученная экспери-
ментально [10] (точки) и рассчитанная по уравнению (7)

(сплошная линия)

В этой формуле величина Hi(T = 0) была взята
равной 2.27 эВ [10], в то время как температурно-
зависимый модуль сдвига G был принят равным
модулю упругости C44(T ) [10]. Величина Si/kB ин-
терпретировалась как подгоночный параметр. Ме-
тодом последовательных приближений было уста-
новлено, что наилучшему совпадению соответствует
Si/kB = 7.13.

Рисунок 1 показывает, что кривая ln ci(T
−1), по-

лученная таким образом, дает хорошую аппрокси-
мацию экспериментальных данных. В то же время,
это значение Si/kB существенно меньше, чем эф-
фективная энтропия формирования Seff

i /kB = 22,
полученная в работе [10], но достаточно близ-
ко к оценке энтропии формирования междоузлия
Si/kB ≈ 5–10, полученной Гранато для меди [5, 7].
На рис. 2 показаны температурные зависимости ве-
личин Heff

i , Hi, Seff
i и Si для алюминия, рассчи-

танные с учетом температурной зависимости моду-
ля сдвига. Видно, что эффективные (кажущиеся)
значения этих величин в зависимости от температу-
ры примерно от 1.3 до 3 раз больше соответствую-
щих «истинных» значений. Такую большую разни-
цу необходимо учитывать при расчете концентрации
дефектов.

Следует также обратить внимание на резкое уве-
личение Heff

i и Seff
i при приближении к темпера-

туре плавления. Это связано с производной dG/dT

в уравнениях (5) и (6). Абсолютное значение этой
производной быстро увеличивается выше T = 900 К
[10], отражая тот факт, что концентрация междоуз-
лий демонстрирует увеличивающуюся скорость рос-
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Рис. 2. Температурная зависимость эффективной (кажу-
щейся) и «истинной» энтальпии (a) и энтропии (б) фор-

мирования междоузельных атомов в алюминии

та при приближении к Tm (рис. 1). Поскольку

Seff
i −Heff

i /T = Si −Hi/T

(по их определению), физическая причина быстро-
го роста ci состоит, как показано в [10], в пониже-
нии свободной энергии формирования Гиббса Gi =

= Hi−TSi при повышении температуры вблизи Tm.

3. ОБСУЖДЕНИЕ

Точно такой же анализ можно провести и для
вакансий. Основная причина такой возможности за-
ключается в том, что, как известно, основной вклад
в упругую энергию точечного дефекта любой приро-
ды вдали от него дает упругая сдвиговая (девиатор-
ная) деформация, которая контролируется модулем
сдвига [17]. Поэтому энтальпия формирования для
вакансий также должна быть пропорциональна мо-
дулю сдвига.

Это приводит к нелинейной температурной зави-
симости свободной энергии Гиббса. В недавней ра-
боте Гленск с соавт. [18] провели расчеты ab initio
свободной энергии Гиббса для вакансий в алюминии
и меди. Они обнаружили, что, действительно, тем-
пературная зависимость свободной энергии Гиббса

Al

0.0012 0.0014 0.0016 0.0018

900 800 700 600

T, K

10–3

10–4

10–5

10–6

cv

1/ , KT
–1

Рис. 3. Температурные зависимости концентрации вакан-
сий в алюминии по данным [19–23] (точки) вместе с ре-
зультатом расчета по уравнению (7) (сплошная линия).
Показана также концентрация вакансий, рассчитанная в
рамках cBΩ-модели [34–36] с использованием данных Тал-
лона и Вольфендена [37] � и Вавры [38] (�) по темпера-

турной зависимости объемного модуля

существенно нелинейна. Однако, эта нелинейность
была связана ими с сильной температурной зависи-
мостью энтропии формирования Sv. Они предполо-
жили, что Sv ∼ T при условии постоянства энталь-
пии формирования Hv. Мы показываем в настоя-
щей работе, что существует другой, полностью есте-
ственный источник нелинейного температурного по-
ведения энергии формирования Гиббса для вакан-
сий, обусловленный нелинейной температурной за-
висимостью их энтальпии формирования Hv вслед-
ствие температурной зависимости модуля сдвига и
связанной с ней температурной зависимостью упру-
гой энергии поля их сдвиговых деформаций. Ниже
приведены свидетельство того, что учет темпера-
турной зависимости Hv вполне достаточен для опи-
сания экспериментальных данных по концентрации
вакансий.

На рис. 3 приведены экспериментальные зави-
симости концентрации вакансий cv согласно [19–23]
вместе с кривой, рассчитанной по формуле (7) (с ин-
дексами «i», замененными на «v»), и Hv(T = 0) =

= 0.67 эВ, как получено в [10]. Метод проб и ошибок
показал, что наибольшее согласие наблюдается при
Sv/kB = −2.5. С этими параметрами расчетная кри-
вая cv(T ) практически совпадает с феноменологи-
ческой зависимостью cv(T ), предложенной Зигелем
[24], где учтены моно- и дивакансии в Al.
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Рис. 4. Температурные зависимости эффективной (ка-
жущейся) и «истинной» энтальпии (а) и энтропии (б)
формирования вакансий. На рис. б показаны «истин-
ная» температурно-независимая энтропия формирования
и «истинная» энтропия формирования, рассчитанная с

учетом ее возможной температурной зависимости

На рис. 4 показаны эффективные (кажущиеся)
и «истинные» энтальпия и энтропия формирования
вакансий для алюминия, рассчитанные с использо-
ванием формул (5) и (6) (с индексами «i», заме-
ненными на индексы «v»). В принципе, эти зависи-
мости аналогичны таковым, показанным на рис. 2
для междоузлий. Вновь, эффективные энтальпия и
энтропия являются существенно завышенными по
сравнению с их «истинными» значениями.

Единственным фактом, который кажется стран-
ным на первый взгляд, является отрицательная эн-
тропия формирования вакансий. Следует отметить,
однако, что какие-либо точные расчеты энтропии
формирования вакансий, насколько нам известно,
до сих пор отсутствуют (см. также обсуждение это-
го вопроса в работе [25]). Известные оценки ори-
ентировались на «экспериментальную» (кажущую-
ся) энтропию формирования (например, [26]), кото-
рая, как показано выше, может быть значительно
выше ее «истинного» значения. Хотя принято счи-

тать, что энтропия формирования вакансий всегда
положительна [27, 28] (однако теоретических запре-
тов для ее отрицательного значения нет [29]), имеет-
ся несколько экспериментальных [30, 31] и теорети-
ческих [32, 33] исследований, которые показывают,
что энтропия формирования вакансий в некоторых
простых веществах может быть отрицательной. По-
скольку вопрос об «истинной» энтропии формиро-
вания вакансий важен для оценки их концентрации,
желательны дальнейшие теоретические и вычисли-
тельные работы в этом направлении.

На самом деле уравнения, полученные выше, яв-
ляются достаточно общими и не ограничиваются
случаем, когда энтальпия формирования дефекта
пропорциональна модулю сдвига. Например, так на-
зываемая cBΩ-модель [34–36] предполагает, что эн-
тальпия формирования дефекта пропорциональна
модулю объемной упругости. С целью тестирования
нашего подхода мы проверили, может ли эта мо-
дель описать экспериментальные данные о вакан-
сиях в алюминии с использованием уравнения (7)
и температурно-зависимого изотермического объем-
ного модуля BT вместо сдвигового модуля, исполь-
зованного выше. К сожалению, имеющиеся данные
об изотермическом объемном модуле в Аl доволь-
но скудны и отчасти противоречивы. Чтобы рассчи-
тать концентрацию вакансий, мы взяли данные Тал-
лона и Вольфендена [37] и Вавры [38] и использо-
вали уравнение (7) с температурной зависимостью
BT вместо G(T ), приняв энтропию формирования
Sv в качестве подгоночного параметра. Поскольку
в работе Таллона и Вольфендена [37] не содержит-
ся данных о BT для температур ниже 300 K, мы
приняли значение BT (T = 4.2 K) = 75 ГПа, по-
лученное путем экстраполяции температурной за-
висимости BT к низким температурам. На рисунке
3 приведена полученная таким образом концентра-
ция вакансий. Наилучшее согласие с экспериментом
имеет место при Sv/kB = −0.90 для данных Талло-
на и Вольфендена [37] и Sv/kB = −1.35 для данных
Вавры [38]. Энтропия формирования в обоих слу-
чаях отрицательна (как и выше, при использова-
нии зависящего от температуры модуля сдвига) и,
несмотря на небольшое количество точек, расчеты
с температурной зависимостью BT (T ) [37, 38] при-
водят к весьма хорошему согласию с эксперимен-
том. Большие значения энтропии формирования по
сравнению со случаем использования температур-
но-зависимого модуля сдвига согласуются с мень-
шей производной d lnBT /dT по сравнению с про-
изводной d lnG/dT в соответствии с формулой (6).
Более того, характер соответствия расчетных и экс-
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периментальных температурных зависимостей кон-
центрации вакансий указывает на то, что темпера-
турной зависимости энтальпии формирования (ко-
торая почти линейна в этом температурном диа-
пазоне) вполне достаточно для описания экспери-
ментальных зависимостей концентрации вакансий и
какой-либо необходимости введения в этом диапа-
зоне температур какой-либо существенной темпера-
турной зависимости энтропии формирования нет.

Тем не менее, поскольку выражения (5) и (6) бы-
ли получены в предположении, что «истинная» энт-
ропия формирования Si = const, мы сделали оценку
с целью понять, действительно ли это предположе-
ние приемлемо для вакансий. Обобщение исходных
уравнений путем введения температурно-зависимой
энтропии Sv приводит к соотношению

Sv

kB
=

Hv

kBT
+

∂(T ln cv)

∂T
− T

∂ ln cv
∂T

. (8)

Для численного расчета по этой формуле мы ис-
пользовали упомянутую выше феноменологическую
температурную зависимость cv, предложенную Зи-
гелем [24], и температурно-зависимую энтальпию в
виде

Hv(T ) = Hv(T = 0)C44(T )/C44(T = 0).

Температурная зависимость энтропии формирова-
ния вакансий, рассчитанная с помощью формулы
(8), показана на рис. 4б. Видно, что величина Sv

действительно слабо зависит от температуры и,
в общем, очень близка к значению температурно-
независимой энтропии, упомянутой выше (штрихо-
вая линия на рис. 4). Если энтальпия формирования
Hv рассчитывается по температурной зависимости
модуля объемного сжатия в рамках cBΩ-модели, то
получается приблизительно такой же результат (Sv

слабо зависит от температуры), но со значениями
Sv/kB, лежащими около −0.9 или −1.35, аналогич-
но случаю, изложенному выше для этой модели.

Касаясь вопроса о том, какая модель для эн-
тальпии формирования более приемлема (на основе
сдвигового или объемного модулей), мы полагаем,
что это составляет предмет будущих исследований.
Имеющиеся к настоящему времени данные указыва-
ют больше в пользу модели Гранато, базирующейся
на модуле сдвига. Тем не менее, стоит отметить, что
эффективный модуль упругости, определяющий эн-
тальпию формирования дефектов в ГЦК-металлах
(и, в частности, в Al), определяется комбинацией
трех упругих модулей (не рассматривая их относи-
тельный вклад), например, двумя модулями сдвига,

C44 и (C11−C12)/2, и объемным модулем. Соотноше-
ния (5) и (6) между «истинными» и эффективными
энтальпией и энтропией остаются теми же, но ве-
личина G должна быть заменена соответствующим
упругим модулем, который в любом случае зависит
от температуры. Кроме того, следует отметить, что
температурная зависимость упругих модулей может
влиять на энтальпию и энтропию формирования в
других типах веществ (полупроводниках, оксидах и
т. д.). Более того, эта зависимость может оказывать
влияние на другие термодинамические параметры
точечных дефектов (энтальпия и энтропия мигра-
ции, коэффициенты диффузии и т. д. [39–42]), а так-
же изменять взаимодействие с другими дефектами
кристаллической решетки (дислокациями, двойни-
ками, границами зерен и др.).

В принципе, дополнительный учет ангармонич-
ности межатомного потенциала (основной ангар-
монический вклад учитывается температурной за-
висимостью энтальпии формирования, определяе-
мой температурной зависимостью упругих моду-
лей), связанный со следующими членами разложе-
ния в уравнении (1) (например, рассмотрение моду-
лей упругости третьего порядка), может привести
к некоторой перенормировке эффективного модуля
упругости, но не вызовет каких-либо существенных
изменений сделанных выше выводов.

В любом случае, приведенный выше анализ на-
глядно показывает, что формальное применение
стандартного уравнения Аррениуса к эксперимен-
тальным данным по температурной зависимости
концентрации точечных дефектов приводит к зна-
чительно завышенным значениям энтальпии и эн-
тропии их формирования и этот факт необходимо
принимать во внимание. Вполне вероятно, что мно-
гие предшествующие данные по определению эн-
тальпии и энтропии формирования точечных де-
фектов в кристаллах следует пересмотреть в свете
изложенного выше анализа. В определенном смыс-
ле сделанные выше выводы согласуются с работой
Гленска с соавт. [18], которая также делает вывод о
том, что формальное применение соотношения Ар-
рениуса приводит к неверной оценке энтальпии и
энтропии формирования точечных дефектов в кри-
сталлах. Более того, температурно-зависимую эн-
тальпию формирования точечных дефектов можно
рассмотреть не только для собственных точечных
дефектов (вакансий и междоузлий), но также и для
примесных точечных дефектов. Соотвественно, этот
факт должен быть учтен при анализе их диффу-
зионной подвижности и взаимодействий с другими
дефектами решетки.
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Наконец, важно отметить, что кристалличность
материала не является глобальной отправной точ-
кой в вышеприведенных рассуждениях. Релаксаци-
онные процессы в некристаллических материалах
часто происходят посредством точечно-подобных
структурных перестроек, которые можно рассмат-
ривать как эволюцию «дефектной» структуры стек-
ла. Общепризнано, что эти перестройки контроли-
руются локальной упругостью стекла (см., напри-
мер, [43, 44]) и, следовательно, энтальпия формиро-
вания «дефекта» должна быть температурно-зави-
симой, в соответствии с изложенным выше. Следо-
вательно, уравнение Аррениуса следует использо-
вать с определенной осторожностью и для некри-
сталлических материалов.

4. ВЫВОДЫ

Показано, что стандартное применение соотно-
шения Аррениуса (3) к экспериментальным данным
о температурном изменении концентрации равно-
весных точечных дефектов (вакансий и междоуз-
лий) дает эффективные (кажущиеся) энтальпию и
энтропию формирования, которые существенно за-
вышены по сравнению с их «истинными» значени-
ями, определяемыми на основе экспериментальных
данных при учете температурной зависимости эн-
тальпии формирования. Физическая причина этой
зависимости заключается в температурной зависи-
мости упругих модулей.

С использованием известных эксперименталь-
ных данных по концентрации междоузлий и вакан-
сий в алюминии выполнен расчет «истинных» эн-
тальпии и энтропии формирования. Этот расчет по-
казывает, что кажущиеся энтальпия и энтропия су-
щественно больше «истинных» значений. Показано,
что энтропию формирования вакансий можно при-
близительно считать температурно-независимой.
Обсуждаются следствия рассматриваемого подхо-
да.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Министерства образования и науки РФ (проект
№3.1310.2017/4.6).
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