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О ВЛИЯНИИ МАЛОУГЛОВОГО РАССЕЯНИЯ НА
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Исследуется эффективность туннелирования квазиоптических волновых пучков через область непрозрач-
ности в окрестности плазменной отсечки в случайно-неоднородной магнитоактивной плазме. Предложена
новая теоретическая модель, позволяющая исследовать влияние случайной модуляции фазы, наведенной
флуктуациями плотности на трассе распространения волнового пучка, на эффективность линейной транс-
формации волн в двумерной геометрии, отвечающей условиям эксперимента по нагреву закритической
плазмы в тороидальных магнитных системах. Получено общее аналитическое выражение, связывающее
коэффициент трансформации волнового пучка, усредненный по ансамблю реализаций случайного вол-
нового поля, и его фазовую корреляционную функцию. Проанализирована зависимость коэффициента
трансформации от длины корреляции распределения случайной фазы в пучке и от длины пройденной
трассы до области взаимодействия. Найден порог для длины трассы, при превышении которого флук-
туации становятся доминирующим эффектом. Показана важность учета двумерных эффектов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Линейная трансформация обыкновенной и
необыкновенной волн в окрестности поверхности
плазменной отсечки — не только один из инте-
реснейших фундаментальных волновых процессов
в магнитоактивной плазме, но и важнейшая со-
ставляющая перспективных схем СВЧ-нагрева и
диагностики плотной плазмы, удерживаемой в
магнитных ловушках различной конфигурации,
для освоения управляемого термоядерного синтеза
[1–3]. Существенное влияние флуктуаций плотнос-
ти, характерных для горячей магнитоактивной
плазмы в тороидальных магнитных ловушках, на
процесс линейной трансформации было отмечено
в работе [3], где была предложена простейшая
качественная картина этого явления. Впоследствии
в работах [4–6] на основе более строгого анализа эта
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картина была существенно пересмотрена. В резуль-
тате решения укороченных уравнений Максвелла в
области трансформации в присутствии флуктуаций
было показано, что флуктуации плотности при
параметрах, отвечающих современным эксперимен-
там по микроволновому нагреву плазмы, изменяют
коэффициент трансформации в основном за счет
малоуглового рассеяния на трассе распространения
волнового пучка до области линейного взаимо-
действия. Рассеяние модифицирует падающий
на область трансформации волновой пучок, что
сказывается на его последующей трансформации.
Важно отметить, что при этом не возникает ха-
рактерного для окрестности поверхности отсечки
усиления эффективности рассеяния на флуктуа-
циях плотности плазмы [7], что связано с тонкими
особенностями распространения волн в окрестности
точки поляризационного вырождения [5]. При этом
возмущения усредненного коэффициента транс-
формации в результате возмущения самой области
трансформации обычно пренебрежимо малы.

366

http://dx.doi.org/10.7868/S0044451018030021


ЖЭТФ, том 153, вып. 3, 2018 О влиянии малоуглового рассеяния. . .

Результаты работ [4, 5] были получены в пред-
положении, что регулярные (без учета флуктуа-
ций) градиенты плотности плазмы и модуля маг-
нитного поля сонаправлены; в работе [6] неоднород-
ность магнитного поля вообще не учитывалась. При
этом регулярная плазма ранее всегда описывалась в
рамках одномерного приближения, в то время как
флуктуации приводили к трехмерным возмущени-
ям одномерной геометрии. С другой стороны, та-
кое предположение заведомо не выполняется для
тороидальных установок за исключением выделен-
ного случая экваториального ввода излучения. Из-
вестно, что неодномерный характер области транс-
формации в регулярной тороидальной плазме при-
водит к качественно новым физическим эффектам
[8–10], которые в определенных условиях могут су-
щественно влиять на эффективность трансформа-
ции [11–15].
В настоящей работе мы исследуем влияние

флуктуаций плотности на процесс линейной транс-
формации в двумерно-неоднородной магнитоактив-
ной плазме. При этом необходимо иметь в виду, что
учет трехмерной неоднородности магнитного поля
и кривизны магнитных поверхностей в токамаках
и стеллараторах не приводит к качественному
изменению уравнений, описывающих линейную
трансформацию. Как показано в работах [12, 15],
эти уравнения все равно могут быть сведены к
«эталонным» двумерным уравнениям, формально
совпадающим с рассматриваемыми ниже. Это
обстоятельство позволяет ограничиться более про-
стой двумерной моделью области трансформации,
в которой направление магнитного поля считается
неизменным.

2. УСРЕДНЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА
ТРАНСФОРМАЦИИ ПО СЛУЧАЙНЫМ
РЕАЛИЗАЦИЯМ ВОЛНОВОГО ПОЛЯ

Как было показано в работе [4], основной путь
влияния флуктуаций на эффективность трансфор-
мации — малоугловое рассеяние на трассе, при этом
влиянием флуктуаций на сам процесс туннелиро-
вания через область непрозрачности можно прене-
бречь. Под малоугловым мы будем понимать рассе-
яние на флуктуациях, характерные масштабы кото-
рых много больше длины волны излучения. Такое
рассеяние приводит к дополнительной фазовой мо-
дуляции волнового пучка, но не к отклонению или
отражению пучка как целого. Как было показано
в работах [4,5], область трансформации в этом про-
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Рис. 1. Система координат и область непропускания (изоб-
ражена штриховкой) для левополяризованных плоских
электромагнитных волн с заданными kz = ωN‖/c и ky = 0

цессе ничем не выделена, т. е. в ней рассеяние проис-
ходит с той же эффективностью, что и вне ее, а уси-
ления эффективности рассеяния, характерного для
области отсечки в случае, когда моды распростра-
няются независимо, нет. При этом размеры области
трансформации, как правило, много меньше дли-
ны полной трассы распространения пучка. Поэтому
для описания процесса трансформации мы можем
считать, что в области линейного взаимодействия
флуктуаций нет. Таким образом, мы приходим к
следующей постановке задачи: пучок, испытавший
влияние флуктуаций на трассе, падает на регуляр-
ную область трансформации. Также будем считать,
что пучок был введен под оптимальным (без учета
флуктуаций) углом, обеспечивающим наиболее эф-
фективную трансформацию [1].
Рассмотрим плавно неоднородную магнитоак-

тивную плазму с двумерными и регулярными рас-
пределениями плотности плазмы ne(x, y) и модуля
магнитного поля B(x, y). Система координат в плос-
кости x, y введена на рис. 1. Будем считать, что на-
правление магнитного поля постоянно и совпадает с
осью z. Область трансформации при этом находится
в окрестности точки пересечения поверхностей

ε+(x, y)−N2
‖ = 0,

ε‖(x, y) = 0,
(1)

где ε+ и ε‖ — компоненты тензора диэлектрической
проницаемости в стиксовом представлении,

ε‖ = 1− ne

ncr
, ε+ = 1− ne/ncr

1 +B/Bres
,

ncr = meω
2/4πe2 — критическая концентрация

плазмы для частоты волны ω, Bres = mecω/e — маг-
нитное поле, соответствующее электронному цикло-
тронному резонансу, а N‖ — продольный по отноше-
нию к магнитному полю показатель преломления,
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который в нашем приближении сохраняется (слу-
чай, когда продольный показатель преломления не
сохраняется, рассмотрен в работах [12, 15]).
Коэффициент трансформации обыкновенной

волны в необыкновенную по интенсивности может
быть определен как доля потока электромагнитной
энергии, просачивающейся через область непро-
пускания ε‖(ε+ − N2

‖ ) < 0. Для рассматриваемой
геометрии эта задача впервые решена в работе
[9]. В частности, для нормированного распределе-
ния амплитуды в падающем монохроматическом
волновом пучке вида

A(y) exp(ik0N‖z − iωt),

∞∫
−∞

|A(y)|2dy = 1

коэффициент трансформации T может быть вычис-
лен как свертка с функцией Грина

T =

∞∫
−∞

G(y1, y2)A(y1)A
∗(y2) dy1dy2, (2)

G(y1, y2) =

√
sinα

πL2
∇ (1− exp (−4α̃))

×

× exp

(
2y1y2 − (y21 + y22) ch 2α̃

2L2
∇ sh 2α̃/ sinα

)
.

Здесь α определяет угол между поверхностями (1),

α =
1

2
arccos

(∇ε+,∇ε‖)
|∇ε+||∇ε‖| , α̃ = π tgα,

L∇ определяет характерный масштаб области
трансформации,

L∇ =

(
N2

‖
2k20 |∇ε+||∇ε‖|

)1/4

,

k0 = ω/c — вакуумное волновое число. Предел α →
→ 0 соответствует плоскослоистому приближению
в случае оптимального направления распростране-
ния N‖ =

√
B0/(B0 +Bres), где B0 = B(0, 0). Функ-

ция Грина в этом случае зависит только от разности
y1 − y2,

G(y1, y2) =
1

2πL∇
exp

(
− (y1 − y2)

2

4πL2
∇

)
,

поэтому мы можем перейти к фурье-представлению:

G(y1, y2) =

∫
g(k) exp (−ik(y1 − y2)) dk,

g(k) = (2π)−1 exp(−πL2
∇k2).

(3)

Вспомним наше предположение, что флуктуации
меняют структуру падающего пучка A(y), но не про-
являются в самой области трансформации. После
усреднения по ансамблю флуктуаций коэффициент
трансформации примет вид

〈T 〉 =
∫

G(y1, y2)〈A(y1)A∗(y2)〉 dy1dy2. (4)

Поскольку параметры плазмы в области трансфор-
мации мы считаем детерминированными, функция
Грина G вынесена из-под усреднения. Таким обра-
зом, в двумерно-неоднородном случае усредненный
коэффициент трансформации определяется двой-
ным интегралом от кросскорреляционной функции
〈A(y1)A∗(y2)〉 для комплексной амплитуды падаю-
щего пучка. В одномерном случае ситуация упроща-
ется — усредненный коэффициент трансформации
полностью определяется усредненной спектральной
плотностью 〈|A(k)|2〉 падающего случайно-неодно-
родного пучка:

〈T 〉 =
∞∫

−∞
g(k)〈|A(k)|2〉 dk,

〈|A(k)|2〉 =
∫

A(y1)A
∗(y2) exp (−ik(y1−y2)) dy1dy2.

Таким образом, в плоскослоистой среде эффектив-
ность трансформации определяется шириной спек-
тра падающего на область трансформации волно-
вого пучка — в общем случае, чем шире спектр,
тем ниже эффективность трансформации. Ушире-
ние спектральной ширины пучка из-за малоуглово-
го рассеяния на флуктуациях плотности может су-
щественно снизить эффективность трансформации,
поскольку это уширение накапливается на трассе до
области взаимодействия. В двумерно-неоднородной
среде ситуация несколько меняется, поскольку ко-
эффициент трансформации уже не определяется од-
нозначно шириной спектра падающего пучка.

3. УСРЕДНЕНИЕ ДЛЯ СЛУЧАЙНОЙ
ФАЗОВОЙ МОДУЛЯЦИИ ВОЛНОВОГО

ПОЛЯ

В нашей задаче можно считать, что малоугловое
рассеяние на флуктуациях в первую очередь воз-
мущает распределение фазы в падающем волновом
пучке. Мы будем считать, что длина трассы рас-
пространения пучка до области трансформации ltr
меньше характерной дифракционной длины

ltr < ld ∼ k0/(Δk)2,

368



ЖЭТФ, том 153, вып. 3, 2018 О влиянии малоуглового рассеяния. . .

где Δk — характерная ширина спектра пучка. Это
приближение выглядит оправданным, поскольку в
тороидальных установках область трансформации
находится близко к периферии плазмы [2]. Рассмот-
рение более длинных трасс не представляет для нас
интереса — модуляция фазы для таких трасс будет
настолько сильна, что эффективная трансформация
станет невозможной. Действительно, если трасса
распространения настолько длинная, что из-за ди-
фракционной расходимости флуктуации приведут
к дополнительному расплыванию пучка, то можно
утверждать, что флуктуации полностью «разруши-
ли» падающий пучок и говорить о его эффективной
трансформации не имеет смысла.

С учетом сделанных предположений падающий
пучок можно рассмотреть в виде

A(y) = Ã(y) exp(iφ(y)),

где Ã(y) — детерминированное распределение ком-
плексной амплитуды, φ(y) — добавленная к нему
случайная фаза. Кросскорреляционная функция
при этом перепишется как

〈A(y1)A∗(y2)〉 = Ã(y1)Ã
∗(y2)〈exp(iφ(y1)− iφ(y2))〉.

Далее естественно предположить (как это было сде-
лано, например, в работе [7]), что случайные фазы
φ(y1) и φ(y2), являющиеся интегралами от незави-
симых одинаково распределенных случайных вели-
чин, имеют в силу центральной предельной теоре-
мы нормальное распределение. Этого предположе-
ния достаточно, чтобы явно провести усреднение.
Величина Δφ = φ(y1) − φ(y2) тоже имеет нормаль-
ное распределение с нулевым математическим ожи-
данием. Разложим экспоненту в ряд и усредним сла-
гаемые по отдельности, учитывая, что средние от
нечетных степеней равны нулю:

〈exp(iΔφ)〉 =
〈 ∞∑

n=0

(iΔφ)n

n!

〉
=

=

∞∑
m=0

1

(2m)!

〈(−(Δφ)2
)m〉

.

Вычисляя среднее от четных степеней, воспользуем-
ся нормальным распределением величины Δφ:

∞∑
m=0

1

(2m)!

〈(−(Δφ)2
)m〉

=

=

∞∑
m=0

(2m− 1)!!

(2m)!

〈−(Δφ)2
〉m

=

=
∞∑

m=0

1

2mm!

〈−(Δφ)2
〉m

= exp

(
−1

2

〈
(Δφ)2

〉)
.

В итоге получаем

〈exp(iΔφ)〉 = exp

(
−1

2

〈
(φ(y1)− φ(y2))

2
〉)

.

Допустим теперь, что свойства распределения
флуктуаций не меняются на апертуре пучка, т. е.

〈φ(y1)φ(y2)〉 = Cor(y1 − y2),

〈φ2(y)〉 = Cor(0) = const.
В результате мы можем выразить результат усред-
нения через детерминированную функцию Φ от раз-
ности y1 − y2:

〈exp(iΔφ)〉 = exp
(−〈φ2〉+〈φ(y1)φ(y2)〉

)
= Φ(y1−y2),

где

Φ(y1 − y2) = exp (Cor(y1 − y2)− Cor(0)) . (5)

Отметим, что функция Φ(Δy) должна удовлетво-
рять следующим естественным условиям:

Φ(0) = 1, Φ(∞) = exp
(−〈φ2〉) .

Первое условие очевидно, второе условие означает,
что при Δy = y1 − y2 → ∞ фазы оказываются пол-
ностью некоррелированными.
Введенная функция Φ позволяет учитывать вли-

яние модуляции фазы на эффективность трансфор-
мации просто с помощью добавления дополнитель-
ного детерминированного множителя в интеграль-
ный оператор (2):

〈T 〉 =
∞∫

−∞
G(y1, y2)Ã(y1)Ã

∗(y2)Φ(y1−y2) dy1dy2. (6)

Аналогичным образом можно ввести усредненную
спектральную плотность пучка,

〈|A(k)|2〉 =
∫

Ã(y1)Ã
∗(y2)Φ(y1 − y2)×
× exp (−ik(y1 − y2)) dy1dy2,

полностью определяющую усредненный коэффици-
ент трансформации в одномерном приближении.

2 ЖЭТФ, вып. 3
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Функция Φ(Δy) задается распределением флук-
туаций плотности плазмы на всей трассе волново-
го пучка до области трансформации, явное опреде-
ление этой функции требует решения полной зада-
чи распространения волнового пучка в случайно-не-
однородной плазме. Детальный анализ этой задачи
выходит за рамки нашей работы, отметим лишь, что
подобная задача рассматривалась, например, в ра-
ботах [7, 16, 17]. После нахождения функции Φ(Δy)

соотношение (6) позволяет в явном виде учесть вли-
яние «трассовых» эффектов флуктуаций плотности
плазмы на эффективность линейной трансформа-
ции для любого заданного пучка с учетом неод-
номерного характера неоднородности. Это универ-
сальное соотношение мы рассматриваем как основ-
ной результат работы.

4. ЭФФЕКТИВНОСТЬ ТРАНСФОРМАЦИИ
ГАУССОВОГО ПУЧКА ДЛЯ МОДЕЛЬНОЙ

ФАЗОВОЙ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНКЦИИ

В этом разделе мы исследуем достаточно об-
щий пример, позволяющий на качественном уровне
проанализировать эффекты, связанные с двумер-
ной геометрией области трансформации. Рассмот-
рим флуктуации фазы с гауссовым пространствен-
ным спектром вдоль y (поперек волнового пучка) и
дельта-коррелированными фурье-гармониками. Со-
ответствующая кросскорреляционная функция в ре-
альном пространстве имеет вид

Cor(y1 − y2) = 〈φ2〉 exp
(
− (y1 − y2)

2

λ2
y

)
. (7)

Параметр λy имеет очевидный физический смысл —
это корреляционная длина флуктуаций плотности
плазмы поперек пучка, а 〈φ2〉 определяет однород-
ную амплитуду флуктуаций фазы. Для оценки ве-
личины 〈φ2〉 рассмотрим простейшую диффузион-
ную модель, считая, что характерные масштабы
флуктуаций λx ≈ λy ≈ λfl вдоль и поперек направ-
ления пучка одинаковы, а амплитуда флуктуаций
плотности плазмы однородна и равна δn, плотность
основной плазмы мы при этом будем считать су-
щественно меньшей критической. При прохождении
пучком длины λx фаза пучка, отвечающая заданной
поперечной координате, получает случайную добав-
ку δφ ≈ (1/2)k0λyδn/ncr. Эволюция распределения
плотности вероятности фазы при распространении
пучка на конечное расстояние ltr 
 λfl описывает-
ся уравнением диффузии с коэффициентом диффу-

зии Dφ ≈ (1/2)δφ2/λx, поэтому величина 〈φ2〉 может
быть рассчитана как 〈φ2〉 = 2Dφltr или

〈φ2〉 ≈ 1

4
k20ltrλfl

(
δn

ncr

)2

. (8)

Эта формула верно передает зависимость от часто-
ты излучения, масштаба и амплитуды флуктуаций,
поэтому может использоваться для оценки уровня
флуктуаций фазы пучка. Для моделирования усло-
вий реальных экспериментов может потребоваться
расчет величины 〈φ2〉 = 2

∫
Dφdl, т. е. интегрирова-

ние неоднородного коэффициента диффузии вдоль
трассы распространения с учетом дисперсионных
свойств плазмы. Как нетрудно заметить, эта проце-
дура приводит в основном к переопределению эф-
фективной величины ltr в формуле (8).
В соответствии с формулой (5), функция Φ(Δy),

отвечающая кросскорреляционной функции (7),
принимает вид

Φ(Δy) = exp

(
−〈φ2〉

(
1− exp

(
−Δy2

λ2
y

)))
. (9)

Несмотря на ясный физический смысл, функция (9)
при подстановке в (6) приводит к неоправданно гро-
моздким выражениям для усредненного коэффици-
ента трансформации. Поэтому для упрощения даль-
нейшего анализа мы заменим «строгое» выражение
на новую модельную функцию Φ(Δy), допускаю-
щую простое вычисление интеграла (6) для гауссо-
вых пучков.
Эта модельная функция может быть выбрана в

виде

Φ(Δy) = (1− ξ) exp

(
−Δy2

λ2
0

)
+ ξ,

ξ = exp
(−〈φ2〉) , (10)

где λ0 — параметр, который находится из требо-
вания близости формул (9) и (10) при всех значе-
ниях Δy/λy и 〈φ2〉. Условие совпадения (9) и (10)
при 〈φ2〉 → 0 дает λ0 ≈ λy . В обратном пределе
〈φ2〉 → ∞ мы можем пренебречь ξ → 0 в форму-
ле (10), а в формуле (9) разложить exp(−Δy2/y2cor)

в ряд по Δy/λy, поскольку Φ(Δy) � 1 уже при
Δy2/y2cor � 1 (малые значения не вносят вклад в
коэффициент трансформации). Из этого получаем
λ0 ≈ λy〈φ2〉−1/2 при 〈φ2〉 → ∞. Простейшая форма,
обеспечивающая обе указанные асимптотики, имеет
вид

λ0 =
λy√

1 + 〈φ2〉 . (11)
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Рис. 2. а) Функция Φ(Δy/λ0, 〈φ2〉), рассчитанная по формуле (9). б) ОшибкаΔΦ(Δy/λ0, 〈φ2〉), вычисленная как разность
между выражением (9) и модельным выражением (10), (11)

Здесь нужно отметить, что λ0 — это характеристи-
ка именно фазовой модуляции (которая может ме-
няться на трассе из-за изменения 〈φ2〉), а не ха-
рактерный пространственный масштаб флуктуаций
плотности λy ≈ λfl. На рис. 2 приведена функ-
ция Φ(Δy/λ0, 〈φ2〉), рассчитанная по формуле (9), и
ошибка, вычисленная как разность между выраже-
нием (9) и модельным выражением (10), (11). Видно,
что выбранное модельное выражение обеспечивает
приемлемую точность во всей области параметров.
В качестве частного, но практически универ-

сального, случая рассмотрим падающий пучок с
гауссовым распределением амплитуды и квадратич-
ной регулярной фазой:

Ã(y) =
1√

ay
√
π

exp

(
− y2

2a2y
− iKyy

2

2

)
. (12)

Подставим это распределение в (2) и найдем невоз-
мущенный коэффициент трансформации без учета
флуктуаций:

T =

=
1 + th α̃√

1+(a2y/a
2
0+a20/a

2
y+K2

ya
2
0a

2
y) th α̃+th2 α̃

, (13)

где a20 = L2
∇/ sinα. Прежде чем рассматривать

флуктуации, прокомментируем невозмущенное со-
отношение (13). При α > 0 существует оптимальный

пучок с ay = a0 и Ky = 0, испытывающий полную
трансформацию, T = 1. При α < 0 в формулу (13)
следует подставлять α2

0 < 0; пучок с наибольшим
коэффициентом трансформации соответствует ay =

= |a0| и Ky = 0, коэффициент трансформации при
этом равен

T =
1 + th α̃

1− th α̃
= exp(−2π tg |α|) < 1.

Таким образом, в двумерной геометрии |a0| =

= L∇/
√
sin |α| определяет оптимальный размер

гауссова пучка при любом знаке α [9]. При Ky 
= 0

максимальный коэффициент трансформации реали-
зуется для пучка шириной

ay = |a0|(1 +K2
ya

4
0)

−1/4.

В одномерном случае (α → 0) коэффициент транс-
формации представляется в виде

T =
ay√

a2y + πL2
∇(1 +K2

ya
4
y)

, (14)

а оптимальный пучок переходит в оптимальную
плоскую волну.
Для гауссового пучка (12) и модельной функции

(10), (11) возмущенный за счет флуктуаций коэф-
фициент трансформации (2) также может быть вы-
числен явно. Ответ можно представить в виде

〈T 〉 = (1− ξ)T̃ + ξT, (15)
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где T определяется формулой (13) или в плоскосло-
истом приближении (14), а T̃ отличается от T заме-
ной

K2
y → K̃2

y = K2
y +

4

a2yλ
2
y

(
1 + 〈φ2〉) ×

×
(
1 +

a2y
L2
∇

sinα th α̃

)
. (16)

Как и следовало ожидать, флуктуации фазы фор-
мально учитываются дополнительной регулярной
фазовой модуляцией. Из выражения (16) видно, что
с ростом α эффективная фазовая модуляция уве-
личивается. Это должно приводить к уменьшению
максимально возможного коэффициента трансфор-
мации, при этом оптимальный размер падающе-
го пучка, соответствующий наиболее эффективной
трансформации, также уменьшается.
Из соотношения (15) видно, что, для того что-

бы флуктуации могли существенно повлиять на ко-
эффициент трансформации, требуется одновремен-
ное выполнение двух условий: ξ должно отличаться
от единицы и T̃ должно отличаться от T . Первое
условие означает, что среднеквадратичное значение
случайной фазы должно быть достаточно большим
(сопоставимым с единицей),

〈φ2〉 � 1, (17)

т. е. пучок как целое должен иметь случайную фазу.
Второе условие означает, что связанная с флуктуа-
циями добавка к эффективной кривизне (16) долж-
на стать сравнимой с остальными членами в выра-
жении (13),

K̃2
y −K2

y � K2
y ,

1

a4y
,
1

a40
,

1

a2ya
2
0 th α̃

.

Пренебрегая Ky → 0 и считая ay ≈ |a0| для пучков,
близких к оптимальному, можно переписать нера-
венство как

1 + 〈φ2〉 � λ2
y

4L2
∇

1 + th |ã|
th α̃

sinα ≈

≈ λ2
y

4πL2
∇
(1 + π|α|). (18)

С увеличением параметра «двумерности» α влия-
ние флуктуаций на пучки с оптимальной шириной
ослабляется.
Комбинируя соотношения (8), (17) и (18), можно

указать длину трассы излучения, на которой мало-
угловое рассеяние приведет к заметной модифика-
ции коэффициента трансформации:

ltr >
4

k20λfl(δn/ncr)2

(
1 +

λ2
fl

4πL2
∇
(1 + π|α|)

)
. (19)

В качестве примера на рис. 3 приведена зави-
симость коэффициента трансформации T от шири-
ны вводимого гауссового пучка без фазовой модуля-
ции ay и длины пройденной до области трансфор-
мации трассы ltr для четырех значений «параметра
двумерности» α. Параметры модели выбраны так,
чтобы примерно отвечать экспериментам по нагре-
ву излучением с частотой порядка 100 ГГц в тока-
маке средних размеров с магнитным полем порядка
5 Тл [18,19]. Корреляционная длина флуктуаций со-
ставляет несколько ионных гирорадиусов, уровень
флуктуаций соответствует уровню МГД-возмуще-
ний на периферии плазмы [20]. Из рисунков вид-
но, что, несмотря на то что по мере распростране-
ния пучка влияние флуктуаций заметно уменьшает
эффективность трансформации, эффекты двумер-
ной неоднородности остаются важными. Более то-
го, выраженная «двумерность» области линейного
взаимодействия приводит к тому, что для пучков
с размером, близким к оптимальному, трансфор-
мация остается достаточно эффективной даже при
больших длинах трасс распространения (T ≈ 50%
при ltr = 10 см).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы рассмотрели влияние случайной модуля-
ции фазы, наведенной флуктуациями плотности на
трассе распространения пучка, на эффективность
трансформации в двумерной геометрии. При этом
средний коэффициент трансформации удалось вы-
разить через свертку от детерминированных функ-
ций, характеризующих геометрию области рассея-
ния, регулярную часть формы пучка и корреля-
ционную функцию распределения случайной фазы.
Для модельной корреляционной функции получе-
но выражение коэффициента трансформации через
дисперсию и длину корреляции распределения слу-
чайной фазы в пучке. При этом показано, что дву-
мерный характер трансформации должен учиты-
ваться.
Как было отмечено в работах [13–15], сходный

с флуктуациями вклад в коэффициент трансфор-
мации может вносить кривизна магнитных силовых
линий и магнитных поверхностей. Их влияние так-
же может быть оценено через параметр Ky, входя-
щий в рассчитанный нами коэффициент трансфор-
мации (13):

Ky ∼ π/(RL∇), (20)
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Рис. 3. Усредненный по реализациям поля коэффициент трансформации T (ay, ltr) в зависимости от начальной ширины
гауссового пучка ay и пройденной длины до области трансформации ltr для четырех значений угла α: α = 0 (одномерный
случай) (а), 0.01 (б), 0.04 (в), 0.25 (г). В начальный момент (ltr = 0) пучок вводится без фазовой модуляции, падаю-
щее поле задано распределением (12) с Ky = 0. Остальные параметры модели выбраны следующими: k0 = 24 см−1,

δn/ncr = 3%, λfl = 1.5 см, L∇ = 0.5 см

где R — радиус кривизны магнитной поверхности.
При этом было показано, что такая кривизна яв-
ляется наиболее важным эффектом, связанным с
регулярной неоднородностью. Таким образом, ес-
ли мы сравним эффективную фазовую модуляцию
(16), наводимую флуктуациями, с эффективной фа-
зовой модуляцией (20), связанной с кривизной маг-
нитной поверхности, и учтем условие (17), то полу-
чим модифицированный критерий для длины трас-

сы распространения, на которой флуктуации стано-
вятся доминирующим эффектом:

ltr >
4

k20λfl(δn/ncr)2

(
1 +

π2

4

λ2
fla

2
y

R2L2
∇

)
.

При выполнении этого условия рассмотренные в
работе эффекты становятся более важными, чем
эффекты кривизны. Интересно отметить, что если
второе слагаемое в скобках больше единицы, то
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существует диапазон длин трасс, на которых фаза
пучка в целом уже случайная, 〈φ2〉 > 1, однако
флуктуации все еще не привели к сильным искаже-
ниям формы фазового фронта.

Работа выполнена при финансовой поддержке
программы Президиума РАН №13П «Конденсиро-
ванное вещество и плазма при высоких плотностях
энергии», проект «Исследование возможностей мик-
роволнового СВЧ-нагрева и диагностики плотной
плазмы в перспективных альтернативных системах
управляемого термоядерного синтеза с магнитным
удержанием».
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1 (1973).

2. H. P. Laqua, V. Erckmann, H. J. Hartfuß, and H. La-
qua, Phys. Rev. Lett. 78, 3467 (1997).

3. H. P. Laqua, Plasma Phys. Control. Fusion 49, R1
(2007).

4. A. G. Shalashov and E. D. Gospodchikov, Plasma
Phys. Control. Fusion 56, 125011 (2014).

5. Е. Д. Господчиков, Т. А. Хусаинов, А. Г. Шалашов,
Физика плазмы 42, 695 (2016).

6. A. Yu. Popov, Plasma Phys. Control. Fusion 57,
025010 (2015).

7. E. V. Sysoeva, E. Z. Gusakov, and S. Heuraux,
Plasma Phys. Control. Fusion 55, 115001 (2013).

8. H. Weitzner, Phys. Plasmas 11, 866 (2004).

9. E. D. Gospodchikov, A. G. Shalashov, and E. V. Su-
vorov, Plasma Phys. Control. Fusion 48, 869 (2006).

10. А. Ю. Попов, А. Д. Пилия, Физика плазмы 33, 128
(2007).

11. A. Yu. Popov, Plasma Phys. Control. Fusion 49, 1599
(2007).

12. A. G. Shalashov and E. D. Gospodchikov, Plasma
Phys. Control. Fusion 52, 115001 (2010).

13. E. D. Gospodchikov, T. A. Khusainov, and A. G. Sha-
lashov, Plasma Phys. Control. Fusion 54, 045009
(2012).

14. Т. А. Хусаинов, Е. Д. Господчиков, А. Г. Шалашов,
Физика плазмы 38, 99 (2012).

15. Т. А. Хусаинов, А. Г. Шалашов, Е. Д. Господчиков,
https://www.researchgate.net/publication/321966325,
DOI:10.13140/RG.2.2.16649.95844.

16. E. V. Sysoeva et al., Nucl. Fusion 55, 033016 (2015).

17. E. Z. Gusakov et al., Plasma Phys. Control. Fusion
44, 1565 (2002).

18. V. Shevchenko, G. Cunningham, and A. Gurchenko,
Fusion Sci. Technol. 52, 202 (2007).

19. A. Bruschi, R. Bozzi, S. Cirant et al., Fusion Eng.
Des. 53, 431 (2001).

20. E. Z. Gusakov, A. D. Gurchenko, A. B. Altukhov et
al., Plasma Phys. Control. Fusion 48, A371 (2006).

374



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


