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Теоретически исследовано влияние кулоновского взаимодействия в промежуточном состоянии на неупру-
гий резонансный процесс рассеяния света электронами в квантовых кольцах в магнитном поле, нормаль-
ном к плоскости кольца. В качестве примеров рассматриваются одно- и двухэлектронные квантовые
кольца.
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1. ВВЕДЕНИЕ

При резонансном неупругом рассеянии света в
твердых телах промежуточное состояние отличает-
ся от начального и конечного присутствием в нем
виртуальной электрон-дырочной пары. Естествен-
но, возникает проблема учета кулоновского взаимо-
действия как внутри пары, так и с имевшимися в
начальном состоянии частицами. Во многих рабо-
тах [1–14] отмечается недостаточность упрощенного
подхода, игнорирующего кулоновские эффекты и,
следовательно, сложную структуру энергетическо-
го спектра промежуточного состояния. Получаемые
на этом пути результаты применимы лишь при до-
статочно большой отстройке от резонанса (в полу-
проводниках это разность энергии падающего фо-
тона и эффективной ширины запрещенной зоны).
Нам известна только работа Ивченко [15], в кото-
рой кулоновское взаимодействие в промежуточном
состоянии учтено по теории возмущений на примере
неупругого рассеяния света на примесном центре. В
нашей недавней работе [16] мы рассматривали тот
же эффект на доноре в двумерной системе и по-
казали, что существуют определенные соотношения
между поляризацией и интенсивностью рассеянного
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света, которые не зависят от используемого прибли-
жения для учета межчастичного взаимодействия.

В предлагаемой работе рассматривается неупру-
гое рассеяние света квантовыми кольцами (КК),
когда в начальном и конечном состояниях зона про-
водимости заселена электронами. Неупругий эф-
фект при рассеянии света связан с возбуждением
этой электронной системы.

Для дифференциального сечения рассеяния (на
одно КК) можно написать следующее выраже-
ние [5]:

d2σ

dωdΩ
=
ω2

ω1
|ΓFI |2δ(EF − EI − ω), (1)

где введена амплитуда рассеяния ΓFI , для которой
имеем в резонансном приближении

ΓFI =
e2

c2

∑
M

〈F |
∑
i

{vi, e
−iQ2·Ri}e∗2|M〉〈M | ×

×
∑
i

{vi, e
iQ1·Ri}e1|I〉 (EI − EM + ω1)

−1 . (2)

Здесь {A,B} = (AB + BA)/2, Ri = (ri, zi) — про-
странственный 3D-вектор, соответствующий коор-
динате i-й частицы, r = (ρ, ϕ) — 2D-вектор в плос-
кости кольца, ω1,2, e1,2, Q1,2 — соответственно час-
тоты, векторы поляризации, волновые векторы па-
дающего и рассеянного света, ω = ω1 − ω2 — сдвиг
частоты при неупругом рассеянии, vi — оператор
скорости i-й частицы, Q = (q, Qz); ось z выбрана
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вдоль нормали к плоскости кольца. Здесь и далее
� = 1. Индексы «I, F , M» соответствуют началь-
ным, конечным и промежуточным состояниям си-
стемы, EI , EF , EM — энергии этих состояний. В
качестве конкретных примеров, демонстрирующих
роль кулоновских эффектов, мы рассмотрим КК с
одним и двумя электронами. Соответственно, в про-
межуточных состояниях фигурируют трехчастич-
ная (два электрона + дырка) и четырехчастичная
(три электрона + дырка) системы.

2. РЕЗОНАНСНОЕ РАССЕЯНИЕ СВЕТА В
ОДНОЭЛЕКТРОННОМ КОЛЬЦЕ

В этом разделе рассматривается рамановское ре-
зонансное рассеяние (РРР) света электроном в КК
с участием валентной зоны. В начальном состоянии
имеются размерно-квантованный электрон в зоне
проводимости и заполненная валентная зона. То же
относится и к конечному состоянию, только элек-
трон будет занимать другой уровень. В промежу-
точном состоянии имеем два электрона в зоне про-
водимости и дырку в валентной зоне. Учет кулонов-
ского взаимодействия этих трех частиц приводит к
сложной структуре энергетического спектра проме-
жуточного состояния. Спектр этот, очевидно, дис-
кретен ввиду финитности движения в кольце. Если
линия возбуждения достаточно узкая, то, настраи-
ваясь частотой падающего света (или внешними по-
лями, влияющими на положение уровней) на резо-
нанс с тем или иным уровнем промежуточного со-
стояния, можно, как показывают расчеты, обнару-
жить изменения в интенсивности и поляризацион-
ных свойствах рассеянного излучения. Разумеется,
эта информация теряется в теориях, не учитываю-
щих кулоновское взаимодействие в промежуточном
состоянии.

Физически ясно, что низшим по энергии состоя-
нием системы «дырка + два электрона» являет-
ся трион (принятое обозначение X−). Из вариаци-
онных расчетов энергии триона для прямолиней-
ной квантовой проволоки [17] следует, что связан-
ное состояние триона существует лишь при нулевом
суммарном спине электронов, когда координатная
часть волновой функции симметрична по электрон-
ным координатам. Предполагая радиус КК боль-
шим по сравнению с эффективным боровским ра-
диусом aB и учитывая, что в 1D-системе размеры
как экситона, так и триона меньше aB [17], будем
считать, что и в КК триону отвечает синглетное со-
стояние, т. е. симметричная по электронам коорди-

натная волновая функция, а триплетному состоя-
нию электронной пары соответствует экситон и де-
локализованный на кольце электрон (при этом вол-
новая функция антисимметрична по электронам).

Главная трудность задачи состоит в построении
корректной волновой функции такого трехчастич-
ного комплекса с учетом кулоновского взаимодей-
ствия между частицами. Ниже вычисляются и срав-
ниваются сечения РРР для двух моделей промежу-
точного состояния: невзаимодействующие частицы
и частицы, образующие трион. В приближении эф-
фективной массы выпишем выражения для блохов-
ских функций начального, конечного и промежу-
точного состояний. Волновая функция начального
состояния имеет вид

|I〉 = ΨI
m,μ(R1,R2,R3) = ψc

m(ϕ1)δ(ϕ2 − ϕ3)×
× f c(z1)f

v(z2)f
v(z3)g

c(ρ1)g
v(ρ2)g

v(ρ3)u
c
μ(R1)×

×
∑
λ′
uvλ′(R2)u

v∗
−λ′(R3)/

√
2. (3)

Здесь индексы «1, 2» относятся к электронам, «3» —
к дырке, ψc

m(ϕ) = eimϕ/
√
2π — одночастичная ор-

битальная волновая функция электрона в кольце,
ucμ(R), uvλ(R) — амплитуды блоховских функций в
зоне проводимости и в валентной зоне, μ = ±1,
λ = ±1 — спиновые индексы, f c,v(z) — размер-
но-квантованная функция поперечного движения
по z, gc,v(ρ) — размерно-квантованная функция в
плоскости, ограничивающая радиальное движение
электронов в кольце (мы рассматриваем одномерное
кольцо).

Далее в качестве примера будет рассматриваться
РРР с участием спин-отщепленной ветви валентной
зоны, для которой

uvλ(R) =
1√
3
(Z(R)ξλ + (λX(R) + iY (R))ξ−λ). (4)

Блоховская амплитуда электрона зоны проводимос-
ти равна ucμ = S(R)ξμ, S(R) — сферически-симмет-
ричная функция, ξμ — спиноры вида

ξ+1 =

(
1

0

)
, ξ−1 =

(
0

1

)
. (5)

Блоховскуюфункцию конечного состоянияΨF мож-
но определить, используя выражение (3) c заменой
m→ m′, μ→ μ′.

Трехчастичную волновую функцию промежу-
точного состояния, антисимметричную относитель-
но электронов, можно представить в виде
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|M〉 = ΨM
γ,S,ν,λ(R1,R2,R3) =

= f c(z1)f
c(z2)f

v(z3)g
c(ρ1)g

c(ρ2)g
v(ρ3)×

×
[
F as
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3)δS,1

(∑
±
δν,±1u

c
±1(R1)u

c
±1(R2) +

+
δν,0√
2

(
uc+1(R1)u

c
−1(R2) + uc−1(R1)u

c
+1(R2)

))
+

+
δS,0δν,0√

2
F s
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3)

(
uc+1(R1)u

c
−1(R2)−uc−1(R1)×

× uc+1(R2)
)]
uv∗−λ(R3), (6)

где S — полный спин двух электронов, ν — его про-
екция, γ — набор орбитальных квантовых чисел,
описывающих состояния трехчастичного комплекса;
F

as(s)
γ — огибающая координатная волновая функ-
ция промежуточного состояния антисимметричная
(симметричная) относительно ϕ1 и ϕ2. Используя
выражения (3), (6), из (2) получаем

Γm′,μ′;m,μ =
e2P 2

6c2

∑
γ

[
Das

m′,γ(q2)D
as∗
m,γ(q1)

εcm − Eas
γ + ω1

×

×
(
3(e1 · e∗2)δμ′μ+i(A ·σ)μ′μ

)
+
Ds

m′,γ(q2)D
s∗
m,γ(q1)

εcm − Es
γ + ω1

×

×
(
(e1 · e∗2)δμ′μ − i(A · σ)μ′μ

)]
. (7)

Здесь P = i〈S|vx|X〉 — кэйновский параметр, A =

= [e1 × e∗2], Eas(s) — энергия антисимметричного
(симметричного) промежуточного состояния, σ =

= (σx, σy, σz) — вектор матриц Паули. Поскольку
спектр не зависит от проекций спинов ν, λ, выраже-
ние (2) по ним может быть просуммировано и для
амплитуды рассеяния получаем (7). Входящие в (7)
величины D

as(s)
m,γ (q) определяются выражением

Das(s)
m,γ (q) =

2π∫
0

ψc∗
m (ϕ1)F

as(s)
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3)×

× exp(−iqR cos(ϕ2−θq)) δ(ϕ2−ϕ3) dϕ1dϕ2dϕ3. (8)

Здесь θq — полярный угол вектора q, R — радиус
кольца. При получении (8) было учтено, что в стро-
го одномерном кольце (f c,v(z))2, (gc,v(ρ))2 ведут себя
как дельта-функции δ(z), δ(ρ).

Амплитуда рассеяния существенно зависит от
того, через какое промежуточное состояние (сим-
метричное или асимметричное) идет процесс рас-
сеяния. Как следует из формулы (7), при прохож-
дении через резонанс с участием асимметричного

промежуточного состояния сечение будет в девять
раз больше, если векторы поляризации падающего
и рассеянного света параллельны, чем если они вза-
имно перпендикулярны. Для симметричного проме-
жуточного состояния сечение будет одинаковым при
параллельных и взаимно перпендикулярных векто-
рах поляризации. С учетом кулоновского взаимо-
действия энергии Es

γ и Eas
γ различны, поэтому раз-

ные промежуточные состояния соответствуют раз-
ным резонансным частотам падающего излучения.
Подобный результат был получен в работе [16] при
рассмотрении задачи о неупругом рассеянии света
на донорном центре в двумерной системе.

Чтобы определить D
as(s)
m,γ (q), необходимо най-

ти координатные волновые функции трехчастичной
системы. Для решения этой проблемы, следуя [18],
удобно перейти к новым угловым переменным:

ϕc = (me(ϕ1 + ϕ2) +mhϕ3)/M,

α = (ϕ1 + ϕ2)/2− ϕ3, β = ϕ1 − ϕ2.
(9)

В новых переменных полную волновую функцию
можно представить в виде

F =
eiLϕc+iΛα

√
2π

χ(α, β). (10)

ЗдесьM = 2me+mh, me,h — масса электрона (дыр-
ки), Λ = −2Φ̄(1 − ce), ce = me/M , Φ̄ — магнит-
ный поток в единицах кванта потока Φ0 = 2πc/e,
eiLϕc/

√
2π -волновая функция центра масс трехчас-

тичного комплекса, L = 0,±1,±2, . . .

Волновая функция χ(α, β) удовлетворяет следу-
ющему уравнению Шредингера:

−
(
1

2
We +Wh

)
∂2χ

∂α2
− 2We

∂2χ

∂β2
+

+ U(α, β)χ = εintχ, (11)

U(α, β) = V (β)− V (α+ β/2)− V (α− β/2), (12)

где εint — энергия относительного движения, а по-
тенциал кулоновского взаимодействия V равен

V (x) =
e2

2κR| sin(x/2)| . (13)

Здесь
We,h = 1/(2me,hR

2),

κ — фоновая диэлектрическая постоянная. Посколь-
ку U(α, β) периодическая функция α, β, уравнение
(11) описывает движение частицы с анизотропной
массой в двумерной решетке в плоскости (α, β). Ба-
зисные векторы этой решетки могут быть выбраны
следующим образом:
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e1 = π(α0 + 2β0), e2 = 2πα0, (14)

где α0, β0 — орты декартовой системы координат
в плоскости α, β. Волновая функция относительно-
го движения χ(α, β) должна иметь блоховский вид.
Соответствующий волновой вектор p = p1α0+p2β0.

Периодичность полной волновой функции (10) по
углам (ϕ1, ϕ2, ϕ3) с периодом 2π накладывает огра-
ничения на возможные значения квазиимпульса p:

Lce +
Λ+ p1

2
+ p2 = N1,

Lce +
Λ+ p1

2
− p2 = N2,

L(1− 2ce)− Λ− p1 = N3

(15)

(N1, N2, N3 — целые числа). Из условий (15) следу-
ет, что L и 2p2 — целые числа.

В приближении сильной связи (aB � 2πR, aB =

= κ/μe2 — экситонный боровский радиус, μ =

= memh/(me + mh)), функция χ(α, β) может быть
записана в виде

χ(α, β) =
∑
n1,n2

exp {iπp1(n1 + 2n2) + 2iπp2n1} ×

× f0(α− π(n1 + 2n2), β − 2πn1). (16)

Здесь f0(α, β) — «атомная» (узловая) функция.
Далее мы ограничимся вкладом в амплитуду

рассеяния (7), обусловленным переходом через сим-
метричное промежуточное состояние. Для вычисле-
ния величины D

(s)
m (q) необходимо знать волновую

функцию синглетного триона. Узловую волновую
функцию в вариационном приближении выбираем
в простейшем виде:

f0(α, β) = a exp {−a(|α+ β/2|+ |α− β/2|)} . (17)

Здесь a — вариационный параметр. В логарифми-
ческом приближении имеем для a = −(3R/2aB) ×
× ln(d/aB) � 1, где d — радиус обрезки одномерного
кулоновского потенциала в (13), d � aB. Подстав-
ляя (16) в (8), после довольно громоздких вычисле-
ний окончательно получаем для Ds

m,L(q2):

Ds
m,L(q2) =

2a2

a2+b2L,m(Φ̄)
exp {i(L−m)(π/2−θq2)} ×

× JL−m(q2R)K(a,BL(Φ̄)), (18)

K(x, y) = 1+
e−πx cos(πy)− e−2πx

(1−e−πx cos(πy))2+e−2πx sin(πy)2
.

Здесь bL,m = (L+Φ̄)ce−(m+Φ̄), BL = (L+Φ̄)(1−ce).

Используя (18), находим вклад в сечение РРР
для перехода m → m′, соответствующий синглетно-
му триону в промежуточном состоянии:

d2σ

dωdΩ
=

4e4P 4

9c4
ω2

ω1
×

×
∣∣∣∣∣
∑
L

JL−m′(q2R)JL−m(q1R) exp(iLθ)K
2(a,BL(Φ̄))

εcm(Φ̄)− εcmL (Φ̄)− εintL (Φ̄) + ω1 − Eg

∣∣∣∣∣
2

×

×
(

a4

(a2 + b2L,m′(Φ̄))(a2 + b2L,m(Φ̄))

)2

×

× (|e1e∗2|2 + |A|2)δ(εcm′(Φ̄)− εcm(Φ̄)− ω), (19)

где θ = θq1 − θq2 — угол между векторами q1, q2,

εcm(Φ̄) =We(m+ Φ̄)2

— энергия электрона в зоне проводимости, εcmL (Φ̄) =

=Wtr(L+Φ̄)2 — энергия центра масс триона,Wtr =

= 1/2MR2, εintL (Φ̄) — внутренняя энергия триона,
Eg — ширина запрещенной зоны. Выражение εintL в
приближении сильной связи дано в [18]. Поскольку
энергии εcm′(Φ̄), εcm(Φ̄) не зависят от μ′, μ, сечение
просуммировано по этим переменным.

Если кулоновское взаимодействие в промежу-
точном состоянии не учитывается, энергия состо-
яния становится суммой одночастичных энергий
электронов и дырки. Волновая функция промежу-
точного состояния становится линейной комбинаци-
ей одночастичных волновых функций. Выражение
для сечения РРР значительно упрощается и прини-
мает вид

d2σ0
dωdΩ

=
e4P 4

9c4
ω2

ω1
×

×
∣∣∣∣∣
∑
n

Jn−m(q2R)Jn−m′(q1R)e
inθ

εvn(Φ̄)− εcm′(Φ̄) + ω1 − Eg

∣∣∣∣∣
2

×

× δ(εcm′(Φ̄)− εcm(Φ̄)− ω)(|e1 · e∗2|2 + |A|2). (20)

Здесь εvn(Φ̄) = −Wh(n + Φ̄)2 — энергия электрона в
валентной зоне.

Из (19), (20) следует периодичность этих выра-
жений как функций Φ̄ с периодом Φ0. Действитель-
но, сдвинем Φ̄ → Φ̄ + 1, L → L − 1, n → n − 1 в
суммах по L и n и также m → m − 1, m′ → m′ − 1

(чтобы не изменились начальная и конечная энер-
гии). Видим, что после таких преобразований се-
чения рассеяния не меняются. Кроме того, эти вы-
ражения демонстрируют четность относительно Φ̄.
Изменяя Φ̄ на −Φ̄ и соответственно L, n, m′, m на
−L, −n, −m′, −m, получим аналогичные выраже-
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ния. Таким образом, зависимость сечений от маг-
нитного потока может рассматриваться только в ин-
тервале 0 < Φ̄ ≤ 1/2. Основное состояние в этом
интервале по Φ̄ соответствуетm = 0. Сечение рассе-
яния для перехода из m = 0 в возбужденное состо-
яние m′ (0 → m′), равно

d2σ

dωdΩ
=

4e4P 4

9c4
ω2

ω1
×

×
∣∣∣∣∣
∑
L

JL−m′(q2R)JL(q1R)K
2(a,BL(Φ̄) exp(iLθ))

εc0(Φ̄)− εcmL (Φ̄)− εintL (Φ̄) + ω1 − Eg

∣∣∣∣∣
2

×

×
(

a4

(a2 + b2L,m′(Φ̄))(a2 + b2L,0(Φ̄))

)2

×

× (|e1 · e∗2|2 + |A|2)δ(εcm′(Φ̄)− εc0(Φ̄)− ω). (21)

В качестве примера рассмотрим случай простой
геометрии рассеяния: волновой вектор падающего
света нормален к плоскости кольца, в то время как
волновой вектор рассеянной волны образует неко-
торый угол ϑ с нормалью, cosϑ = q2/Q2. Для такой
геометрии q1 = 0, в суммах по L, n остаются толь-
ко члены с L = 0, n = m′, и (21), (20) принимают
следующий вид:

d2σ

dωdΩ
=

4e4P 4

9c4
ω2

ω1
×

×
∣∣∣∣ Jm′(q2R)K

2(a,B0(Φ̄))

εc0(Φ̄)− εcm0 (Φ̄)− εint0 (Φ̄) + ω1 − Eg

∣∣∣∣
2

×

×
(

a4

(a2 + b20,m′(Φ̄))(a2 + b20,0(Φ̄))

)2

×

× (|e1 · e∗2|2 + |A|2)δ(εcm′(Φ̄)− εc0(Φ̄)− ω), (22)

d2σ0
dωdΩ

=
e4P 4

9c4
ω2

ω1

∣∣∣∣ Jm′(q2R)

εvm′(Φ̄)−εcm′(Φ̄)+ω1−Eg

∣∣∣∣
2

×

× (|e1 · e∗2|2 + |A|2)δ(εcm′(Φ̄)− εc0(Φ̄)− ω). (23)

При a � b0,m′ K(a,BL(Φ̄)) → 1 и тогда сравнение
выражений (22) и (23) показывает, что сечение рас-
сеяния с образованием триона в четыре раза больше
сечения в отсутствие кулоновского взаимодействия
в промежуточном состоянии (если рассеяние не со-
провождается переходом в высокие m′). Коэффици-
ент «четыре» связан с конкретным видом волновой
функции триона (17). Расчет показывает, что, на-
пример, для гауссовской модели

f0(α, β) =
√
2a/π exp(−a((α+ β/2)2 + (α− β/2)2))

этот коэффициент равен двум.

3. РАССЕЯНИЕ СВЕТА КОЛЬЦОМ С
ДВУМЯ ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИМИ

ЭЛЕКТРОНАМИ

Переходим ко второй части работы: рассеяние
света на двухэлектронном кольце. В промежуточ-
ном состоянии имеются три электрона и дырка.

Функцию начального состояния можно предста-
вить в виде

|I〉 = ΨI
α,Σ,μ(R1,R2,R3,R4) =

=
S(R1)S(R2)√

2
δ(ϕ3 − ϕ4)×

×
∑
λ′
uvλ′(R3)u

v∗
−λ′(R4)f

c(z1)f
c(z2)f

v(z3)f
v(z4)×

× gc(ρ1)g
c(ρ2)g

v(ρ3)g
v(ρ4)×

×
(
Φas

α (ϕ1, ϕ2)δΣ,1η
(Σ=1)
μ (1, 2)+

+ Φs
α(ϕ1, ϕ2)δΣ,0η

(Σ=0)
μ (1, 2)

)
, (24)

где Φas(s)
α (ϕ1, ϕ2) — огибающие функции двухэлект-

ронной системы в кольце (индексы «as(s)» обозна-
чают антисимметрию (симметрию) функции по ар-
гументам ϕ1, ϕ2), α — набор орбитальных кванто-
вых чисел, λ = ±1 — спиновый индекс, Σ — полный
спин двухэлектронной системы (Σ = 0 и 1), μ —
проекция полного спина (для Σ = 1 μ = ±1, 0; для
Σ = 0 μ = 0), η(Σ)

μ — cпиновые функции двухэлек-
тронной системы:

η(Σ=1)
μ =

∑
±
δμ,±1ξ±1(1)ξ±1(2)+

+
δμ,0√
2
(ξ+1(1)ξ−1(2) + ξ−1(1)ξ+1(2)),

η(Σ=0)
μ =

δμ,0√
2
(ξ+1(1)ξ−1(2)− ξ−1(1)ξ+1(2)).

(25)

Антисимметричная по электронам (индексы «1,
2, 3» относятся к электронам, «4» — к дырке) че-
тырехчастичная волновая функция промежуточно-
го состояния имеет вид
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|M〉 = ΨM
γ,S,ν,λ,t(R1,R2,R3,R4) =

= S(R1)S(R2)S(R3)u
v∗
−λ(R4)f

c(z1)f
c(z2)×

× f c(z3)f
v(z4)g

c(ρ1)g
c(ρ2)g

c(ρ3)g
v(ρ4)×

×
[
δS,3/2ζ

(3/2)
ν (1, 2, 3)Ξ(as)

γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)+

+ δS,1/2N
(t)
γ

(
Ξ(t)
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)ζ

(1/2)
(t)ν (1, 2, 3)+

+ Ξ(t)
γ (ϕ2, ϕ3, ϕ1, ϕ4)ζ

(1/2)
(t)ν (2, 3, 1)+

+ Ξ(t)
γ (ϕ3, ϕ1, ϕ2, ϕ4)ζ

(1/2)
(t)ν (3, 1, 2)

)]
. (26)

Здесь γ — набор орбитальных квантовых чисел про-
межуточного состояния, S — полный спин трех-
электронной системы (S = 3/2 или S = 1/2), по
нему идет классификация четырехчастичных вол-
новых функций системы. Проекция полного спина
ν составляет: для S = 3/2 ν = ±3/2, ±1/2; для
S = 1/2 ν = ±1/2. Состояние с S = 1/2 являет-
ся дублетным, t = 1, 2 нумерует состояния дубле-
та. Огибающая координатная функция четырехча-
стичной системы, отвечающая полному спину 3/2,
Ξ
(as)
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4), полностью антисимметрична по
электронным координатам (т. е. по первым трем ар-
гументам), а соответствующая ей спиновая функция
имеет вид

ζ(S=3/2)
ν (1, 2, 3) =

∑
±
δν,±3/2ξ±1(1)ξ±1(2)ξ±1(3)+

+
1√
3

∑
±
δν,±1/2

[
ξ±1(1)ξ±1(2)ξ∓1(3)+

+ ξ±1(1)ξ∓1(2)ξ±1(3) + ξ∓1(1)ξ±1(2)ξ±1(3)
]
. (27)

Для дублета с S = 1/2 полная волновая функция
строится по схеме второго слагаемого в квадратных
скобках выражения (26). Координатные множители
выбраны антисимметричными (t = 1) или симмет-
ричными (t = 2) по второму и третьему аргументам,
а спиновые множители даются формулами

ζ
(S=1/2)
(t=1)ν (1, 2, 3) =

1√
6

∑
±
δν,±1/2 ×

×
[
ξ±1(1)

(
ξ±1(2)ξ∓1(3) + ξ∓1(2)ξ±1(3)

)
−

− 2ξ∓1(1)ξ±1(2)ξ±1(3)
]
,

ζ
(S=1/2)
(t=2)ν (1, 2, 3) =

1√
2

∑
±
δν,±1/2ξ±1(1)×

×
[
ξ±1(2)ξ∓1(3)− ξ∓1(2)ξ±1(3))

]
.

(28)

Функции ζ
(1/2)
(1,2)ν(1, 2, 3) симметричны (антисим-

метричны) по второму и третьему аргументам.

Нетрудно показать, что функции ζ
(1/2)
(t)ν удовлетво-

ряют следующим соотношениям:

ζ
(1/2)
(t)ν (1, 2, 3)+ζ

(1/2)
(t)ν (2, 3, 1)+ζ

(1/2)
(t)ν (3, 1, 2) = 0,

ζ
(1/2)
(1)ν (1, 2, 3) =

1√
3
(ζ

(1/2)
(2)ν (1, 2, 3)+

+ 2ζ
(1/2)
(2)ν (3, 1, 2)).

(29)

Функции Ξ
(t)
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) предполагаются норми-

рованными. При этом для нормировочного множи-
теля N (t)

γ имеем

N (t)
γ =

[
3

(
1− Re

∫
dϕ1dϕ2dϕ3dϕ4 ×

× Ξ(t)∗
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)×

× Ξ(t)
γ (ϕ2, ϕ3, ϕ1, ϕ4)

)]−1/2

. (30)

Функцию Ξ
(as)
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) можно представить в

виде

Ξ(as)
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) =

= N (as)
γ [Ξ(1)

γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)+

+Ξ(1)
γ (ϕ2, ϕ3, ϕ1, ϕ4) + Ξ(1)

γ (ϕ3, ϕ1, ϕ2, ϕ4)],

N (as)
γ =

[
3

(
1 + 2Re

∫
dϕ1dϕ2dϕ3dϕ4 ×

×Ξ(1)∗
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)×

× Ξ(1)
γ (ϕ2, ϕ3, ϕ1, ϕ4)

)]−1/2

.

(31)

Существуют четыре типа переходов в зависимо-
сти от полного спина начального и конечного состо-
яний: 1 → 1, 0 → 1, 1 → 0, 0 → 0. Формулы для
соответствующих матричных элементов и сечений
чрезвычайно громоздки, и мы их здесь не выписыва-
ем (они даны в Приложении). Приведем лишь мно-
жители, описывающие поляризационную структуру
рассеянного света.

Переход 1 → 1, резонанс на уровне S = 3/2 про-
межуточного состояния:

d2σ

dω dΩ

(1→1)

= 12T1|e1 · e∗2|2 + 2T1|A|2. (32)

Переход 1 → 1, резонанс на уровне S = 1/2 проме-
жуточного состояния:

d2σ

dω dΩ

(1→1)

= 3T2|e1 · e∗2|2 + 2T2|A|2. (33)
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Здесь коэффициенты T1 и T2 определяются интегра-
лами от произведений огибающих волновых функ-
ций двухэлектронной системы и четырехчастичного
комплекса (см. формулу (A.12)).

При переходе 0 → 0 резонансы возможны лишь
на компонентах дублетного уровня S = 1/2 (t = 1

или t = 2). При любом t сечение содержит лишь
фактор |e1 ·e∗2|2, рассеяние в скрещенные поляриза-
ции запрещено.

При переходах 0 → 1 и 1 → 0 резонансы также
возможны лишь на уровнях S = 1/2, однако теперь
запрещено рассеяние с параллельными поляризаци-
ями, т. е. сечение пропорционально |A|2.

Подчеркнем еще раз, что сформулированные
выше поляризационные характеристики неупруго-
го рассеяния света не связаны с конкретным ви-
дом волновых функций промежуточного состояния.
Они определяются лишь спиновой структурой бло-
ховских функций валентной зоны и, разумеется, тем
фактом, что кулоновское взаимодействие расщепля-
ет уровни энергии комплекса четырех частиц в про-
межуточном состоянии по полному спину и пред-
полагается возможным настраивать частоту падаю-
щей волны на каждый из уровней возникшей струк-
туры.

Если пренебречь кулоновским взаимодействием
в начальном, конечном и промежуточном состоя-
ниях, то энергия начального состояния равна сум-
ме одночастичных энергий двух электронов, а энер-
гия промежуточного состояния — сумме одноча-
стичных энергий трех электронов и дырки. При
этом для заданных наборов квантовых чисел на-
чального и промежуточного состояний все знаме-
натели в (A.12)–(A.15) становятся равными. Вол-
новые функции, входящие в выражения для ве-
личин D,B и C, даются линейными комбинаци-
ями одночастичных волновых функций. Формулы
(A.12)–(A.15) сильно упрощаются, а поскольку в ре-
зонансе (при данной частоте падающей волны) на-
ходятся все четыре перехода, то сечение дается сум-
мой правых частей (A.12)–(A.15). В результате вы-
ражение для сечения имеет общий поляризацион-
ный фактор (|e1 · e∗2|2 + |A|2). Таким образом, отно-
шение сечений при e1 ‖ e2 и e1 ⊥ e2 равно единице.

В качестве конкретного примера рассчитаем се-
чения переходов 0 → 0 и 0 → 1 с учетом силь-
ного взаимодействия частиц. Прежде всего, необ-
ходимо найти орбитальные функции Φ(ϕ1, ϕ2) и
Ξ(ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4), что требует решения соответствую-
щих уравнений Шредингера. Поведение двух взаи-
модействующих электронов в квантовом кольце изу-
чалось в работах [19, 20]. Электроны формируют

вигнеровскую молекулу, которая вращается как це-
лое и совершает относительное колебательное дви-
жение около положения равновесия, когда угловое
расстояние между электронами равно π, где по-
тенциал (13) имеет минимум. Разлагая потенци-
ал в окрестности минимума, получаем одномерное
уравнение осциллятора. Таким образом, волновые
функции относительного движения двухэлектрон-
ной системы в кольце есть осцилляторные функции.
Это «осцилляторное» приближение опирается на
малость колебательной энергии по сравнению с ти-
пичной кулоновской энергией. В приближении силь-
ной связи двухэлектронная волновая функция запи-
сывается в виде решеточной суммы (1D-решетка с
периодом 2π), в которой в роли «атомной» функции
выступает осцилляторная функция от (ϕ1−ϕ2−γn)

ΦL,j,k(ϕ1, ϕ2) =
exp(iL(ϕ1 + ϕ2)/2)√

2π

1√
ξ
×

×
∑
n

exp(ikγn)ηj

(
ϕ1 − ϕ2 − γn

ξ

)
. (34)

Здесь γn = π(2n + 1) (n = 0,±1, . . .), k — волновое
число, L — угловой момент двухэлектронной систе-
мы, ηj(t) — осцилляторная функция, j — осцилля-
торное квантовое число,

ξ = 2(ae/R)
1/4, Ω =

1

2

√
e2/κmeR3,

ae = κ/(mee
2) — электронный боровский радиус. В

приближении сильной связи (ae/R) � 1, ξ � 1.
Энергия двухэлектронной системы равна

E =We(L+2Φ̄)2/2+Ω(j+1/2), Ω = 2/(meξ
2R2).

Из требования периодичности полной волновой
функции (34) по углам ϕ1, ϕ2 с периодом 2π

следует соотношение L/2 + k = N , где N — целое
число. Заметим, что для синглетного состояния
двухэлектронной системы (Σ = 0) L и j имеют
одинаковую четность, а для триплетного состояния
(Σ = 1) L и j имеют противоположную четность.

При рассмотрении четырехчастичного комплек-
са удобно перейти к новым переменным:

Θ =
(ϕ1 + ϕ2 + ϕ3)me + ϕ4mh

3me +mh
,

α =
ϕ2 + ϕ3

2
− ϕ4, β = ϕ2 − ϕ3,

γ = ϕ1 − (ϕ2 + ϕ3)me + ϕ4mh

2me +mh
.

(35)
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Полную волновую функцию такой системы в новых
переменных можно представить в виде

Ξ(α, β, γ,Θ) =
e(iL̃Θ)

√
2π

ei(Λα+Λ̃γ)χ(α, β, γ), (36)

где e(iL̃Θ)/
√
2π — волновая функция движения цент-

ра масс, L̃ — угловой момент четырехчастичного
комплекса. Энергия центра масс

Ecm =W4(L̃ + 2Φ̄)2,

где
W4 = 1/2R2(M +me),

Λ̃ = −Φ̄(1− 2de), Λ = −2Φ̄(1− ce),

de = me/(M +me).

Заметим, что введение в (36) экспоненциального
множителя ei(Λα+Λ̃γ) приводит к независимости χ

от магнитного потока.
Волновая функция χ(α, β, γ) удовлетворяет

уравнению Шредингера:

−
(
1

2
We+Wh

)
∂2χ

∂α2
−2We

∂2χ

∂β2
−(We+Wtr)

∂2χ

∂γ2
+

+ U(α, β, γ)χ = Erelχ, (37)

U(α, β, γ) = V (β)− V

(
α+

β

2

)
− V

(
α− β

2

)
−

− V

(
γ +

2meα

M

)
+
∑
±
V

(
γ ± β

2
− mhα

M

)
. (38)

Здесь Erel — энергия относительного движения в че-
тырехчастичной системе. Полная энергия четырех-
частичного комплекса E = Ecm + Erel. Поскольку
U(α, β, γ) периодическая функция α, β, γ, χ(α, β, γ)
является блоховской в пространстве α, β, γ c трех-
мерной решеткой, базисные векторы которой ei мо-
гут быть выбраны следующим образом:

e1,3 = π (α0 ± 2β0 + 2γ0 (1− ce)) ,

e2 = 2π (α0 + γ0(1− 2ce)) ,
(39)

где α0, β0, γ0 — орты осей α, β, γ.
Аналогично (15), периодичность полной волно-

вой функции (36) по углам (ϕi, i = 1, 2, 3, 4) с перио-
дом 2π дает следующие соотношения:

deL̃+ Λ̃ + p3 = N1,

deL̃+ Λ/2− ceΛ̃ + p1/2± p2 − cep3 = N2,3,

(1−3de)L̃−Λ−(1−2ce)Λ̃−p1−(1−2ce)p3 = N4.

(40)

Здесь N1, N2, N3, N4 — целые числа, p =

= (p1, p2, p3) — квазиимпульс. Из выражения (40)
следует, что угловой момент четырехчастичного
комплекса L̃ — целое число.

Для блоховской функции относительного движе-
ния на 3D-решетке в приближении сильной связи
решение ищем в виде

χ(α, β, γ) =
∑
n

exp(ip · an)×

× f(α− an ·α0, β − an · β0, γ − π − an · γ0), (41)

где f(α, β, γ) — узловая функция, an — вектор
3D-решетки (n = (n1, n2, n3), ni — целые числа),

an =

3∑
i=1

niei.

В кольце три частицы (два электрона и дыр-
ка) могут сблизиться и образовать связанное со-
стояние (отрицательно заряженный трион), а остав-
шийся электрон, благодаря кулоновскому отталки-
ванию, стремится максимально удалиться (на угло-
вое расстояние приблизительно равное π) от триона.
Поэтому приближенно в качестве «атомной» (узель-
ной) функции f(α, β, γ) можно использовать произ-
ведение узельной функции триона на осциллятор-
ную функцию, описывающую относительное движе-
ние электрона с массойme и триона как отрицатель-
но заряженной частицы с массойM . Тогда χ(α, β, γ)
приобретает вид:

χ(α, β, γ) =
∑
n

exp(ip · an)×

× ftr(α−an ·α0, β−an ·β0)ηl

(
γ−π−an · γ0

ξ̃

)
1√
ξ̃
,

(42)

где ξ̃ = (8κ/e2Rμ̃)1/4, ftr(α, β) — узловая функ-
ция триона, l — номер осцилляторного уровня (l =
= 0, 1, 2, . . .). Энергия относительного движения че-
тырехчастичного комплекса равна

Erel = Ω̃(l + 1/2) + εint
L̃

(Φ̄),

где εint
L̃

(Φ̄) — внутренняя энергия триона,

Ω̃ =
√
e2/8κR3μ̃, μ̃ = meM/(me +M).

Далее найдем амплитуды неупругого резонанс-
ного рассеяния для случая перехода через промежу-
точное состояние, являющееся симметричным дуб-
летом с орбитальной функцией Ξ(2). В этом случае
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выражения для амплитуд рассеяния при переходах
Σ = 0 → Σ′ = 0 и Σ = 0 → Σ′ = 1 имеют вид

Γ
(0→0)
L′j′;Lj =

e2P 2

9c2
(e1 · e∗2)×

×
∑
L̃,l

B
(2)

L′j′ ;L̃l
(q2)B

(2)∗
Lj;L̃l

(q1)

Z
(0,1/2;2)

Lj;L̃l

, (43)

Γ
(0→1)
L′j′;Lj;μ′ =

ie2P 2

9c2
(A ·Rμ′)×

×
∑
L̃,l

C
(2)

L′j′ ;L̃l
(q2)B

(2)∗
Lj;L̃l

(q1)

Z
(0,1/2;2)

Lj;L̃l

. (44)

Используя в качестве ftr в выражении (42) вариа-
ционную функцию (17), получаем

B
(2)

L′j′;L̃l
(q) = JL′−L̃(q) exp

(
i
(
θq +

π

2

)
(L̃− L′)

)
×

× 4a2

a2 + g2
L′,L̃

GL′j′;L̃l, (45)

где L′, j′ имеют одинаковую четность. Величина
C

(2)

L′j′ ;L̃l
(q) дается тем же выражением, но теперь L′,

j′ имеют различную четность. Для входящей в (45)
величины GL′j′;L̃l имеем

GL′j′ ;L̃l = 2 4
√
4u1u2

∞∫
−∞

dγ exp (ihL′,L̃ γ)×

× ηj′
(√

2u1(γ − π)
)
ηl
(√

2u2(γ − π)
)
. (46)

Здесь

u1 = 1/(2ξ2), u2 = 1/(2ξ̃2), u2 = vu1, v ∼ 1,

gL′,L̃(Φ̄) = deL̃+ Λ/2− ceΛ̃− L′/2;

hL′,L̃(Φ̄) = deL̃+ Λ̃− L′/2.

Учтено, что функции ηl и ηj′ локализованы вблизи
γ ≈ π, так как u1,2 � 1 (ξ ∼ ξ̃ ∼ (aB/R)

1/4 � 1).
Амплитуду рассеяния для переходов из основно-

го состояния двухэлектронного кольца с L = j = 0

через симметричное дублетное состояние (t = 2) с
квантовыми числами L̃ = l = 0 в конечное состоя-
ние (L′, j′) можно окончательно представить в виде

Γ
(Σ=0→Σ′=0)
L′j′;00 =

4e2P 2

9c2
(e1·e∗2)

exp (−iL′(π/2+θq2))
Z(0,1/2;2)

×

× JL′(q2)J0(q1)
a4

(a2 + g2L′,0)(a
2 + g20,0)

×

×GL′j′;00G
∗
00;00, (47)

где L′ и j′ имеют одинаковую четность. Выраже-
ние для Γ

(Σ=0→Σ′=1)
L′j′μ′;00 дается формулой (47) с заме-

ной (e1 · e∗2) → (iA · Rμ′), но для этого перехода
L′ и j′ имеют разную четность. Нетрудно показать,
что, как и в случае одноэлектронного кольца, имеют
место периодичность выражения (47) как функции
магнитного потокаΦ с периодомΦ0 и ее четность от-
носительно Φ. Таким образом, зависимость сечений
от магнитного потока достаточно рассматривать в
интервале 0 < Φ ≤ Φ0/2.

Итак, в работе на примере квантового кольца
показано, что учет кулоновского взаимодействия
в промежуточном состоянии при неупругом рассе-
янии света в наноструктурах качественно меняет
результаты. Расщепление уровней по полному
спину промежуточного комплекса приводит к
своеобразной «тонкой структуре» линии рассеян-
ного излучения, причем различные ее компоненты
характеризуются разными поляризационными
зависимостями. Разумеется, для наблюдения этих
эффектов резонанс должен быть достаточно
острым: узкая линия возбуждающей волны и
малая ширина уровней энергии многочастичного
комплекса. Наименьший интервал между этими
уровнями имеет масштаб вращательного кванта
�
2/m∗R2 ∼ 0.25 мэВ (R — радиус кольца) для
R = 50 нм, m∗ = 0.1m0, что и определяет допусти-
мое уширение уровней.

Работа выполнена при финансовой поддержке в
рамках программы фундаментальных исследований
СОРАН (0306-2015-0017).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Здесь мы приводим вывод общих выражений для
сечения рассеяния в двухэлектронном квантовом
кольце. Используя (24)–(28), матричный элемент пе-
рехода между конечным и промежуточным состоя-
ниями можно представить следующим образом:

〈F |
∑
i

{vi, e
−iq2ri}e∗2|M〉 = iP√

6
×

×
(
δΣ′,1δS,3/2Dα′γ(q2)[e

∗
2zcν,λ,μ′+(λe∗2x−ie∗2y)cν,−λ,μ′ ] +

+ δΣ′,0δS,1/2

(
N (1)

γ

√
3C

(1)
α′γ(q2)δt,1−N (2)

γ B
(2)
α′γ(q2)δt,2

)
×

× [e∗2zbν,λ,μ′ +(λe∗2x−ie∗2y)bν,−λ,μ′ ]+
√
2/3δΣ′,1δS,1/2×

×
(
N (1)

γ B
(1)
α′γ(q2)δt,1 +N (2)

γ

√
3C

(2)
α′γ(q2)δt,2

)
×

× [e∗2zaν,λ,μ′ + (λe∗2x − ie∗2y)aν,−λ,μ′ ]
)
. (A.1)
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Величины a, b, c даются выражениями

aν,λ,μ =
∑
±
δν,±1/2

(
δμ,±1δλ,∓1 − δμ,0√

2
δλ,±1

)
,

bν,λ,μ = δμ,0(δλ,+1δν,+1/2 − δλ,−1δν,−1/2),

cν,λ,μ =
∑
±
δν,±3/2δμ,±1δλ,±1 +

+
1√
3

∑
±
δν,±1/2

(
δμ,±1δλ,∓1 +

√
2δμ,0δλ,±1

)
.

(A.2)

Матричный элемент перехода между промежу-
точным и начальным состояниями получается
из комплексно-сопряженного выражения (A.1) c
заменой q2 → q1, e2 → e1, α′ → α, Σ′ → Σ. Вхо-
дящие в формулу (A.1) величины D, C, B даются
интегралами

Dα′γ(q) =

=

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

Φ
(as)∗
α′ (ϕ1, ϕ2)Ξ

(as)
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)×

× δ(ϕ3 − ϕ4) exp (−i(qr3))dϕ1dϕ2dϕ3dϕ4, (A.3)

C
(t)
α′γ(q) =

=

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

(
Φ

(s)
α′ (ϕ1, ϕ2)δt,1 +Φ

(as)
α′ (ϕ1, ϕ2)δt,2

)∗
×

× Ξ(t)
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)δ(ϕ3 − ϕ4)×
× exp (−i(qr3))dϕ1dϕ2dϕ3dϕ4, (A.4)

B
(t)
α′γ(q) =

=

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

(
Φ

(as)
α′ (ϕ1, ϕ2)δt,1 +Φ

(s)
α′ (ϕ1, ϕ2)δt,2

)∗
×

×
(
Ξ(t)
γ (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)− Ξ(t)

γ (ϕ3, ϕ1, ϕ2, ϕ4)
)
×

× δ(ϕ3 − ϕ4) exp (−i(q · r3))dϕ1dϕ2dϕ3dϕ4. (A.5)

Здесь

exp (−i(q · r3)) = exp (−iqR cos(ϕ3 − θq)).

Существуют четыре типа переходов по полному
спину начального и конечного состояний при рассе-
янии: триплет → триплет; синглет → синглет; син-
глет → триплет; триплет → синглет. Для амплитуд
рассеяния Γ(Σ→Σ′) были получены следующие выра-
жения:

Γ
(1→1)
α′,μ′;α,μ =

e2P 2

9c2
×

×
∑
γ

(
2Dα′γ(q2)D

∗
αγ(q1)

Z
(1;3/2)
αγ

[
(e1 · e∗2)δμ′,μ+

i

2
AΣ̂μ′,μ

]
+

+

(
(N

(1)
γ )2B

(1)
α′γ(q2)B

(1)∗
αγ (q1)

Z
(1;1/2,1)
αγ

+

+
3(N

(2)
γ )2C

(2)
α′γ(q2)C

(2)∗
αγ (q1)

Z
(1;1/2,2)
αγ

)
×

×
[
(e1 · e∗2)δμ′,μ − iAΣ̂μ′,μ

])
, (A.6)

Γ
(0→0)
α′,μ′;α,μ =

e2P 2

3c2

∑
γ

(
(N

(2)
γ )2B

(2)
α′γ(q2)B

(2)∗
αγ (q1)

Z
(0;1/2,2)
αγ

+

+
3(N

(1)
γ )2C

(1)
α′γ(q2)C

(1)∗
αγ (q1)

Z
(0;1/2,1)
αγ

)
×

× (e1 · e∗2)δμ′0δμ0, (A.7)

Γ
(0→1)
α′,μ′;α,μ =

−ie2P 2

3c2
×

×
∑
γ

(
(N

(1)
γ )2B

(1)
α′γ(q2)C

(1)∗
αγ (q1)

Z
(0;1/2,1)
αγ

−

− (N
(2)
γ )2C

(2)
α′γ(q2)B

(2)∗
αγ (q1)

Z
(0;1/2,2)
αγ

)
(A · R̂μ′)δμ0, (A.8)

Γ
(1→0)
α′,μ′;α,μ =

−ie2P 2

3c2
×

×
∑
γ

(
(N

(1)
γ )2C

(1)
α′γ(q2)B

(1)∗
αγ (q1)

Z
(1;1/2,1)
αγ

−

− (N
(2)
γ )2B

(2)
α′γ(q2)C

(2)∗
αγ (q1)

Z
(1;1/2,2)
αγ

)
(A · R̂μ)δμ′0. (A.9)

Здесь Σ̂ = (Σ̂x, Σ̂y, Σ̂z) — вектор матриц спина 1,
R̂ = (R̂x, R̂y, R̂z) — спинорный вектор:

(Σ̂x)μ′μ =
δμ′,0(1− δμ,0) + δμ,0(1− δμ′,0)√

2
,

(Σ̂y)μ′μ =
i(μδμ′0 − μ′δμ0)√

2
,

(Σ̂z)μ′μ = μδμ′μ, (R̂x)μ =
−μ√
2
,

(R̂y)μ =
i(1− δμ,0)√

2
, (R̂z)μ = δμ,0.

(A.10)
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Для переходов через промежуточное состояние с
S = 3/2 энергетический знаменатель имеет вид

Z(Σ;S=3/2)
α,γ = E(Σ)

α − E(3/2)
γ + ω1, (A.11)

а для переходов через состояния с S = 1/2 энерге-
тический знаменатель получается из (A.11) заменой
(3/2) → (1/2, t). Здесь индексы в скобках соответ-
ствуют полному спину начального и промежуточ-
ного состояний с энергиями E(Σ)

α , E(3/2)
γ или E(1/2,t)

γ .

Заметим, что промежуточное состояние с энер-
гией Eγ из-за обменного взаимодействия расщеп-
ляется на три подуровня: E(3/2)

γ , E(1/2,1)
γ , E(1/2,2)

γ .
В принципе это дает возможность наблюдать про-
цесс рассеяния через определенное промежуточное
состояние.

Сечения рассеяния для рассмотренных выше пе-
реходов, просуммированные по проекциям спина μ,
μ′, даются формулами

d2σ

dω dΩ

(1→1)

=
e4P 4

81c4
ω2

ω1

(∣∣∣∣∣
∑
γ

[
2
Dα′γ(q2)D

∗
αγ(q1)

Z
(1;3/2)
αγ

+

(
(N

(1)
γ )2B

(1)
α′γ(q2)B

(1)∗
αγ (q1)

Z
(1;1/2,1)
αγ

+

+
3(N

(2)
γ )2C

(2)
α′γ(q2)C

(2)∗
αγ (q1)

Z
(1;1/2,2)
αγ

)]∣∣∣∣∣
2

3|e1 · e∗2|2 +
∣∣∣∣∣
∑
γ

[
Dα′γ(q2)D

∗
αγ(q1)

Z
(1;3/2)
αγ

−

−
(
(N

(1)
γ )2B

(1)
α′γ(q2)B

(1)∗
αγ (q1)

Z
(1;1/2,1)
αγ

+
3(N

(2)
γ )2C

(2)
α′γ(q2)C

(2)∗
αγ (q1)

Z
(1;1/2,2)
αγ

)]∣∣∣∣∣
2

2|A|2
⎞
⎠ δ

(
E(1)
α′ − E(1)

α − ω
)
, (A.12)

d2σ

dω dΩ

(0→0)

=
e4P 4

9c4
ω2

ω1

∣∣∣∣∣
∑
γ

[
(N

(2)
γ )2B

(2)
α′γ(q2)B

(2)∗
αγ (q1)

Z
(0;1/2,2)
αγ

+
3(N

(1)
γ )2C

(1)
α′γ(q2)C

(1)∗
αγ (q1)

Z
(0;1/2,1)
αγ

]∣∣∣∣∣
2

×

× |e1 · e∗2|2δ
(
E(0)
α′ − E(0)

α − ω
)
, (A.13)

d2σ

dω dΩ

(0→1)

=
e4P 4

9c4
ω2

ω1

∣∣∣∣∣
∑
γ

[
(N

(1)
γ )2B

(1)
α′γ(q2)C

(1)∗
αγ (q1)

Z
(0;1/2,1)
αγ

− (N
(2)
γ )2C

(2)
α′γ(q2)B

(2)∗
αγ (q1)

Z
(0;1/2,2)
αγ

]∣∣∣∣∣
2

×
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