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В рамках эффективного двумерного уравнения Дирака рассматривается динамика носителей заряда в
допированном, т. е. с зависящей от подложки величиной щели в энергетическом спектре, графене в
присутствии кулоновской примеси с зарядом Z. Для модифицированного на малых расстояниях куло-
новского потенциала определены волновые функции носителей с сохраняющимся угловым моментом
J = M + 1/2. В рассматриваемом случае, как и в любой двумерной физической системе, возможно
как целое, так и полуцелое квантование орбитального момента в плоскости, M = 0,±1,±2, . . . Для
J = 0,±1/2,±1 вычислены критические значения эффективного заряда Zcr(J, n), при которых уровень
с угловым моментом J и радиальными квантовыми числами n = 0 и n = 1 достигает верхней границы
валентной зоны. При Z < Zcr(J, n = 0) для низших значений орбитального момента M приведена зави-
симость энергии уровня от заряда Z, причем уровень с J = 0 первым опускается до границы зоны. При
Z > Zcr(J, n = 0) вычислены фазы рассеяния как функции энергии дырок при нескольких значениях
надкритичности, а также положения ε0 и ширины γ квазистационарных состояний как функций надкри-
тичности. Указаны значения ε∗0 и ширины γ∗, при которых квазидискретные уровни могут проявляться
как брейт-вигнеровские резонансы в рассеянии дырок на закритической примеси. В силу вещественности
фаз парциальная матрица рассеяния унитарна, так что радиальное уравнение Дирака непротиворечи-
во и при Z > Zcr. В этом одночастичном приближении спонтанное рождение электрон-дырочных пар
отсутствует и экранировка заряда примеси за счет такого механизма не может реализоваться.

DOI: 10.7868/S0044451017120197

1. ВВЕДЕНИЕ

Структура графена, его замечательные элек-
тронные свойства и их различные физические при-
ложения подробно обсуждены в обзоре [1]. Элемен-
тарная ячейка однослойного графена содержит два
атома углерода, принадлежащих двум подрешет-
кам, A и B, которые образуют гексагональную ре-
шетку (медовые соты). Два ее неэквивалентных уг-
ла, K и K

′
(так называемые дираковские точки),

являются выделенными в зоне Бриллюэна. Вбли-
зи них энергия и электронные волновые функции
определяются эффективным двумерным уравнени-
ем Дирака. В зависимости от подложки элементар-
ным возбуждениям отвечают безмассовые (бесщеле-
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вое уравнение) и массивные фермионы (уравнение
Дирака со щелью в электронном спектре).

Так, например, в работе [2] на основании дан-
ных по угловому разрешению фотоэлектронов по-
казано, что закон дисперсии квазичастиц вблизи ди-
раковской точки K в графене, выращенном на под-
ложке SiC, подобен зависимости энергии от импуль-
са массивной релятивистской частицы. В этом слу-
чае щель в спектре возникает вследствие взаимо-
действия между слоем графена и подложкой — до-
пированный графен. Это взаимодействие нарушает
симметрию между решетками A и B, но сохраняет
трансляционную симметрию. Величину щели мож-
но менять, варьируя химический состав и концен-
трацию подложки (см., например, работы [3,4], в по-
следней из которых обсуждаетсяBN -допированный
графен). В этом случае симметрия подрешеток на-
рушается B- и N -атомами и величина щели в спек-
тре может изменяться в достаточно широкой обла-
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сти в зависимости от их концентрации (см. рис. 3 в
работе [4]).

В присутствии многозарядной примеси дополни-
тельный интерес представляет именно этот случай,
поскольку энергетический спектр аксиально-сим-
метричной двумерной гетероструктуры полностью
аналогичен спектру сферически-симметричной
трехмерной задачи [5]. Хорошо известно [6], что в
этой задаче модель точечного кулоновского потен-
циала теряет смысл при Z > α−1 � 137, где α —
постоянная тонкой структуры Зоммерфельда. В
графене ее аналогом является величина αF ∼ 1,
так что уже при значении эффективного заряда
Z � 1 требуется регуляризация кулоновского по-
тенциала на малых расстояниях. В трехмерном
случае это достигается за счет учета конечного
радиуса ядра [7], а в графене — за счет размера
примеси, причем радиус «обрезания» кулоновского
потенциала должен быть много больше размера
элементарной ячейки, чтобы был возможен переход
к непрерывному описанию с помощью эффектив-
ного уравнения Дирака (см. ниже неравенства
(24)). При этом при увеличении заряда дискретный
уровень углубляется, и при некотором критическом
значении [7] Z = Zcr он достигает границы нижнего
континуума решений уравнения Дирака.

В работе [8] рассматривается влияние сверхзаря-
женной, Z > Zcr, кулоновской примеси на систему
двумерных массивных дираковских частиц в допи-
рованном графене. В ней обсуждается, в частности,
экранировка заряда примеси электронами, рожда-
емыми вместе с дырками из моря Дирака, в пол-
ной аналогии со спонтанным рождением электрон-
позитронных пар при Z > Zcr в трехмерной задаче
[9–11]. Однако, как показано в работе [12], одноча-
стичное приближение для уравнения Дирака спра-
ведливо не только при Z � Zcr, но также и при
Z > Zcr, так что спонтанное рождение e+e−-пар
из вакуума отсутствует. Аналогичное утверждение
относится к двумерному эффективному уравнению
Дирака со щелью в электронном спектре, так что
указанный в работе [8] механизм экранировки заря-
да согласно сценарию, описанному в обзоре [11], не
может реализоваться [13].

Заключение об отсутствии спонтанного рожде-
ния частиц-античастиц в кулоновском потенциале
при Z > Zcr основывается на унитарности парци-
альной матрицы рассеяния [12, 13]. Упругое рассея-
ние в графене подробно обсуждается в работе [14].
Однако в ней рассматривается докритический слу-
чай, Z < Zcr. В настоящей работе мы, наоборот, со-
средоточимся в основном на вычислении волновых

функций и фаз рассеяния в нижнем континууме в
закритической области, т. е. при Z > Zcr.

Следует отметить, что во всех известных нам
статьях, посвященных свойствам двумерного урав-
нения Дирака, в том числе и в работах [8,14], пред-
полагается, что орбитальный момент может прини-
мать только целые значения (в единицах �). Одна-
ко в двумерном случае возможно и дробное кван-
тование орбитального момента, M = 0,±1/2,±1, . . .

[15, 16]. Поэтому в графене полный угловой момент
[17] J = M + 1/2 может принимать как полуцелые,
так и целые значения, включая нуль. В частности,
основной уровень в допированном графене с куло-
новской примесью отвечает именно этому значению
полного углового момента.

В следующем разделе рассматриваются свой-
ства радиального двумерного уравнения Дирака
при всех возможных значениях полного момента
J = 0,±1/2,±1, . . .Обсуждаются, в частности, усло-
вия, при которых радиальный дираковский гамиль-
тониан HD становится самосопряженным операто-
ром, а в разд. 3 формулируются граничные усло-
вия для двумерной кулоновской задачи. В разд. 4
эти граничные условия конкретизируются в соот-
ветствии с работой [7] для «прямоугольного обре-
зания» кулоновского потенциала на малых рассто-
яниях при любых значениях эффективного заряда
Z примеси и углового момента J �= 0. Показано,
что при специфическом для двумерного случая зна-
чении J = 0 аналитическое решение радиального
уравнения Дирака возможно при любой модифи-
кации кулоновского потенциала. Это утверждение
справедливо и в бесщелевом случае.

В разд. 5 обсуждается дискретный спектр дву-
мерной кулоновской задачи с короткодействием.
Вычисляются зависимость энергии уровня с задан-
ным J от заряда и критические значения заряда
Z = Zcr(J, n), при которых уровень с угловым мо-
ментом J = 0,±1/2,±1 и радиальным квантовым
числом n = 0 и n = 1 достигает границы нижнего
континуума, т. е. верхней границы валентной зоны.
Волновые функции и квазистационарные состояния
дырок, отвечающие гамовским волновым функци-
ям, рассмотрены в разд. 6. Раздел 7 посвящен резо-
нансному рассеянию дырок на закритической при-
меси. Вычислены парциальные фазы рассеяния как
функции энергии дырок при J = 0,±1/2,±1 и
при нескольких значениях надкритичности. Веще-
ственность фаз означает унитарность парциальных
матриц рассеяния, что эквивалентно отсутствию
неупругих каналов, в частности, спонтанного рож-
дения электрон-дырочных пар. Указаны значения
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положений ε∗0 и ширин γ∗ квазидискретных уров-
ней, при которых они могут проявиться как брейт-
вигнеровские резонансы в рассеянии дырок на за-
критической примеси. Заключительные замечания
приведены в разд. 8. Отмечен, в частности, суще-
ственно другой характер зависимости от энергии
парциальной фазы рассеяния дырки с угловым мо-
ментом J = 0 на сверхзаряженной примеси в бесще-
левом графене по сравнению с резонансным рассея-
нием на закритической примеси в графене со щелью
в энергетическом спектре при малой надкритично-
сти. Поэтому на основе экспериментальных данных
по спектрам вольт-амперных характеристик мож-
но установить, реализуются ли в допированном гра-
фене состояния с четным угловым моментом J , в
частности с J = 0. Граничные условия на бесконеч-
ности рассматриваются в Приложении A. Мелкие
уровни с полным угловым моментом J обсуждают-
ся в Приложении B, причем особое внимание уделе-
но специфическому для двумерной задачи случаю
J = 0, отвечающему орбитальному моменту M =

= −1/2. Дробному квантованию орбитального мо-
мента, возможному в двумерном случае, посвящено
Приложение C. Предварительные результаты опуб-
ликованы в кратких сообщениях [12, 13].

2. ДВУМЕРНОЕ УРАВНЕНИЕ ДИРАКА ВО
ВНЕШНЕМ

АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОМ ПОЛЕ

Динамика массивных фермионов в примес-
ном графене в непрерывном пределе описывается
эффективным двумерным уравнением Дирака
во внешнем аксиально-симметричном скалярном
потенциале U(|x|), исчезающем на бесконечности:(

−i�vFσ ∂

∂x
+ U(|x|) +m∗v2Fσz

)
ψE(x) =

= EψE(x), (1)

см., например, работы [8,14] и указанные там даль-
нейшие ссылки. Здесь vF — скорость на поверхности
Ферми, x = (x, y), σ = (σx, σy) и σz — матрицы Пау-
ли, m∗ — эффективная масса электрона, ψE(x) —
двухкомпонентная волновая функция, отвечающая
энергии E.

В силу аксиальной симметрии сохраняющимся
квантовым числом является полный угловой момент
�J = �(M+1/2), т. е. собственное значение генерато-
ра двумерных вращений −i�∂/∂ϕ+ �σz/2 [17]. Ор-
битальный момент �M является собственным зна-
чением самосопряженного оператора −i�∂/∂ϕ, дей-

ствующего в гильбертовом пространстве квадратич-
но интегрируемых на окружности 0 � ϕ � 2π функ-
ций с граничным условием [15,16]

Φ(2π) = eiθΦ(0), θ = 2πδ, Im δ = 0, (2)

где θ — топологическая фаза Паули.
Разрыв непрерывности1) при ϕ = 2π связан с

тем, что окружность является дифференцируемым
многообразием [18], атлас которого состоит по край-
ней мере из двух карт (в стереографической проек-
ции). Полный атлас, т. е. совокупность всех атласов,
восстанавливает кажущееся нарушение аксиальной
симметрии.

При обращении времени орбитальный момент
меняет знак, поэтому топологическая фаза Паули
может принимать только два значения, θ = 0 и θ = π

[19], что приводит к его полуцелому2) квантованию.
Тогда, в силу граничного условия (2), собственные
функции оператора −i�∂/∂ϕ равны

ΦM (ϕ) =
1√
2π
eiMϕ, M = δ +m,

δ = 0,
1

2
, m = 0,±1,±2, . . .

(3)

Они реализуют неприводимые однозначные при
δ = 0 и двузначные при δ = 1/2 представления груп-
пы вращений SO(2).

Полагая

E = m∗v2F ε, U(|x|) = m∗v2FV (ρ),

x = lFρ, ρ = (ρ cosϕ, ρ sinϕ),
(4)

где lF = �/m∗vF — «комптоновская» длина в гра-
фене, для волновой функции с заданным полным
угловым моментом J получаем

ψε,J (ρ) =
1√
2πρ

eiJϕ

(
e−iϕ/2F (ρ)

ieiϕ/2G(ρ)

)
, J =M+

1

2
. (5)

Функции F (ρ) и G(ρ) удовлетворяют двумерному
радиальному уравнению Дирака

HDΨε,J(ρ) = εΨε,J(ρ), Ψε,J =

(
F (ρ)

G(ρ)

)
,

HD =

⎛⎜⎝1 + V (ρ)
J

ρ
+

d

dρ
J

ρ
− d

dρ
−1 + V (ρ)

⎞⎟⎠ ,

(6)

1) Требование непрерывности волновых функций не следу-
ет, вообще говоря, из общих принципов квантовой теории.

2) Полуцелое квантование орбитального момента, возмож-
ное в двумерных физических системах, реализуется, напри-
мер, в циркулярных квантовых точках с нечетным числом
электронов [20, 21].
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которое с точностью до обозначений3) совпадает
с системой уравнений для радиальных функций в
трехмерной задаче [5]. Однако в двумерном случае
возможно значение J = 0, а также полуцелые зна-
чения J = m+ 1/2, m = 0,±1,±2, . . .

Электронные свойства графена на подложке SiC,
допированного атомными ядрами или ионами с за-
рядом Z0, описываются, согласно работам [2, 8],
уравнением (6) с кулоновским потенциалом притя-
жения

VC(ρ) = − q
ρ
, q = ZαF , αF =

e2

�vF
, q > 0. (7)

Здесь эффективный заряд Z = Z0/ε, где Z0 — «го-
лый» заряд примеси, а ε — эффективная диэлек-
трическая проницаемость. Для указанных в работах
[2,8] значений величины щели Δ = 2m∗v2F = 0.26 эВ,
эффективной константы связи αF = 0.4 и расстоя-
ния между ядрами углерода aCC = 1.42 Å имеем

vF = 5.53 · 108 см/с, m∗ = 7.65 · 10−4me,

lF = 271 Å,
(8)

где me — масса электрона, так что lF � aCC и
оправдан переход к непрерывному пределу.

Задача поставлена, если наряду с уравнением
(6) указаны подходящие граничные условия. В рас-
сматриваемом случае это означает, что ассоцииро-
ванный с дифференциальным оператором HD опе-
ратор H должен быть самосопряженным опера-
тором, действующим в гильбертовом пространстве
H = L2(R+) квадратично интегрируемых на веще-
ственной полупрямой R+ = [0,∞) функций с эрми-
товым скалярным произведением

(Ψ2,Ψ1) =

∞∫
0

Ψ†
2(ρ)Ψ1(ρ) dρ =

=

∞∫
0

(F ∗
2 F1 +G∗

2G1) dρ (9)

и нормой

(Ψ,Ψ) ≡ ||Ψ||2 =

∞∫
0

(|F (ρ)|2+|G(ρ)|2) dρ <∞. (10)

Для потенциалов, убывающих на бесконечности,
V (ρ) → 0 при ρ→ ∞, значениям безразмерной энер-
гии ε � 1 отвечает верхний континуум решений дву-
мерного уравнения Дирака, значениям ε � −1 —

3) Уравнение (6) совпадает с системой (10.1.4) из [5] после
замен F → rg, G → −rf , J → −κ, где κ = ±1,±2, . . . —
дираковское квантовое число.

нижний континуум, а области −1 < ε < 1 — дис-
кретный спектр. Поскольку собственные значения
оператора HD сколь угодно велики, оператор H яв-
ляется неограниченным оператором и необходимо
указать область его определения D(H) [22].

В соответствии с теорией фон Неймана для та-
ких операторов, минимально необходимым требова-
нием для любого линейного оператора H , связанно-
го с HD и действующего в гильбертовом простран-
стве L2(R+), являются условия

HΨ = HDΨ,

D(H) = {Ψ ∈ L2(R+), HDΨ ∈ L2(R+)}.
(11)

Для гамильтониана (6) эти условия приводят к убы-
ванию волновой функции Ψ на бесконечности,

F (∞) = G(∞) = 0, (12)

см. Приложение A.
Интегрируя по частям и учитывая убывание вол-

новой функции на бесконечности, получаем

∞∫
0

Ψ†
2(HDΨ1) dρ−

∞∫
0

(HDΨ2)
†Ψ1 dρ =

= lim
ρ→0

[F1(ρ)G
∗
2(ρ)− F ∗

2 (ρ)G1(ρ)]. (13)

Для самосопряженного оператора внеинтегральное
слагаемое, т. е. правая часть этого равенства, долж-
но исчезать. Таким образом, ответ на вопрос, явля-
ется ли оператор H , ассоциированный с дифферен-
циальным оператором HD, самосопряженным или
нет, полностью определяется асимптотикой волно-
вых функций на малых расстояниях, точнее их по-
ведением в пределе ρ→ 0, и, следовательно, формой
потенциала на малых расстояниях.

3. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ В ДВУМЕРНОЙ
КУЛОНОВСКОЙ ЗАДАЧЕ

Радиальные функции двумерного уравнения Ди-
рака с кулоновским потенциалом (7) удовлетворяют
системе уравнений

dF

dρ
− J

ρ
F +

(
1 + ε+

q

ρ

)
G = 0,

dG

dρ
+
J

ρ
G+

(
1− ε− q

ρ

)
F = 0,

(14)

где полный момент J = 0,±1/2,±1,±3/2,±2, . . .

Решения Ψε,J(ρ) этой системы являются соб-
ственными функциями гамильтониана H , соответ-
ствующими собственному значению ε, и образуют
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полную систему тогда и только тогда, когда опе-
ратор H является самосопряженным. При этом, со-
гласно равенству (13), необходимы граничные усло-
вия при ρ = 0. Чтобы их получить, нужно рассмот-
реть асимптотику решений системы (14) на малых
расстояниях, которая для релятивистской кулонов-
ской задачи обсуждается в работе Кейза [23], а так-
же в монографии [22].

В пределе ρ → 0 такая асимптотика опреде-
ляется значением только одного параметра σ =

=
√
J2 − q2. При заданном значении полного мо-

мента J эта асимптотика меняется с увеличением
заряда.

1. Пусть сначала 0 < q <
√
J2 − σ2. Тогда

нетрудно проверить, что

Ψσ(ρ → 0) =

= Cσ

{
uσ

(
1

gσ

)
ρσ + u−σ

(
1

g−σ

)
ρ−σ

}
,

qg±σ = J ∓ σ, σ =
√
J2 − q2 > 0.

(15)

Подставляя это разложение в правую часть равен-
ства (13) и учитывая, что для самосопряженного
оператора D(H†) = D(H), получим

uσ
u−σ

=

(
uσ
u−σ

)∗
= tg θσ,

−π
2
� θσ � π

2
, σ < |J |.

(16)

Это граничное условие определяет однопараметри-
ческое семейство самосопряженных операторов

HθσΨ = HDΨ,

D(Hθσ ) = {Ψ ∈ L2(R+), HDΨ ∈ L2(R+); θσ},
(17)

где θσ определено в (16).
Чтобы удовлетворить первому из условий (11)

при 1/2 � σ < |J |, нужно положить u−σ = 0,
что отвечает значению параметра θσ = ±π/2. При
этом правая часть равенства (13) обращается в нуль
автоматически и оператор H является самосопря-
женным. В этой области изменения заряда q одни
только требования (11) реализуют так называемое
«встроенное» граничное условие [22].

2. В особом случае q2 ≡ q2s = J2 справедливо
разложение, в котором появляются логарифмы,

Ψ0(ρ→ 0) = C0

{
u0

(
1

g0

)
+ ũ0

(
1

g̃0

)
ln ρ

}
,

qg0 = J − ũ0
u0
, qg̃0 = J.

(18)

Действуя так же, как и в предыдущей области из-
менения q, имеем

u0
ũ0

=

(
u0
ũ0

)∗
= tg θ0,

−π
2
� θ0 � π

2
, σ = 0.

(19)

Это граничное условие определяет семейство само-
сопряженных операторов H†

θ0
= Hθ0 , ср. с соотно-

шением (17).
3. Если же q2 > J2, то вместо (15) получаем раз-

ложение

Ψτ (ρ→ 0) =

= Cτ

{
uτ

(
1

gτ

)
ρiτ + u−τ

(
1

g−τ

)
ρ−iτ

}
,

qg±τ = J ∓ iτ, τ =
√
q2 − J2 = −iσ.

(20)

Оно приводит к граничному условию(
uτ
u−τ

)∗
=

(
uτ
u−τ

)−1

,
uτ
u−τ

= e2iθτ ,

Im θτ = 0

(21)

и, соответственно, к семейству самосопряженных
операторов при q > |J |,

HθτΨ = HDΨ,

D(Hθτ ) = {Ψ ∈ L2(R+), HDΨ ∈ L2(R+); θτ}.
(22)

Однопараметрические семейства самосопряженных
радиальных дираковских операторов Hθσ и Hθτ

были получены ранее другим способом в работах
[24,25] для целых значений полного углового момен-
та J = ±1,±2, . . . в трехмерной задаче и в работе [26]
для J = ±1/2,±3/2, . . . в двумерном случае.

Указанные в пп. 1–3 граничные условия опре-
деляют полный набор волновых функций и энер-
гетический спектр двумерной кулоновской задачи
(14) при всех значениях полного углового момента
(включая J = 0) и заряда q примеси.

4. ДВУМЕРНАЯ КУЛОНОВСКАЯ ЗАДАЧА С
КОРОТКОДЕЙСТВИЕМ

Равенства (16), (19) и (21) определяют необходи-
мые граничные условия для решения системы (14)
при всех значениях заряда q >

√
J2 − 1/4. Чтобы

фиксировать параметры θσ(J) и θτ (J), т. е. выде-
лить конкретный самосопряженный гамильтониан
из однопараметрических семейств (17) и (22), тре-
буются дополнительные физические соображения.

13 ЖЭТФ, вып. 6 (12)
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Согласно Померанчуку и Смородинскому [7], «пред-
ставляет интерес исследование поведения уровней
энергии в системе с конечным радиусом». В даль-
нейшем будем рассматривать кулоновский потен-
циал, модифицированный на малых расстояниях
ρ � R
 1:

VR(ρ) = − q

R

{
R/ρ, ρ ≥ R,

f(ρ/R), ρ ≤ R.
(23)

В нашем случае в соответствии с (8) получаем

1 � R � aCC

lF
� 5.2 · 10−3. (24)

Уравнение (6) с заменой V (ρ) → VR(ρ) имеет ана-
литическое решение для f(ρ/R) ≡ 1, т. е. для «пря-
моугольного» обрезания [7] кулоновского потенциа-
ла. В этой модели при ρ < R, т. е. на малых рассто-
яниях, для J �= 0 имеем

ΨJ(ρ) = CJ

(
q
ρ

R

)1/2⎛⎜⎝±J±(J−1/2)

(
q
ρ

R

)
J±(J+1/2)

(
q
ρ

R

)
⎞⎟⎠ . (25)

Здесь Jν(z)—функции Бесселя [27], а верхние (ниж-
ние) знаки в индексах относятся к значениям пол-
ного момента J > 0 (J < 0).

Сравнение этого выражения с асимптотической
структурой (15) с учетом непрерывности двухком-
понентной волновой функции при ρ = R дает

tg θσ(J ;R) =
σ + J

σ − J
×

× [qJ±(J−1/2)(q)± (σ − J)J±(J+1/2)(q)]R
−σ

[qJ±(J−1/2)(q)∓ (σ + J)J±(J+1/2)(q)]Rσ
,

σ =
√
J2 − q2 > 0,

(26)

где верхние (нижние) знаки, так же как и в (25), от-
вечают значениям J > 0 (J < 0). Если же q > |J |,
то, в соответствии с (21), приходим к равенству

exp [2iθτ (J ;R)] =
iτ + J

iτ − J
×

× [qJ±(J−1/2)(q)± (iτ − J)J±(J+1/2)(q)]R
−iτ

[qJ±(J−1/2)(q) ∓ (iτ + J)J±(J+1/2)(q)]Riτ
,

τ =
√
q2 − J2 > 0.

(27)

Граничные условия (16) и (21) совместно с выраже-
ниями (26) и (27) определяют решения системы (14)
при всех значениях4) заряда q и полного момента J ,
кроме значения J = 0.

4) Особый случай q = J , когда в асимптотической струк-
туре (18) появляется логарифм ln ρ, требует отдельного рас-
смотрения. Однако при вычислении энергии εJ (q) в этом нет
необходимости, поскольку можно использовать соображения
непрерывности (см. ниже рис. 1).

Обсудим этот случай, специфический для дву-
мерной задачи. Дираковская система (6) с потенци-
алом VR(ρ) (23) при ρ � R для J = 0 приводит
к самосопряженной форме уравнения для функции
G(ρ) (см., например, [28]):

d

dξ

(
1

qf(ξ)

d

dξ
G

)
+ qf(ξ)G = 0,

F =
1

qf(ξ)

d

dξ
G, ξ =

ρ

R
, 0 � ξ � 1.

(28)

После перехода к новой переменной f̃ ,

f̃ = q

ξ∫
0

f(ξ
′
)dξ

′
,

f̃(1) = qf0, f0 =

1∫
0

f(ξ) dξ,

(29)

соотношения (28) сводятся к осцилляторным,

d2

df̃2
G+G(f̃) = 0, F (f̃) =

d

df̃
G(f̃), (30)

решение которых зависит от двух констант,

ψ0(f̃) =

(
A sin f̃ +B cos f̃

B sin f̃ −A cos f̃

)
. (31)

Требование самосопряженности системы (6), т. е. ис-
чезновения правой части равенства (13), дает

A

B
= tg θ̃0, −π

2
� θ̃0 � π

2
. (32)

Из сравнения со структурой (20) получаем

exp [2iθτ(J = 0;R)] =

= exp

[
2iq ln

(
1

R0

)
− 2iθ̃0

]
,

R0 = R exp(−f0).

(33)

Можно показать (см. Приложение B), что фигури-
рующая здесь дополнительная неопределенная фаза
θ̃0 равна нулю. Это равенство следует из того, что
при выключении взаимодействия уровни с J = 0 ис-
чезают из спектра, т. е. εJ(q) → 0 при q → 0.

Таким образом, если полный момент J = 0, то
аналитическое решение системы (14) возможно при
любой форме модификации (23) кулоновского по-
тенциала на малых расстояниях. В качестве приме-
ра рассмотрим полиномиальную обрезающую функ-
цию в трехмерной задаче,

f(ξz, n) =
n+ 1

n
− 1

n
ξnz , ξz =

√
ρ2 + z2

R
, (34)
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которая при z = 0 переходит в функцию f(ρ, n), вве-
денную в (23), и отвечает плотности заряда примеси

ρn(ξz) =
Ze

4π
(n+ 1)

ξn−2
z

R3
θ(1− ξz). (35)

Тогда, согласно (29), для величины f0, входящей
в (33), получаем

f0(n) =
n+ 2

n+ 1
,

f0(∞) = 1, f0(2) =
4

3
,

f0(1) =
3

2
, f0(0) = 2.

(36)

Значение n = ∞ отвечает однородному распреде-
лению заряда примеси по сфере радиуса R (прямо-
угольное обрезание), а n = 2 — по шару того же
радиуса:

ρ∞(ξz) =
Ze

4πR3
δ(1− ξz), ρ2(ξz) =

3

4

Ze

π
θ(1 − ξz).

Итак, для левой части равенства (27) при J = 0

имеем

exp [2iθτ(J = 0;R)] = exp

(
2iq ln

1

R
+ 2iqf0

)
,

R0 = R exp(−f0),
(37)

причем R0 — эффективный радиус обрезания, зави-
сящий от формы обрезающей функции.

5. ДИСКРЕТНЫЙ СПЕКТР

Полагая

r = 2λρ, λ =
√

1− ε2 > 0 (38)

и следуя подходу Гордона [29] (см. также моногра-
фии [30,31]), получаем убывающее на бесконечности
решение системы (14):(

F

G

)
= C

√
1± ε e−r/2 rσ

{
Ψ(a, c; r)±

±
( q
λ
− J
)
Ψ(a+ 1, c; r)

}
.

(39)

Здесь C — нормировочный множитель, σ =

=
√
J2 − q2, Ψ(a, c; r) — функция Трикоми [27],

a = σ− εq/λ и c = 1+2σ — ее параметры, а верхние
(нижние) знаки относятся к функции F (G).

На малых расстояниях при σ �= 0 решение (39)
имеет структуру (15), причем

u±σ =
Γ(∓2σ)(2λ)±σ

Γ
(
1∓ σ − ε

λ
q
) ×

× [q√1− ε− (J ± σ)
√
1 + ε

]
, (40)

где Γ(z) — гамма-функция Эйлера.
1. При σ � 1/2 из условия u−σ = 0 следует дву-

мерный аналог формулы Зоммерфельда5)

εnρ =

{
1 +

q2

(
√
J2 − q2 + nρ)2

}−1/2

,

q �
√
J2 − 1/4,

nρ =

{
0, 1, 2, . . . , J > 0,

1, 2, 3, . . . , J < 0,

(41)

для J = ±1/2,±3/2, . . ., см. также работу [32].
В области 0 < σ < 1/2, согласно равен-

ству (16), приходим к уравнению для спектра при√
J2 − 1/4 < q < |J |:

(2λ)σ
[
q
√
1− ε− (J + σ)

√
1 + ε

]
(2λ)−σ

[
q
√
1− ε− (J − σ)

√
1 + ε

] ×
×

Γ
(
1 + σ − ε

λ
q
)
Γ(−2σ)

Γ
(
1− σ − ε

λ
q
)
Γ(2σ)

= tg (θσ),

− π

2
� θσ � π

2
, σ =

√
J2 − q2 > 0.

(42)

Это равенство с учетом выражения (26) для
tg θσ(J ;R) определяет энергии связанных состояний
в модели прямоугольного обрезания кулоновского
потенциала на малых расстояниях. Заметим, что
при J2 > q2 можно перейти к пределу R → 0 и воз-
вратиться к формуле (41), которая следует также
из равенства (42) при выборе значений параметра
θσ = ±π/2.

2. В особом случае q2 = q2s = J2 имеем

u0 = ũ0

[
ψ
(
1− ε

λ
q
)
+ 2C

]
,

ũ0 =
J
√
1 + ε− q

√
1− ε

Γ
(
1− ε

λ
q
) ,

(43)

где ψ(z) = Γ
′
(z)/Γ(z)— логарифмическая производ-

ная гамма-функции, а C = 0.577 — постоянная Эй-
лера. Отсюда с учетом (19) следует уравнение для
энергетического спектра:

ψ
(
1− ε

λ
q
)
+ 2С = tg θ0, −π

2
� θ0 � π

2
,

σ =
√
J2 − q2 = 0.

(44)

5) Для водородоподобного атома J = −κ, κ = ±1,±2, . . .
Ограничение σ � 1/2 для основного состояния, κ = −1, озна-
чает, что заряд ядра Z <

√
3/2α ≈ 118.5 [22].

1347
13*



В. М. Кулешов, В. Д. Мур, А. М. Федотов, Ю. Е. Лозовик ЖЭТФ, том 152, вып. 6 (12), 2017

Если здесь положить θ0 = ±π/2 и учесть, что функ-
ция ψ(z) имеет простые полюсы в точках z = −nρ,
nρ = 0, 1, 2, . . ., то опять приходим к формуле (26),
в которой, однако,

εn =

{
1 +

q2

n2

}−1/2

,

n = nρ + 1 = 1, 2, . . . , q = |J |,
(45)

и которую нельзя продолжить6) на бо́льшие значе-
ния заряда q > |J |.

3. При дальнейшем увеличении заряда, q2 > J2,
справедливо выражение (40), если в нем положить
σ = iτ . Тогда в соответствии с граничным условием
(21) получим уравнение для спектра:

(2λ)iτ [q
√
1−ε−(J+iτ)

√
1+ε]Γ

(
1+iτ− ε

λ
q
)

(2λ)−iτ [q
√
1−ε−(J−iτ)√1+ε]Γ

(
1−iτ− ε

λ
q
) ×

× Γ(−2iτ)

Γ(2iτ)
= exp (2iθτ ), Im θτ = 0,

τ =
√
q2 − J2.

(46)

Отсюда, в частности, следует уравнение для крити-
ческого заряда примеси

q(n)cr (J) = Z(n)
cr (J)αF ,

при котором n-й уровень с квантовым числом J до-
стигает границы нижнего континуума, ε = −1,

argΓ

(
2i

√(
q
(n)
cr (J)

)2
− J2

)
=

=

√(
q
(n)
cr (J)

)2
− J2 ×

× ln
(
2q(n)cr (J)

)
− θτ (J) + πn, n = 0, 1, 2, . . . (47)

Равенство (46) совместно с (27) определяет дис-
кретный спектр при q > |J | > 0 в двумерной куло-
новской задаче с прямоугольным обрезанием. Если
же J = 0, то для фазы θτ (J = 0;R) нужно использо-
вать выражение (37), определенное при любой фор-
ме обрезающей функции на малых расстояниях, т. е.
в модели (23) кулоновской задачи с короткодействи-
ем.

Зависимости энергии низшего уровня, ε(q, J ;R),
от заряда примеси q = ZαF при радиусе обреза-
ния R = 1/20 для нескольких значений углово-
го момента J показаны на рис. 1. При этом ради-
ус RlF = 13.5 Å почти на порядок больше рассто-
яния aCC = 1.42 Å между атомами углерода, что

6) Для основного состояния водородоподобного атома это
предельное значение заряда Zs = α−1 ≈ 137.

J = 0 1/2 –1/2 –1

–1

1

1

0

0 0.7 1.4
q

�( , ; )q J R

Рис. 1. Зависимости энергии ε(q, J ;R) низшего уровня с
заданным значением орбитального момента M = J − 1/2

от заряда q = ZαF при радиусе прямоугольного обреза-
ния кулоновского потенциала R = 1/20. У кривых указаны

значения квантового числа J

–1

1

0

�( , = 0; )q J R0

0 0.2 0.4
q

f0 = 2
3/2

4/3

1

R = 1/20

Рис. 2. Зависимости энергии основного уровня
ε(q, J = 0;R0) от заряда q = ZαF при радиусе
обрезания кулоновского потенциала R = 1/20 при раз-
личных формах обрезающей функции. У кривых указаны
значения f0, а значения эффективного радиуса обрезания

приведены в табл. 2

необходимо для возможности описания электрон-
ных свойств графена на подложке SiC в рамках эф-
фективного двумерного уравнения Дирака. Ход ос-
новного уровня энергии ε(q, J = 0;R) в зависимости
от заряда q при различных радиусах R прямоуголь-
ного обрезания проиллюстрирован на рис. 2 в ра-
боте [13]. Зависимости энергии этого же уровня от
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Таблица 1. Значения критического заряда
q
(n)
cr (J) = Z

(n)
cr (J)αF , при которых низший (n = 0)

и первый возбужденный (n = 1) уровни с данным
значением орбитального момента M = J − 1/2

достигают границы нижнего континуума при
радиусе обрезания R = 1/20

R = 1/20

J = 1/2 J = −1/2 J = 1 J = −1

q
(0)
cr (J) 0.90 1.14 1.36 1.51

q
(1)
cr (J) 1.61 1.91 1.97 2.19

эффективного радиуса обрезания R0 = R exp (−f0)
при R = 1/20 для нескольких значений f0, т. е. для
разных форм обрезания (см. выражения (23), (29),
(36)), показаны на рис. 2.

Зависимость энергии уровней от заряда q и ра-
диуса обрезания R вблизи границы верхнего конти-
нуума решений уравнения Дирака для различных
значений момента J приведена в Приложении B.

Значения q(n)cr (J) = Z
(n)
cr (J) αF критического за-

ряда, при которых нижний (n = 0) и первый воз-
бужденный уровень (n = 1) с данным значением
полного момента J = 0, 1/2,−1/2, 1,−1 достигают
границы нижнего континуума при радиусе обреза-
ния R = 1/20 указаны в табл. 1. Значения крити-
ческого заряда основного q(0)cr (0) и первого возбуж-
денного q(1)cr (0) уровней с J = 0 при различных фор-
мах обрезающей функции для R = 1/20 приведены
в табл. 2.

6. ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ И
КВАЗИДИСКРЕТНЫЕ УРОВНИ НИЖНЕГО

КОНТИНУУМА

Параметры θσ(J) и θτ (J) полностью определяют
волновые функции и энергетический спектр задачи
(14) при любых значениях заряда q = ZαF . Так,
например, в случае сверхкритического заряда для
нормированной на δ(k−k′

) волновой функции зада-
чи рассеяния в нижнем континууме получаем(

F

G

)
= exp

(
∓iπ

4

)√−ε∓ 1×

×
exp
[π
2

(
τ − ε

k
q
)]

2
√
π(−ε)

{
χ∓(ρ)± χ∗

∓(ρ)
}
, (48)

где

χ∓(ρ) = exp[ikρ+ iδJ(k)](2kρ)
iτ ×

×
[
Ψ
(
iτ − i

ε

k
q, 1 + 2iτ ;−2ikρ

)
∓

∓
(
J − i

q

k

)
Ψ(1 + iτ − i

ε

k
q, 1 + 2iτ ;−2ikρ)

]
.

Здесь верхние (нижние) знаки относятся к функци-
ям F (G), k =

√
ε2 − 1, ε < −1, τ =

√
q2 − J2, q >

> qcr, а δJ (k) — парциальная фаза рассеяния, по-
скольку на больших расстояниях kρ� 1 имеем(

F

G

)
=

exp
(
∓iπ

4

)
√
π(−ε)

√−ε∓ 1×

×

⎧⎪⎨⎪⎩
cos
[
kρ+

ε

k
q ln(2kρ) + δJ(k)

]
,

i sin
[
kρ+

ε

k
q ln(2kρ) + δJ (k)

]
.

(49)

Парциальная матрица рассеяния SJ = exp (2iδJ)

определяется из условия (21), причем

uτ = (2k)iτΓ(−2iτ)
[
exp
(
iδJ +

π

2
τ
)
a −

− exp
(
−iδJ − π

2
τ
)
b
]
, u−τ = −u∗τ , (50)

где

a =
q
√−ε+ 1 + (iJ − τ)

√−ε− 1

Γ
(
1− iτ − i

ε

k
q
) ,

b =
q
√−ε+ 1− (iJ − τ)

√−ε− 1

Γ
(
1− iτ + i

ε

k
q
) .

(51)

Таким образом, окончательно получаем

exp[2iδJ(k)] =
α∗−β
β∗−α, α = exp

(π
2
τ−iητ

)
a,

β = exp
(
−π
2
τ − iητ

)
b,

(52)

где a и b определены выше и введено обозначение

exp[2iητ (J)] =
(2k)−iτΓ(2iτ)

(2k)iτΓ(−2iτ)
exp[2iθτ (J)]. (53)

Гамовские волновые функции квазистационарных
состояний получаются из функций (48), если в них
опустить второе слагаемое в фигурных скобках, т. е.
положить exp[−iδJ(k)] = 0. Это условие отвечает
полюсам матрицы рассеяния и приводит к следую-
щему уравнению для спектра комплексных энергий:

q
√−ε+ 1 + (iJ − τ)

√−ε− 1

q
√−ε+ 1 + (iJ + τ)

√−ε− 1
×

×
Γ
(
1+iτ−i ε

k
q
)

Γ
(
1−iτ−i ε

k
q
) = exp(−πτ) exp[2iητ (J ;R)], (54)
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Таблица 2. Значения критического заряда для основного q
(0)
cr и первого q

(1)
cr возбужденного уровней с орбиталь-

ным моментом M = −1/2 при различных формах обрезающей функции и соответствующих им эффективных
радиусах обрезания R0 = R exp(−f0) при R = 1/20

R = 1/20, J = 0

f0 = 1, R0 = 0.018 f0 = 4/3, R0 = 0.013 f0 = 3/2, R0 = 0.011 f0 = 2, R0 = 0.007

q
(0)
cr (0) 0.46 0.41 0.40 0.35

q
(1)
cr (0) 1.33 1.23 1.18 1.06

2

1

0 0.1 0.2

� �0,

�0* = 1.25

�0* = 1.18 f0 = 1

f0 = 2

�* = .180

�* = 0.04

q q– cr

Рис. 3. Зависимости энергии квазидискретных уровней
ε0(q, J = 0;R0) (сплошные кривые) и ширины уровня
γ(q, J = 0;R0) (штриховые кривые) от надкритичности,
т. е. от разности q − qcr, при R = 1/20 для двух форм об-
резания кулоновского потенциала. У кривых указаны зна-
чения f0 (f0 = 1 — равномерное распределение заряда по
сфере радиуса R, f0 = 2 — по шару того же радиуса), а
также положения ε∗0 и ширины γ∗ резонансов, отвечающие

полюсам матрицы рассеяния (см. ниже рис. 7)

решения которого определяют как положение ε0
квазидискретных уровней, так и их ширины γ:

ε = −ε0 + i

2
γ, ε0 > 1, γ > 0. (55)

На рис. 3 проиллюстрированы зависимости ε0 и
γ от формы обрезающей функции для J = 0. На
рис. 4a показаны зависимости положения квазидис-
кретного уровня ε0 и его ширины γ от разности
q−qcr, т. е. от того, на сколько заряд примеси превы-
шает свое критическое значение, для значений пол-
ного момента J = 1/2 и J = −1/2 при радиусе
прямоугольного обрезания кулоновского потенциа-
ла R = 1/20. На рис. 4б приведена аналогичная кар-
тина для J = 1 и J = −1. Из рис. 4 видно, что вбли-
зи границы нижнего континуума, q → qcr, ширина

квазистационарного состояния мала, γ 
 ε0 ∼ 1.
Это объясняется тем, что система (6) с потенциа-
лом (23) при ε0 ∼ 1 эквивалентна задаче с малопро-
ницаемым барьером. Поясним это в квазиклассиче-
ском приближении для квазистационарных состоя-
ний вблизи границы нижнего континуума решений
уравнения Дирака (см. работы [33,34]). В этом слу-
чае для квазиклассического импульса радиального
движения p(ρ) =

√
2(Eeff − Ueff ) получаем

Eeff =
1

2
(ε2 − 1),

Ueff (ρ; ε; J) =− 1

2
V 2(ρ) + εV (ρ) +

J2

2ρ2

(56)

(см. рис. 5). Из-за кулоновского барьера в эффек-
тивном потенциале при ρ� R ширина уровня мала,
γ 
 ε0, так что

k = k
′
0 − ik

′′
0 , k′0 =

√
ε20 − 1 > 0,

k′′0 =
γ

2k′0
> 0.

(57)

Поэтому на больших расстояниях с экспоненциаль-
ной точностью имеем

Ψε,J(ρ) ∼ exp(ikρ) = exp(ik′0ρ+ k′′0ρ),

ρ� 1

|k| ,
(58)

т. е. расходящуюся на бесконечности гамовскую вол-
новую функцию. Противоположный знак γ означал
бы наличие квадратично интегрируемого решения
системы (6), т. е. связанного состояния с комплекс-
ной энергией, что не совместимо с самосопряжен-
ностью оператора Hθτ . Необычный знак перед ши-
риной квазистационарного состояния γ в выраже-
нии (55) обеспечивает уход дискретного уровня при
q > qcr на нефизический лист и тем самым непро-
тиворечивость одночастичного приближения [35] в
рассматриваемой задаче.

Движение полюсов парциальной матрицы рассе-
яния SJ(k; q) в плоскости комплексного переменного
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а б

�0* = 1.92 �0* = 3.10
�0* = 3.23

�0* = .2 78

�* = .10 4 �* = .100
�* = .090�* = .0 34

00 0

5 5

10 10

0.5 0.51 0. 1 0.

� �0, � �0,

q q– cr q q– cr

J = 1/2 J = 1

J = 1/2–

J = 1–

Рис. 4. Зависимости энергии квазидискретных уровней ε0(q, J ;R) (сплошные кривые) и ширины уровня γ(q, J ;R) (штри-
ховые кривые) от разности q− qcr при R = 1/20. У кривых указаны значения полного момента J , а также положения ε∗0
и ширины γ∗ резонансов, см. рис. 8. a) Для J = 1/2 при q − qcr = 0.3 и J = −1/2 при q − qcr = 0.16; б) для J = 1 при

q − qcr = 0.34 и J = −1 при q − qcr = 0.29

а б

� �

Eeff

Eeff

Ueff Ueff

Рис. 5. Эффективный потенциал (56) для состояний с ε < −1: a — с полным моментом J �= 0; б — с полным моментом
J = 0

k =
√
ε2 − 1 вблизи границы нижнего континуума

при увеличении заряда q показано на рис. 6. При
q < qcr(J) для энергии дискретного уровня имеем
−1 < εd < 1, так что kd = iκd, κd > 0, и отвеча-
ющий ему полюс S-матрицы находится на мнимой
оси верхней k-полуплоскости, т. е. на первом, физи-
ческом, листе.

При увеличении заряда полюс S-матрицы при-
ближается к границе нижнего континуума, ε = −1,
причем навстречу ему также по мнимой оси движет-
ся виртуальный уровень kv, находящийся в нижней
k-полуплоскости, т. е. на втором, нефизическом, ли-
сте. При q = qcr(J) они сталкиваются, превращаясь
в пару расходящихся при q > qcr(J) брейт-вигнеров-

ских полюсов k(1,2)BW , находящихся на нефизическом
листе. В этой закритической области ближайший к
положительной вещественной полуоси полюс k(1)BW

с комплексной энергией (55) отвечает квазистацио-
нарному состоянию дырки.

Действительно, согласно Фейнману, следует счи-
тать, что электроны с отрицательной энергией дви-
жутся вспять по времени, так что временнáя гамов-
ская волновая функция

Ψ(t) ∼ exp(−iεt) ≡ exp[−i(−ε)(−t)] =

= exp

[
−iε0(−t)− 1

2
γ(−t)

]

1351



В. М. Кулешов, В. Д. Мур, А. М. Федотов, Ю. Е. Лозовик ЖЭТФ, том 152, вып. 6 (12), 2017

Im k

Re k

kd

kv

q q> crq q> cr

q q< cr

q q< cr

kBW
(2)

kBW
(1)

Рис. 6. Движение полюсов S-матрицы в комплексной плос-
кости k =

√
ε2 − 1 вблизи границы нижнего континуума

ε = −1. Стрелками указано направление движения при
увеличении заряда q = Ze2/�vF

затухает с увеличением (−t). Такие электроны отве-
чают дыркам в море Дирака с положительной энер-
гией, что восстанавливает стандартную интерпрета-
цию квазистационарных состояний в нижнем конти-
нууме.

К этому утверждению можно подойти и с другой
стороны. С учетом модификации (23) кулоновского
потенциала гамильтониан HD(ρ, J ;R) системы (6)
является самосопряженным оператором и его соб-
ственные функции образуют полную систему. По-
скольку электронный спектр энергий, −1 < ε < ∞,
не перекрывается7) с дырочным, 1 � ε̄ < ∞, ε̄ = −ε
при ε � −1, законным является вторичное кванто-
вание по Фарри [36] на базе этого полного набора
функций. При этом для комплексной энергии ква-
зистационарных состояний дырок имеем

εp = ε0 − i

2
γ, ε0 > 0, γ > 0, (59)

т. е. стандартное выражение для энергии квазидис-
кретного уровня. Такие квазистационарные состо-
яния могут проявиться как резонансы в рассеянии
дырок на кулоновской примеси.

7) При Z = Zcr состояние электрона с энергией εd = −1
является дискретным, а состояния с ε < −1 относятся к
непрерывному спектру. Поэтому и в этом случае электрон-
ный спектр не перекрывается с дырочным, для которого ε̄ =
= −ε > 1.

q f= 0.5, = 10

f q0 = 1, = 0.5

f q0 = 2, = 0.4 f q0 = 4/3, = 0.5

f q0 = 3/2, = 0.5

1.004 1.006 1.008
2

4

6

1.4 2.1 �
0

2

4

� �0 0( , ; )q R

*

*

Рис. 7. Фазы рассеяния δ0(ε, q;R0) для состояний с пол-
ным моментом J = 0 как функции энергии дырки для
нескольких форм обрезающей функции при R = 1/20. У
кривых указаны значения заряда q = ZαF и f0. Звездоч-
ками отмечены положения резонансов в рассеянии дырок
на примеси (см. рис. 3). На вставке штрихпунктиром по-

казана асимптотика (61)

7. РЕЗОНАНСНОЕ РАССЕЯНИЕ ДЫРОК НА
ПРИМЕСИ

Поскольку основной уровень первым опускается
до границы нижнего континуума, обсуждение состо-
яний рассеяния дырок с энергией ε = −ε > 1 начнем
с состояний с полным моментом J = 0. Результаты
вычисления фазы рассеяния δ0(ε, q;R0), см. равен-
ства (52)–(54) и граничное условие (37), для раз-
личных форм обрезающей функции представлены
на рис. 7.

Фазы рассеяния δJ(ε, q;R) с J = ±1/2 и J = ±1

для нескольких значений заряда примеси q = ZαF

показаны на рис. 8. Конкретные значения q выбра-
ны так, чтобы целые значения заряда Z примеси
были максимально близки к критическим значени-
ям Zcr, указанным в табл. 2 для графена на подлож-
ке SiC, когда αF = 0.4 и считается, для определен-
ности, что эффективная диэлектрическая проница-
емость ε = 1.

Так же как и в нерелятивистской теории рассея-
ния (см. гл. 13 в монографии [37]), квазистационар-
ные состояния в нижнем континууме могут прояв-
ляться как резонансы в рассеянии дырок. Соответ-
ствующие положения ε∗0 этих резонансов и их ши-
рины γ∗ приведены выше на рис. 3 и 4.

Если энергия дырки ε > 1 попадает в область
резкого изменения фазы рассеяния, то возникает ре-
зонанс в ее рассеянии, а парциальное сечение отве-
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Рис. 8. Фазы рассеяния δJ (ε, q;R) как функции энергии дырки для значений полного момента J = 1/2 (а), J = −1/2

(б), J = 1 (в), J = −1 (г). Звездочки отмечают резонансы в рассеянии дырок на примеси, положения и ширины которых
указаны на рис. 4. Штрихпунктир отвечает асимптотике (61)

чает формуле Брейта –Вигнера

σJ (ε) = sin2 δJ =
(γ∗/2)2

(ε− ε∗)2 + (γ∗/2)2
. (60)

При этом с увеличением разности q − qcr изменение
фазы становится более плавным (см. рис. 7 и 8).

Для асимптотики фаз рассеяния при малых зна-
чениях волновых векторов k =

√
ε2 − 1 
 1 имеем

δJ(k; q) � q

k

(
ln
q

k
− 1
)
+
π

4
+

1

2
kq ln k +O(k),

k 
 1,
(61)

что используется для контроля численного счета.
Поскольку такие значения k отвечают большим рас-
стояниям, ρ � 1, в этом случае фазы рассеяния
одинаковы при всех значениях полного момента J ,
так как центробежный потенциал «вымирает». Кро-
ме того, на таких расстояниях доминирует «куло-
новский хвост» потенциала V (ρ) и фазы рассеяния
не зависят от регуляризации (23). Асимптотика (61)
показана на рис. 7 и 8.

8. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

1. Рассмотрена двумерная радиальная кулонов-
ская задача со щелью в электронном спектре с эф-
фективным зарядом примеси Z > Zcr. В этом слу-
чае с учетом модификации (23) кулоновского по-
тенциала на малых расстояниях радиальный дира-
ковский гамильтониан HD(ρ; J ;R) становится само-
сопряженным. Полный момент J = M + 1/2, где
орбитальный момент M в двумерном случае мо-
жет быть не только целым, но, в отличие от [26],
и полуцелым. В специфическом для двумерной за-
дачи случае J = 0 учет регуляризации кулоновско-
го потенциала проводится в аналитическом виде при
любой форме обрезающей функции. Самосопряжен-
ность гамильтониана означает непротиворечивость
одночастичного приближения для уравнения Дира-
ка при любых значениях заряда, в том числе и в за-
критической области Z > Zcr. Существование одно-
частичной волновой функции системы необходимо,
чтобы локальную плотность состояний в графене
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можно было непосредственно извлекать из экспери-
мента (см., например, обзор [38]).

2. С увеличением заряда любой дискретный уро-
вень с энергией E = εm∗v2F , с полным моментом
J = 0,±1/2,±1, . . . и с радиальным квантовым чис-
лом n углубляется и при значении Z = Zcr(J, n;R)

достигает границы нижнего континуума решений
уравнения Дирака с энергией ε = −1, после чего
исчезает из спектра.

3. В основном состоянии системы свободны все
электронные состояния зоны проводимости (верх-
ний континуум), а электронные состояния валент-
ной зоны полностью заполнены (море Дирака).
Незаполненные состояния в нижнем континууме
стандартным образом интерпретируются как дыр-
ки с положительной энергией ε = −ε и волновым
вектором k =

√
ε2 − 1 > 0.

При рассеянии дырок на примеси фазы рассея-
ния δJ(k; q;R) вещественны, а парциальная матрица
рассеяния SJ = exp (2iδJ) унитарна и при Z > Zcr.

4. Поскольку амплитуды падающей и расходя-
щейся волн с полным моментом J одинаковы (см.
асимптотику (49), отвечающую стоячим волнам),
неупругие каналы, в том числе спонтанное рожде-
ние пар, отсутствуют. Этим закритическая радиаль-
ная кулоновская задача существенно отличается от
ситуации в случае «парадокса Клейна» [39]. Пояс-
ним это на примере состояний с J = 0.

Наряду с радиальной системой (1) при J = 0

с регуляризованным потенциалом VR(ρ), определен-
ным в (23), рассмотрим одномерное (вдоль оси z)
уравнение Дирака⎛⎜⎝1+V (ξ)

d

dξ

− d

dξ
−1+V (ξ)

⎞⎟⎠(F (ξ)
G(ξ)

)
= ε

(
F (ξ)

G(ξ)

)
,

z = lF ξ, −∞ < ξ <∞.

(62)

Отсюда в квазиклассическом приближении для
энергии электрона из верхнего (нижнего) контину-
ума получаем

ε = ±
√
P 2(ξ) + 1 + V (ξ).

Соответственно, для границы P (ξ) = 0 верхнего
континуума имеем

ε+ = 1 + V (ξ),

а для нижнего —

ε− = −1 + V (ξ)

а

б

V

V

1

1

0

0

–1

–1

�
�

�

Рис. 9. a) Схема электронных энергий. Рождение пар из
вакуума сильным электростатическим полем в результате
туннелирования электронов из нижнего в верхний конти-
нуум, б) спонтанное рождение пар в сильном кулоновском
поле отсутствует, поскольку нижний континуум энергий не
перекрывается с верхним, хотя глубина ямы превышает
ширину щели. Штриховкой показан непрерывный спектр

(см. рис. 9a в случае потенциала V (ξ) = E th ξ, где
E > 1 — приведенное электрическое поле).

Процесс рождения электрон-дырочной пары
можно интерпретировать как туннелирование
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электрона из моря Дирака в верхний континуум.
При этом движение электрона с ε < −1 нужно
рассматривать как движение «вспять во времени»,
т. е. как движение дырки (рис. 9a). Такое тунне-
лирование возможно, если энергетические спектры
этих континуумов перекрываются. В то же время в
радиальной задаче, как это уже обсуждалось выше,
электронный спектр энергий не перекрывается с
дырочным (рис. 9б).

Качественно такое различие связано с тем, что
в одномерном случае виртуально рожденную пару
электрон–дырка электрическое поле разрывает, в то
время как в радиальном случае и электрон, и дыр-
ка на малых расстояниях притягиваются к приме-
си (см. эффективный квазиклассический потенци-
ал (56)). Поэтому спонтанное рождение электрон-
дырочных пар в релятивистской кулоновской зада-
че отсутствует, что является дополнительным ар-
гументом в пользу законности одночастичного при-
ближения для уравнения Дирака при Z > Zcr.

5. Может вызывать опасение [25] то, что,
несмотря на самосопряженность гамильтониана
HD(ρ; J ;R), его спектр неограничен снизу. Однако
при вторичном фермионном квантовании по Фарри
на основе полного набора собственных функций
самосопряженного кулоновского гамильтониана это
возражение снимается — оно эквивалентно нали-
чию моря Дирака в одночастичном подходе. Так,
например, энергия основного состояния, которое
отвечает полному отсутствию квазичастиц (как
электронов, так и дырок), равна нулю. При этом со-
стояние in-вакуума, |0, in〉, и состояние out-вакуума,
|0, out〉, унитарно эквивалентны. Это заключение не
зависит от того, реализуются или нет в рассматри-
ваемой двумерной задаче полуцелые орбитальные
моменты.

6. Таким образом, экранировка сверхкритиче-
ского заряда примеси за счет спонтанного рожде-
ния электрон-дырочных пар по сценарию, указан-
ному в работах [8, 11], невозможна [12, 13]. Чтобы
подтвердить это, необходимо определить электрон-
ную структуру графена вблизи примеси с зарядом
Z > Zcr методом сканирующей туннельной мик-
роскопии и спектроскопии (см., например, работы
[38, 40, 41]) или измерить энергию нескольких куло-
новских уровней с помощью, например, фотоэлек-
тронной спектроскопии с высоким угловым разре-
шением [2, 42, 43].

Кроме того, на основе таких экспериментальных
данных можно сделать заключение о том, реализу-
ются ли в рассматриваемой двумерной системе це-
лые или полуцелые орбитальные моменты (см. При-

ложение C) либо одновременно и те, и другие, как в
задаче рассеяния на крае экрана (см. гл. 11 в моно-
графии [44]).

7. Необходимо отметить работу [41]. В ней
показано, что одночастичное приближение для
эффективного двумерного уравнения Дирака,
описывающего электронные свойства бесщеле-
вого графена в присутствии сверхзаряженной
примеси, Z > Zs = |J |αF , согласуется с эксперимен-
тальными данными по спектрам вольт-амперных
характеристик, полученных методом сканирующей
туннельной микроскопии. В частности, на измерен-
ных вблизи от центра кластера из пяти димеров
кальция вольт-амперных характеристиках четко
прослеживается пик, отвечающий рассеянию дырки
с J = 1/2 на сверхкритической примеси (см. рис. 1
в работе [41]).

Естественная регуляризация кулоновского по-
тенциала в этом случае полностью определяется
свойствами примесей, которые были реализованы в
виде кластеров из димеров кальция с размерами в
интервале 20–60 Å. При этом изменение радиуса, ис-
пользованного в этой работе для подгонки экспе-
риментальных данных прямоугольного обрезания в
пределах 5 Å < r0 < 15 Å, заметно не сказывалось
на окончательном результате. Заметим, что в нашей
работе в качестве параметра обрезания было выбра-
но для определенности значение R = 1/20, что от-
вечает радиусу r0 = RlF = 13.5 Å.

8. Действуя так же, как при получении уравне-
ния (28), можно показать, что в бесщелевом случае
фаза рассеяния для состояний с угловым моментом
J = 0 является плавной функцией энергии дырки
ε̄ = −k. Так, например, для прямоугольного обреза-
ния имеем

δ0(k,R) = ZαF [ln (2kR)− 1],

что не приводит к пику на вольт-амперных харак-
теристиках.

В то же время в допированном графене при
небольших значениях надкритичности такая фаза
является резонансной (см. рис. 7). Поэтому измере-
ние спектров dI/dV вблизи дираковской точки мо-
жет дать ответ на вопрос, реализуется ли в графене
со щелью в электронном спектре значение M =

= −1/2, т. е. полуцелое квантование орбитального
момента.

Детальное обсуждение возможности осуществле-
ния указанных выше экспериментов, а также вли-
яния резонансного рассеяния дырок на примеси с
зарядом Z > Zcr на транспорт в допированном гра-
фене выходит за рамки данной статьи.
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ПРИЛОЖЕНИЕ А

О граничном условии на бесконечности

В рассматриваемой задаче, согласно неравенству
(10) и первому из условий (11), следует, что функ-
ции F (ρ) и G(ρ) квадратично интегрируемы:

∞∫
a

|F (ρ)|2 dρ � ∞,

∞∫
a

|G(ρ)|2 dρ � ∞, a > 0.

(63)

Однако это не обеспечивает стремления к нулю этих
функций при ρ → ∞. Примером могут служить
квадратично интегрируемые функции

f1(ρ) = exp (−ρ4 sin2 ρ),
f2(ρ) = ρ2 exp (−ρ8 sin2 ρ),

причем вторая из них даже не ограничена.
Если же, кроме того, квадратично интегрируе-

мыми являются и их производные,
∞∫
a

∣∣∣∣dFdρ
∣∣∣∣2 dρ <∞,

∞∫
0

∣∣∣∣dGdρ
∣∣∣∣2 dρ <∞, (64)

то выполняются равенства (12)

F (∞) = G(∞) = 0. (65)

Доказательство см., например, в разд. 5.6 моногра-
фии [22].

В случае потенциалов, исчезающих на бесконеч-
ности, для оператора Дирака (6) при ρ→ ∞ имеем

H
(∞)
D =

⎛⎜⎝ 1
d

dρ

− d

dρ
−1

⎞⎟⎠ .

Тогда для больших значений a и b получаем

b∫
a

(HDΨ)†(HDΨ)dρ =

b∫
a

(H
(∞)
D Ψ)†(H(∞)

D Ψ) dρ =

=

b∫
a

(∣∣∣∣dFdρ
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣dGdρ

∣∣∣∣2 + |F |2 + |G|2
)
dρ+

+ (F ∗G+G∗F )
∣∣∣b
a
. (66)

Если величины a и b независимо стремятся к бес-
конечности, то в силу непрерывности функций F (ρ)
и G(ρ) на любом конечном интервале внеинтеграль-
ное слагаемое в правой части выражения (66) исче-
зает. В то же время и левая часть этого равенства
обращается в нуль в силу второго из условий (11).
С учетом неравенств (63) то же самое справедливо
и для интегралов от |F |2 и |G|2. Поэтому и остаю-
щийся интеграл от |dF/dρ|2 и |dG/dρ|2 также обра-
щается в нуль.

Это означает, что при произвольном фиксиро-
ванном нижнем пределе интеграл

∞∫
a

(∣∣∣∣dFdρ
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣dGdρ

∣∣∣∣2
)
dρ <∞, (67)

а с ним сходятся и интегралы (64), что и приводит
к граничным условиям (65).

Наоборот, граничные условия

F (∞) = G(∞) = 0,
dF

dρ
(∞) =

dG

dρ
(∞) = 0

обеспечивают сходимость на больших расстояниях
интегралов

∞∫
a

Ψ†Ψdρ <∞,

∞∫
a

(HDΨ)†(HDΨ)dρ <∞,

так что вопрос, является ли гамильтониан H , опре-
деленный в (11), самосопряженным или нет, сводит-
ся к поведению волновых функций в пределе ρ→ 0.

Пользуясь случаем, заметим, что доказатель-
ство граничных условий на бесконечности, F (∞) =

= G(∞) = 0, приведенное в работе [12], неправомер-
но. Использованное там равенство для (HDΨ, HDΨ)

без дополнительных соображений некорректно, ср.
с (66).

Заметим, что Кейз при обсуждении релятивист-
ской кулоновской задачи в работе [23] предполага-
ет, что волновые функции экспоненциально убыва-
ют на бесконечности.
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Рис. 10. Графическое решение уравнения (70)

ПРИЛОЖЕНИЕ B

Мелкие кулоновские уровни

Для состояния с J = 0, считая, что заряд приме-
си ZαF = q 
 1, положим

λ =
q

ν
, εν(J = 0, q) = 1− 1

2

q2

ν2
+ . . . , (68)

где ν — аналог главного числа в нерелятивистской
кулоновской задаче. Подставляя эти выражения в
левую часть равенства (46) с τ = q, разлагая ее по
q 
 1 и учитывая значение фазы θτ (J = 0, R) (33),
приходим к соотношению

2iq

[
ln

(
2q

ν

)
+ ψ(1− ν) +

1

2ν
+ 2C

]
=

= 2iq ln

(
1

R0

)
− 2iθ̃0. (69)

Здесь ψ(z) — логарифмическая производная гамма-
функции, а C = 0.557 — постоянная Эйлера.

При выключении взаимодействия, q → 0, т. е. ко-
гда исчезают дискретные уровни, из равенства (69)
следует, что дополнительная неопределенная фаза в
граничном условии (32) должна обращаться в нуль,
θ̃0 = 0. Тогда уравнение (его решение приведено на
рис. 10)

h(ν) = L(qR), q 
 1, R 
 1, (70)

где

h(ν) =
1

2ν
+ ψ(1 − ν)− ln ν,

L(qR) = ln

(
1

qR

)
+ f0 − 2C− ln 2,

определяет энергетический спектр состояний с J =

= 0 вблизи границы верхнего континуума решений
двумерного радиального уравнения Дирака с моди-
фицированным кулоновским потенциалом (23), при-
чем константа f0 =

∫ 1

0 f(ξ) dξ полностью определя-
ется формой обрезающей функции.

Для основного состояния «большой логарифм»
Λ = ln(1/qR) � 1 в правой части уравнения (70)
компенсируется полюсом при ν → 0 в левой, так
что

ν =
1

2Λ

(
1 +

lnΛ

Λ
+ . . .

)
,

ε0(0, q) = 1− 2q2Λ2 + 4q2Λ lnΛ.

(71)

Учитывая, что функция ψ(z) имеет простые полю-
сы при z = −nρ, nρ = 0, 1, 2, . . ., для возбужденных
состояний с J = 0 в главном логарифмическом при-
ближении получаем

ν = n+
1

Λ
, εn(0, q) = 1− 1

2

q2

n2
+

q2

n3Λ
, (72)

что полезно сравнить с выражением (45).
Для состояний с полным моментом J �= 0 с уче-

том соотношений (42) и (26) для энергий εn(J, q)

вблизи верхнего континуума получаем

εn

(
1

2
, q;R

)
= 1− 1

2

q2

(n− 1/2)2
+

+R
q4

(n− 1/2)4
+ . . . ,

εn(1, q;R) = 1− 1

2

q2

n2
+

4

3
R2 q

4

n4
+ . . . ,

εn

(
−1

2
, q;R

)
= 1− 1

2

q2

(n+ 1/2)2
+

+R
n(n+ 2)q5

(n+ 1)(n+ 1/2)5
+ . . . ,

εn(−1, q;R) = 1− 1

2

q2

(n+ 1)2
+

+R2n(n+ 2)q6

24(n+ 1)4
+ . . . ,

(73)

n = 1, 2, . . . — натуральные числа.
В отличие от равенства (71) для основного уров-

ня, здесь можно перейти к пределу R → 0. В этом
пределе результаты (73) согласуются с разложением
двумерной формулы Зоммерфельда (41) при q 
 1,
причем порядок следования низших состояний с
данным моментом J такой же, как и в (73), т. е. свер-
ху вниз:

ε1(1/2, q) < ε1(1, q) < ε1(−1/2, q) < ε1(−1, q),

q 
 1, R = 0.
(74)
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Нерегулярность следования уровней
ε1(−1/2, q;R) и ε1(1, q;R) при небольших заря-
дах q, т. е. «пересечение термов»8), отвечающих
разной симметрии (см. рис. 1), объясняется разной
зависимостью уровней с J = 1 и J = −1/2 от
радиуса обрезания кулоновского потенциала на
малых расстояниях R.

ПРИЛОЖЕНИЕ C

О генераторе двумерных вращений

Дифференциальный оператор инфинитезималь-
ных вращений в плоскости (x, y) = (ρ, ϕ),

Lz = −i
(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
= −i ∂

∂ϕ
, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

определяет оператор конечных вращений

exp(iαLz)χ(ϕ) = χ(ϕ+ α) (75)

на множестве C∞
0 [0, 2π] всех бесконечно дифферен-

цируемых финитных функций с носителем внутри
интервала 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Следуя Вайтману [45] (см. также п. 188 в книге
[46]), рассмотрим ассоциированный с Lz оператор L,

Lχ(ϕ) = −iχ′
(ϕ), D(L) = {χ ∈ C∞

0 [0, 2π]}, (76)

который действует в гильбертовом пространстве
H = L2[0, 2π] ≡ L2 всех квадратично интегрируе-
мых функций Ψ(ϕ) с эрмитовым скалярным произ-
ведением

(Φ,Ψ) =

2π∫
0

Φ∗(ϕ)Ψ(ϕ) dϕ. (77)

Тогда

(χ2, Lχ1)− (Lχ2, χ1) = χ∗
2(ϕ)χ1(ϕ)|2π0 = 0, (78)

где первое равенство — стандартное следствие инте-
грирования по частям, а второе — принадлежности
функций χi, i = 1, 2 к плотному в гильбертовом про-
странстве множеству C∞

0 [0, 2π]. Таким образом, опе-
ратор L является симметричным, как говорят мате-
матики, или эрмитовым, как иногда говорят физи-
ки.

8) Такое пересечение низших уровней с J = 1 и J = −1/2
как функций заряда q при радиусе обрезания R = 1/20
происходит при значении q = 0.696, когда ε1(−1/2, q;R) =
= ε1(1, q;R) = 0.708.

Однако он не является самосопряженным опера-
тором. Действительно, по определению сопряженно-
го оператора L† имеем

(L†Ψ, χ)− (Ψ, Lχ) = −iΨ∗(ϕ)χ(ϕ)|2π0 = 0, (79)

где обращение в нуль внеинтегрального слагаемо-
го достигается только за счет функции χ(ϕ) ∈
∈ C∞

0 [0, 2π]. Поэтому сопряженный оператор равен

L†Ψ(ϕ) = −iΨ′
(ϕ),

D(L†) = {Ψ ∈ L2,Ψ
′ ∈ L2},

(80)

причем производную Ψ
′
(ϕ) следует понимать в

смысле теории распределений Шварца. Поскольку
области определения операторов L† и L не совпа-
дают, D(L†) �= D(L), то L† �= L и оператор L не
является наблюдаемой [47].

Чтобы получить самосопряженное расширение
оператора L, заметим, что равенство (75) справед-
ливо лишь для достаточно малых α, причем малость
определяется тем, насколько близок носитель χ(ϕ)
к границам интервала 0 ≤ ϕ ≤ 2π. При достаточ-
но больших значениях угла вращения α оператор
сдвига (75) будет перемещать функцию χ(ϕ) к гра-
ницам этого интервала. Что произойдет в этом слу-
чае, нельзя сказать, зная оператор L только на его
области определения D(L). Нужны дополнительные
соображения.

Для сохранения нормы, т. е. интеграла

(Ψ,Ψ) =

2π∫
0

|Ψ(ϕ)|2dϕ, (81)

нужно чтобы все, что сдвигается через одну из гра-
ниц, возвращалось через другую. Так как под зна-
ком интеграла (81) стоит |Ψ|, прошедшая через гра-
ницу функция может изменить фазу. В силу кванто-
вомеханического принципа суперпозиции эта фаза
должна быть одинаковой для всех функций.

Итак, должно существовать однопараметричес-
кое семейство самосопряженных операторов L†

θ =

= Lθ,

LθΨ(ϕ) = −iΨ′
(ϕ),

D(Lθ) ={Ψ ∈ L2,Ψ
′ ∈ L2,Ψ(2π) = eiθΨ(0)},

(82)

где производную Ψ
′
(ϕ) опять-таки следует пони-

мать в смысле теории распределений [22, 45, 46]. В
самом деле,

(Φ, LθΨ)− (LθΦ,Ψ) = −iΦ∗(ϕ)Ψ(ϕ)|2π0 = 0, (83)
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причем последнее равенство справедливо только в
том случае, когда обе функции, Φ и Ψ, принадлежат
к области определения оператора Lθ, т. е. подчиня-
ются, в частности, граничному условию

Ψ(2π) = eiθΨ(0), (84)

см. равенство (2) в тексте. Теперь вместо (75) воз-
никает унитарный оператор конечных вращений

U(α) = exp(iαLθ), U(α)Ψ(ϕ) = Ψ(ϕ+ α), (85)

определенный на всем гильбертовом пространстве.
В физическом контексте генератор Lθ называют
наблюдаемой.

Нетрудно проверить, что индексы дефекта
(n+, n−) [22] оператора L равны (1, 1). Его эрми-
тово расширение будет отвечать индексам дефекта
(0, 0). Это означает [45], что операторы Lθ образуют
единственное однопараметрическое семейство само-
сопряженных расширений оператора L (детали см.
в работе [21]).

В силу условия (84), для собственных значений
оператора Lθ имеем

LθΨM (ϕ) =MΨM (ϕ), M = δ +m,

0 ≤ δ < 1, m = 0,±1,±2, . . . ,
(86)

а его собственные функции

ΨM (ϕ) =
1√
2π
eiMϕ (87)

образуют ортонормированный базис в пространстве
волновых функций Ψ(ϕ) ∈ L2 и реализуют много-
значные при δ �= 0 неприводимые представления
двумерной группы вращений SO(2) [19, 48].

Поскольку многозначные волновые функции не
могут быть исключены заранее, возникает вопрос,
почему в трехмерном случае реализуются только це-
лые значения орбитального момента, l = 0, 1, 2, . . .

[47]. По-видимому, впервые эта проблема была по-
ставлена и решена Паули в работе [15], а во всех де-
талях рассмотрена в работе [16]. Основная причина
целочисленного квантования орбитального момен-
та в трехмерном случае состоит в требовании уни-
тарной эквивалентности операторов проекций орби-
тального момента Lx, Ly, Lz. Оно исключает мно-
гозначные, в том числе двузначные неприводимые
представления группы SO(3) в координатном пред-
ставлении (см. также Приложение 1 в моногра-
фии [49]).

Однако этот запрет не относится к двузначным
представлениям этой группы, обеспечивающим по-
луцелое квантование полного углового момента с

учетом спина. Поэтому если исходить из некоторой
трехмерной физической задачи и от нее перейти к
подгруппе вращений в двумерном пространстве, то
могут возникать только однозначные (в случае ор-
битального момента) и двузначные (спиновые) пред-
ставления.

При обращении времени, точнее при обращении
направления движения [50], орбитальный момент
меняет знак:

Φ−M (ϕ) =
1√
2π
e−iMϕ = Ψ∗

M (ϕ).

Поскольку, согласно Вигнеру, антиунитарный опе-
ратор обращения времени сохраняет норму, комп-
лексно-сопряженные волновые функции Ψ∗

M (ϕ) так-
же должны подчиняться граничному условию (84),

eiθ =
Φ∗

M (ϕ)

Φ∗
M (0)

=

(
Φ∗

M (ϕ)

Φ∗
M (0)

)∗
= e−iθ,

θ = 2πδ, 0 ≤ δ < 1.

Отсюда следует, что топологическая фаза Паули
принимает значения θ = 0 или θ = π, поэтому воз-
можны только два значения для δ, δ = 0 и δ = 1/2

[19], отвечающие однозначному и двузначному пред-
ставлениям двумерной группы вращений SO(2). Та-
ким образом, в графене, который представляет со-
бой практически идеальную двумерную систему [1],
может реализовываться только целое или полуцелое
квантование орбитального момента.

Конкретное значение δ в квантовомеханических
двумерных системах фиксируется дополнительны-
ми физическими требованиями. Так, например, ос-
новному состоянию трехэлектронной циркулярной
квантовой точки в силу принципа запрета Паули
отвечает полный орбитальный момент M = 1/2

[20, 21]. В рассматриваемой одноэлектронной зада-
че в графене этот аргумент не применим, так что
заранее предсказать значение δ не удается и окон-
чательное слово остается за экспериментом.

Вне зависимости от того, реализуются или нет
в графене целые значения углового момента J , т. е.
полуцелое квантование орбитального момента, по-
лученные для них в данной работе результаты, в
частности для парциальных фаз рассеяния, могут
быть полезны в других физических задачах. Дей-
ствительно, как уже упоминалось, система (14) при
J = −κ = ±1, где κ — дираковское квантовое чис-
ло, эквивалентна радиальному уравнению в реля-
тивистской кулоновской задаче. В то же время при
J = 0 система (6) отвечает одномерному уравнению
Дирака. Она появляется в ряде задач зонной тео-
рии твердого тела, см., например, работу Келдыша
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[51] (теория глубоких примесных уровней в полупро-
водниках), а также работу [52], в которой рассмат-
риваются локализованные примеси в оптических и
экситонных изоляторах.
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U. Schwingenschlögl, Appl. Phys. Lett. 104, 073116
(2014).

5. А. И. Ахиезер, В. Б. Берестецкий, Квантовая
электродинамика, Наука, Москва (1969).

6. A. Sommerfeld, Ann. der Phys. 51, 1 (1916).

7. I. Pomeranchuk and Ya. Smorodinsky, J. Phys. USSR
9, 97 (1945).

8. V. M. Pereira, V. N. Kotov, and A. H. Castro Neto,
Phys. Rev. B 78, 085101 (2008).

9. С. С. Герштейн, Я. Б. Зельдович, ЖЭТФ 57, 654
(1969).

10. В. С. Попов, Письма в ЖЭТФ 11, 254 (1970); ЯФ
12, 429 (1970).

11. Я. Б. Зельдович, В. С. Попов, УФН 105, 403
(1971).

12. В. М. Кулешов, В. Д. Мур, Н. Б. Нарожный,
А. М. Федотов, Ю. Е. Лозовик, В. С. Попов, УФН
185, 845 (2015).

13. В. М. Кулешов, В. Д. Мур, Н. Б. Нарожный,
А. М. Федотов, Ю. Е. Лозовик, Письма в ЖЭТФ
101, 282 (2015).

14. D. S. Novikov, Phys. Rev. B 76, 245435 (2007).

15. W. Pauli, Helv. Phys. Acta 12, 147 (1939).

16. C. van Winter, Ann. Phys. 47, 232 (1968).

17. D. P. DiVincenzo and E. J. Mele, Phys. Rev. B 29,
1685 (1984).

18. В. И. Арнольд, Математические методы класси-
ческой механики, Наука, Москва (1979).

19. K. Kowalski, K. Podlaski, and J. Rembielinski, Phys.
Rev. A 66, 032118 (2002).

20. V. D. Mur, N. B. Narozhny, A. N. Petrosyan, and
Yu. E. Lozovik, Письма в ЖЭТФ 88, 786 (2008).

21. V. M. Kuleshov, V. D. Mur, N. B. Narozhny, and
Yu. E. Lozovik, Few-Body Systems 57, 1103 (2016).

22. Р. Рихтмайер, Принципы современной математи-
чекой физики, Мир, Москва (1982).

23. K. M. Case, Phys. Rev. 80, 797 (1950).

24. Б. Л. Воронов, Д. М. Гитман, И. В. Тютин, ТМФ
150, 41 (2007).

25. Б. Л. Воронов, Д. М. Гитман, И. В. Тютин, Р. Фер-
рейра, ТМФ 187, 213 (2016).

26. В. Р. Халилов, Ки Ын Ли, ТМФ 169, 368 (2011).

27. Г. Бейтмен, А. Эрдейи, Высшие трансцендентные
функции, т. I, Наука, Москва (1973), т. II, Наука,
Москва (1974).

28. Э. Л. Айнс, Обыкновенные дифференциальные
уравнения, ОНТИ, Харьков (1939).

29. W. Gordon, Z. Phys. 48, 11 (1928).

30. Г. Бете, Квантовая механика простейших сис-
тем, ОНТИ, Ленинград, Москва (1935).

31. В. Б. Берестецкий, Е. М. Лифшиц, Л. П. Пи-
таевский, Квантовая электродинамика, Наука,
Москва (1980).

32. V. R. Khalilov and C. L. Ho, Mod. Phys. Lett. A 13,
615 (1998).

33. В. Д. Мур, В. С. Попов, Д. Н. Воскресенский,
Письма в ЖЭТФ 28, 140 (1978).

34. В. Д. Мур, В. С. Попов, ЯФ 28, 137 (1978).

35. В. Д. Мур, В. С. Попов, ТМФ 27, 204 (1976).

36. W. H. Furry, Phys. Rev. 81, 115 (1951).

37. Дж. Тейлор, Теория рассеяния. Квантовая тео-
рия нерелятивистских столкновений, Мир, Мос-
ква (1975).

38. M. Morgenstern, Phys. Stat. Sol. (b) 248, 2423
(2011).

39. O. Klein, Z. Phys. 53, 157 (1929).

40. Y. Wang, V. W. Brar, A. V. Shytov, Q. Wu,
W. Regan, H.-Z. Tsai, A. Zettl, L. S. Levitov, and
M. F. Crommie, Nature Phys. 8, 653 (2012).

1360



ЖЭТФ, том 152, вып. 6 (12), 2017 Кулоновская задача при Z > Zcr. . .

41. Y. Wang, D. Wong, A. V. Shytov et al., Science 340,
737 (2013).

42. T. Ohta, A. Bostwick, T. Seyller et al., Science 313,
951 (2006).

43. T. Seyller, A. Bostwick, K. V. Emtsev et al., Phys.
Stat. Sol. (b) 245, 2437 (2008).

44. Ф. М. Морс, Г. Фешбах, Методы теоретической
физики, т. 2, Изд-во иностр. лит., Москва (1960).

45. А. С. Вайтман, Проблемы в релятивистской ди-
намике квантовых полей, Наука, Москва (1968).

46. В. И. Смирнов, Курс высшей математики, т. 5,
Физматгиз, Москва (1959).

47. П. Дирак, Принципы квантовой механики, Наука,
Москва (1979).

48. М. Хамермеш, Теория групп и ее применение к фи-
зическим проблемам, Мир, Москва (1966).

49. Дж. Блатт, В. Вайскопф, Теоретическая ядерная
физика, Изд-во иностр. лит., Москва (1954).

50. Е. Вигнер, Теория групп, Изд-во иностр. лит.,
Москва (1961).

51. Л. В. Келдыш, ЖЭТФ 45, 364 (1963).

52. А. С. Александров, В. Ф. Елесин, ЖЭТФ 72, 1970
(1977).

14 ЖЭТФ, вып. 6 (12)
1361



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


