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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ РАЗЛИЧНЫХ НАЧАЛЬНЫХ
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ПОВЕДЕНИЯ ТРЕХМЕРНОЙ МОДЕЛИ ИЗИНГА
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Осуществлено численное исследование методами Монте-Карло влияния различных начальных значений
намагниченности m0 и дефектов структуры на неравновесное критическое поведение трехмерной модели
Изинга. На основе анализа двухвременных зависимостей автокорреляционной функции и динамической
восприимчивости выявлено существенное влияние начальных состояний на эффекты старения, характе-
ризующиеся аномальным замедлением релаксации и корреляции в системе с ростом времени ожидания.
Проведено исследование нарушений флуктуационно-диссипативной теоремы и вычислены значения пре-
дельного флуктуационно-диссипативного отношения. Показано, что в неравновесном критическом пове-
дении трехмерной модели Изинга с произвольной начальной намагниченностью m0 можно выделить два
подкласса универсальности, соответствующие эволюции системы из высокотемпературного с m0 = 0 и
низкотемпературного с m0 = 1 начальных состояний с характерными для этих состояний значениями
предельного флуктуационно-диссипативного отношения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время поведение систем, характе-
ризующихся аномально медленной динамикой, вы-
зывает большой интерес исследователей. Это обу-
словлено предсказываемыми и наблюдаемыми при
медленной эволюции систем из неравновесного на-
чального состояния свойствами старения и наруше-
ниями флуктуационно-диссипативной теоремы [1].
Хорошо известными примерами подобных систем с
медленной динамикой и эффектами старения явля-
ются такие сложные системы, как спиновые стекла
[2]. Однако данные особенности неравновесного по-
ведения наблюдаются и в системах, испытывающих
фазовые переходы второго рода [3,4], так как крити-
ческая динамика таких систем характеризуется ано-
мально большими временами релаксации.

В окрестности температуры Tc фазового перехо-
да второго рода время релаксации системы являет-
ся расходящейся величиной, trel ∝ |T − Tc|−zν , где
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z — динамический критический индекс, ν — индекс
корреляционной длины. Таким образом, системы в
критической точке не достигают равновесия в те-
чение всего процесса релаксации. Именно на этапе
t � trel проявляются эффекты старения. Они вы-
ражаются в осуществлении двухвременных зависи-
мостей для автокорреляционной функции C(t, tw) и
функции отклика R(t, tw) от времени наблюдения t

и времени ожидания tw, определяемых для спино-
вой системы со спиновой плотностью S(x) соотно-
шениями

C(t, tw) =
1

V
×

×
∫

ddx [〈S(x, t)S(x, tw)〉 − 〈S(x, t)〉 〈S(x, tw)〉] , (1)

R(t, tw) =
1

V

∫
ddx

δ〈S(x, t)〉
δh(x, tw)

∣∣∣∣
h=0

, (2)

где h — малое внешнее магнитное поле, приложен-
ное к системе в момент времени tw. Время ожидания
tw характеризует промежуток от момента приготов-
ления образца до момента начала измерения его ха-
рактеристик.
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В течение t, tw � trel во временном поведении
системы проявляется влияние начальных состояний
системы и эффектов старения, характеризующих-
ся замедлением релаксационных и корреляционных
процессов с увеличением «возраста» системы tw.

Согласно общим представлениям о неравновес-
ных процессах, ожидается, что для времен t > tw �
� trel и

C(t, tw) = Ceq(t− tw), R(t, tw) = Req(t− tw),

где Ceq и Req являются соответствующими рав-
новесными величинами, связанными флуктуацион-
но-диссипативной теоремой (ФДТ)

TReq(t) = −dCeq(t)

dt
.

Принципиально важным проявлением медленной
динамики является нарушение ФДТ [2, 3, 5], ког-
да связь функции отклика системы на внешнее
возмущение R(t, tw) и автокорреляционной функ-
ции C(t, tw) осуществляется через введение допол-
нительной величины X(t, tw), получившей название
флуктуационно-диссипативного отношения(ФДО):

R(t, tw) =
X(t, tw)

T

∂C(t, tw)

∂tw
. (3)

Для времен с t > tw � trel ФДТ устанавливает, что
X(t, tw) = 1. Однако в общем случае для времен с
t, tw � trel величина X(t, tw) �= 1. Асимптотическое
значение ФДО, вводимое как

X∞ = lim
tw→∞ lim

t→∞X(t, tw), (4)

является важной универсальной характеристикой
неравновесных процессов в различных системах.

В исследованиях влияния начальных состояний
системы на характеристики неравновесного кри-
тического поведения различают высокотемператур-
ные состояния, созданные при T0 > Tc и характе-
ризуемые начальной намагниченностью m0 = 0, и
низкотемпературные состояния с T0 < Tc и m0 �= 0.
Дальнейшая реализация неравновесного процесса
характеризуется тем, что в начальный момент вре-
мени система приводится в контакт с термостатом
при критической температуре Tc системы и затем с
момента времени tw проводится измерение двухвре-
менных величин — автокорреляционной функции и
функции отклика, на временах t, tw � trel.

К настоящему времени исследование неравновес-
ного критического поведения различных статисти-
ческих систем наиболее полно проведено для слу-
чая их эволюции из высокотемпературного началь-
ного состояния (см. обзор [3]). В работах [6–8] бы-
ло осуществлено численное исследование методами

Монте-Карло влияния дефектов структуры на осо-
бенности неравновесного поведения трехмерной мо-
дели Изинга при ее релаксации из высокотемпера-
турного начального состояния. Изучены эффекты
старения. Проведен расчет новой универсальной ха-
рактеристики неравновесного критического поведе-
ния — предельного значения ФДО X∞. Выявлена
зависимость эффектов старения от изменения кон-
центрации дефектов. Показано, что присутствие де-
фектов структуры приводит к усилению эффектов
старения и появлению трех универсальных клас-
сов неравновесного критического поведения, соот-
ветствующих чистой, слабонеупорядоченной и силь-
нонеупорядоченной трехмерной моделям Изинга с
различными значениями предельного ФДО. Однако
случай неравновесной критической релаксации сис-
тем из низкотемпературного начального состояния
исследован заметно хуже.

Ренормгрупповой анализ [9] неравновесной ди-
намики диссипативной модели А в классификации
Гальперина –Хоэнберга [10] показал, что начальное
состояние с намагниченностью m0 �= 0 приводит к
появлению нового временного масштаба tm ∝ m−k

0

с показателем k > 0, существенно влияющего на
временное поведение автокорреляционной функции
и функции отклика. Описаны предельные режимы:
режим с временами tw < t � tm, который все-
гда реализуется для случая высокотемпературного
начального состояния с m0 = 0 и характеризует-
ся соответствующим этому начальному состоянию
временным поведением корреляционной функции и
функции отклика, а также режим с большими по
сравнению с tm временами t и tw, т. е. tm � tw < t.
В последнем случае, соответствующем, например,
приведенной начальной намагниченности системы с
m0 = 1 при T0 = 0, долговременное поведение кор-
реляционной функции и функции отклика харак-
теризуется новыми показателями и новым значени-
ем предельного ФДО X∞. В работе [9] результаты
ренормгруппового описания были дополнены расче-
том характеристик неравновесной критической ди-
намики диссипативной модели с помощью метода ε-
разложения. Затем предсказания теории были со-
поставлены с результатами проведенного компью-
терного моделирования неравновесного критическо-
го поведения двумерной модели Изинга. Получено
убедительное подтверждение их справедливости.

Проведенное нами в работах [11, 12] численное
исследование неравновесного критического поведе-
ния структурно-неупорядоченной трехмерной моде-
ли Изинга с релаксацией из низкотемпературного
полностью упорядоченного начального состояния с
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m0 = 1 при T0 = 0 выявило существенное влия-
ние дефектов структуры на эффекты старения и па-
мяти. В структурно-неупорядоченных системах бы-
ло выявлено сильное замедление эффектов корреля-
ции по сравнению с чистыми системами, связанное
с пиннингом доменных стенок на дефектах структу-
ры. В результате было показано, что убывание авто-
корреляционной функции со временем в нарушение
скейлинговой зависимости осуществляется по сте-
пенному закону критической релаксации намагни-
ченности, а предельные значения ФДО, определяе-
мые динамикой доменов в долговременном режиме,
становятся равными нулю.

Таким образом, сильные различия в неравно-
весном критическом поведении систем, релаксиру-
ющих из разных начальных состояний, вызыва-
ют необходимость более детального описания вли-
яния начального значения намагниченности. В дан-
ной работе мы представляем результаты численного
Монте-Карло-исследования, позволяющего деталь-
но изучить этот вопрос для неравновесной критиче-
ской динамики чистой и структурно-неупорядочен-
ной трехмерной модели Изинга.

2. МОДЕЛЬ И МЕТОДЫ

Гамильтониан ферромагнитной модели Изинга,
разбавленной немагнитными атомами примеси, с
учетом влияния внешнего магнитного поля h зада-
ется выражением

H = −J
∑
〈i,j〉

pipjSiSj − h
∑
i

piSi, (5)

где J > 0 характеризует короткодействующее об-
менное взаимодействие между спинами Si = ±1, за-
фиксированными в узлах решетки. В данной модели
немагнитным атомам примеси сопоставляются пу-
стые узлы. Числа заполнения pi вводятся как слу-
чайные числа, принимающие значения 0 или 1: pi
принимается равным 1, если в узле i находится спин,
и pi = 0 в случае его отсутствия (магнитный атом
замещен немагнитным атомом примеси). Дефекты
структуры распределялись в системе каноническим
образом в соответствии с функцией распределения

P (pi) = (1 − p)δ(pi) + pδ(pi),

где p = 〈pi〉 задает величину спиновой концентрации
в системе. Положение дефектов структуры фикси-
ровалось для отдельной примесной конфигурации.

Моделирование проводилось на кубической ре-
шетке с наложенными периодическими граничными

условиями. Величина Ns = pL3 характеризует чис-
ло спинов в решетке с линейным размером L.

В качестве характеристик неравновесного про-
цесса рассчитывались такие величины, как намаг-
ниченность

M(t) =
1

V

∫
ddx[〈S(x, t)〉] =

=

[〈
1

Ns

Ns∑
i=1

piSi(t)

〉]
(6)

и автокорреляционная функция

Ccon(t, tw) =

[〈
1

Ns

Ns∑
i=1

piSi(t)Si(tw)

〉]
−

−
[〈

1

Ns

Ns∑
i=1

piSi(t)

〉〈
1

Ns

Ns∑
i=1

piSi(tw)

〉]
, (7)

где угловые скобки обозначают статистическое
усреднение по реализациям начального состояния,
квадратные — усреднение по различным конфигу-
рациям распределения дефектов в решетке.

Однако линейная функция отклика R(t, tw), со-
ответствующая определению (2), не может быть
непосредственно измерена экспериментально или
получена методами компьютерного моделирования.
В данной работе, по аналогии с работами [6, 9], бы-
ла использована методика, позволяющая рассчитать
функцию отклика без применения внешнего маг-
нитного поля. Расчет обобщенной восприимчивости
осуществлялся в виде интегральной функции откли-
ка (термостатической восприимчивости)

χ(t, tw) =

tw∫
0

dt′R(t, t′) =

=
1

TcN

∑
i

[〈piSi(t)ΔSi(tw)〉] . (8)

Функция ΔSi(tw) в (8) рассчитывается при модели-
ровании состояний системы от начального момента
времени t = 0 до времени ожидания tw и определя-
ется соотношением

ΔSi(tw) =

tw∑
s=0

[Si(s)− SW
i (s)], (9)

где

SW
i (s) = th

⎛
⎝J

∑
j �=i

pjSj

T

⎞
⎠ .

С другой стороны, применение в выражении (8)
для функции отклика соотношения (3) позволяет
получить, что
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Tχ(t, tw) =

tw∫
0

X(t, t′)
∂C(t, t′)

∂t′
dt′ =

=

C(t,tw)∫
0

X(C) dC. (10)

Таким образом, ФДО может быть определено соот-
ношением (T = Tc)

X(tw) = lim
C→0

Tc
∂χ(t, tw)

∂C(t, tw)
, (11)

с помощью которого можно вычислить предельное
ФДО (4), используя предел tw → ∞.

Для расчета характеристик неравновесного кри-
тического поведения было осуществлено компью-
терное моделирование динамического процесса од-
носпиновых переворотов в рамках статистическо-
го метода Монте-Карло. Был реализован динамиче-
ский процесс односпиновых переворотов с примене-
нием алгоритма тепловой бани [13], задающего веро-
ятность перехода спина системы в новое состояние
Si → S′

i посредством формулы

Wsp(Si → S′
i) =

exp[−H(S′
i)/T ]∑

Sj
exp[−H(Si)/T ]

, (12)

где суммирование по Sj в знаменателе проводится
по всем возможным состояниям спина Si до пере-
ворота. Для модели Изинга с двумя возможными
состояниями, Sj = ±1, указанную вероятность пе-
реворота можно записать в виде

Wsp =
exp(−H(S′

i)/T )

exp(H(Si)/T ) + exp(−H(Si)/T )
(13)

с реализацией так называемой глауберовской дина-
мики. В качестве единицы времени динамическо-
го процесса выбирается шаг Монте-Карло на спин
(ШМК/спин), который определяет Ns последова-
тельных переворотов спинов в узлах решетки.

В настоящее время известно, что намагничен-
ность, автокорреляционная функция и динамиче-
ская восприимчивость в неравновесном режиме при
эволюции из низкотемпературного начального со-
стояния с m0 �= 0 характеризуются следующими
скейлинговыми зависимостями [9, 11, 14]:

M(t, tm) = AM t−β/zνFM

(
t

tm

)
,

C(t, tw, tm) = AC(t− tw)
a+1−d/z

(
t

tw

)θ−1

×

× FC

(
tw
t
,
t

tm

)
,

χ(t, tw, tm) = Aχ(t− tw)
a+1−d/z

(
t

tw

)θ−1

×

× Fχ

(
tw
t
,
t

tm

)
,

(14)

где, как упоминалось во Введении, tm = Bmm−k
0 —

новый временной масштаб, определяемый началь-
ным значением намагниченности. Показатели k, θ,
a связаны с критическими индексами рассматрива-
емой системы:

k =
1

θ + a+ β/νz
> 0, a =

2− η − z

z
,

θ = θ′ − 2− z − η

z
.

Скейлинговые функции FM (t/tm), FC(tw/t, t/tm) и
Fχ(tw/t, t/tm) являются конечными при tw → 0 и
t/tm → 0, AM , AC и Aχ — неуниверсальные амп-
литуды, значения которых фиксируются условиями
FM (0) = 1, FC,χ(0, 0) = 1.

Величины C(t, tw, tm) и χ(t, tw, tm) являются об-
общенно-однородными функциями трех временных
масштабов: t− tw, tw и tm. Когда выполняется сле-
дующее их соответствие: tw < t � tm, реализуемое
для случая эволюции из высокотемпературного на-
чального состояния с m0 = 0, зависимости (14) для
C(t, tw, tm) и χ(t, tw, tm) переходят в соотношения,
соответствующие этому случаю [3, 8]. Случай эво-
люции из высокотемпературного начального состо-
яния с m0 = 0 был детально исследован нами мето-
дами Монте-Карло для чистой и структурно-неупо-
рядоченной трехмерных моделей Изинга в работах
[7, 8, 14].

В противоположном случае с временами t− tw и
tw, большими по сравнению с tm, т. е. tm � tw < t,
который реализуется для случая эволюции из низко-
температурного полностью упорядоченного началь-
ного состояния с m0 = 1, скейлинговые зависимости
(14) принимают вид
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C(t, tw) =ĀC(t− tw)
a+1−d/z

(
t

tw

)θ̄−1

×

× F̄C

(
tw
t

)
,

χ(t, tw) =Āχ(t− tw)
a+1−d/z

(
t

tw

)θ̄−1

×

× F̄χ

(
tw
t

)
,

(15)

где введен новый показатель θ̄ = −βδ/νz =

= −(1 + a + β/νz), а F̄C,χ являются универсальны-
ми скейлинговыми функциями, получающимися из
FC,χ(tw/t, t/tm) в (14) при предельно больших зна-
чениях переменной t/tm.

В режиме старения, реализующемся для времен
t− tw ∼ tw � tm, корреляционная функция и функ-
ция отклика описываются соотношениями

C(t, tw) ∼ t−2β/zν
w F̃C(t/tw),

χ(t, tw) ∼ t−2β/zν
w F̃χ(t/tw)

(16)

со скейлинговыми функциями F̃C,χ(t/tw), которые
убывают на долговременном этапе их изменения с
t− tw � tw � tm в соответствии со степенным зако-
ном

F̃C,χ(t/tw) ∝ (t/tw)
−φ, (17)

где показатель φ = d/z − a+ βδ/zν [9].
Отметим, что для чистой трехмерной модели

Изинга при неравновесной критической эволюции
из высокотемпературного начального состояния с
m0 = 0 скейлинговая функция F̃C(t/tw) характери-
зуется значительно более медленным убыванием со
временем по степенному закону

F̃C(t/tw) ∝ (t/tw)
−ca

с показателем ca = d/z − θ′ = 1.333(40) [8], чем при
эволюции из низкотемпературного начального со-
стояния с m0 = 1 с показателем φc = 2.742(32) [11].

Показано, что присутствие дефектов структуры
приводит к усилению эффектов старения, прояв-
ляющихся в сильном замедлении эффектов корре-
ляции в структурно-неупорядоченных системах по
сравнению с чистой системой при увеличении вре-
мени ожидания tw. При этом для высокотемпера-
турного начального состояния значения показате-
ля ca, характеризующего временное убывание скей-
линговой функции F̃C(t/tw), уменьшаются с рос-
том концентрации дефектов, принимая значения
ca = 1.230(28) для спиновой концентрации p = 0.95,
ca = 1.237(22) для p = 0.8, ca = 0.982(30) для p = 0.6

и ca = 0.896(64) для p = 0.5 [8]. Для случая низко-
температурного начального состояния было выявле-
но [11], что в структурно-неупорядоченных системах
убывание скейлинговой функции F̃C(t/tw) со време-
нем в нарушение зависимости (17) осуществляется
по степенному закону критической релаксации на-
магниченности c показателем ca(p) = β/zv со значе-
ниями ca = 0.232(7) для p = 0.95, ca = 0.229(10) для
p = 0.8, ca = 0.175(6) для p = 0.6 и ca = 0.175(10)

для p = 0.5. Эти сильные изменения в поведе-
нии автокорреляционной функции были связаны с
пиннингом доменных стенок на дефектах структу-
ры, происходящим при неравновесном изменении
доменной структуры системы. Показано, что для
структурно-неупорядоченных систем должна реа-
лизовываться более сложная, чем в (15) и (16), фор-
ма скейлинговой зависимости автокорреляционной
функции с F̃C(t/t

μ
w), соответствующая эффектам

«сверхстарения» с показателем μ = 2.30(6) для сла-
бонеупорядоченных систем с p = 0.95, 0.8 и μ =

= 2.80(7) для сильнонеупорядоченных систем с p =

= 0.6, 0.5 [11, 12].
Вычисленные в работах [7, 8] для случая высо-

котемпературного начального состояния значения
предельного ФДОX∞ = 0.380(13) для чистой систе-
мы с p = 1.0, X∞ = 0.413(7) и X∞ = 0.413(11) для
слабонеупорядоченных систем с p = 0.95 и p = 0.8,
X∞ = 0.446(8) и X∞ = 0.441(13) для сильноне-
упорядоченных систем с p = 0.6 и p = 0.5 показа-
ли, что неравновесное критическое поведение чис-
тых, слабо- и сильнонеупорядоченных систем, опи-
сываемых трехмерной моделью Изинга, принадле-
жит к различным универсальным классам критиче-
ского поведения (см. детальное обсуждение в рабо-
тах [7, 14–16]).

Для случая эволюции из низкотемпературно-
го начального состояния было определено значение
предельного ФДО X∞ = 0.784(5) для чистой систе-
мы, в то время как для структурно-неупорядочен-
ных систем предельные значения ФДО, определяе-
мые динамикой доменов в долговременном режиме,
становятся равными нулю [11,12].

Представленные результаты для двух крайних
начальных состояний системы с начальными намаг-
ниченностями m0 = 0 и m0 = 1 демонстрируют
сильное влияние как начальных состояний, так и
дефектов структуры на характеристики неравновес-
ного критического поведения систем, описываемых
трехмерной моделью Изинга. Это делает исключи-
тельно интересной задачу по проведению исследо-
ваний влияния различных начальных состояний с
промежуточными значениями начальной намагни-

10 ЖЭТФ, вып. 6 (12)
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ченности 0 < m0 < 1 и дефектов структуры на уни-
версальные характеристики неравновесного крити-
ческого поведения трехмерной модели Изинга.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ И ИХ
АНАЛИЗ

В данной работе проведено моделирование
неравновесного поведения как «чистой», так и
структурно-неупорядоченной модели Изинга со
случайно распределенными по узлам заморо-
женными точечными немагнитными дефектами
структуры. Моделирование осуществлялось на
трехмерной кубической решетке с линейным разме-
ром L = 128 при спиновых концентрациях p = 1.0,
0.95, 0.8, 0.6, 0.5 и соответствующих им крити-
ческих температурах Tc(p): Tc(1.0) = 4.5114(1)

[17], Tc(0.95) = 4.26267(4), Tc(0.8) = 3.4995(2),
Tc(0.6) = 2.4241(1), Tc(0.5) = 1.84509(6) [18].
Формировались начальные состояния системы со
значениями намагниченности, равными m0 = 0.02,
0.05, 0.1, 0.25, 0.4, 0.7, 1.0. На ранней стадии эволю-
ции системы корреляционная длина еще достаточно
мала и конечность размера моделируемой системы
оказывается несущественной. Поэтому применение
в исследованиях решетки с достаточно большим
линейным размером L = 128 позволяет пренебре-
гать конечномерными эффектами по сравнению с
их проявлением при моделировании равновесных
критических явлений [19].

Результаты проведенного исследования нерав-
новесной критической релаксации намагниченности
M(t) в чистой и структурно-неупорядоченной мо-
делях Изинга для различных начальных состояний
c намагниченностями m0 представлены на рис. 1
на примере систем со спиновыми концентрациями
p = 1.0, 0.8, 0.6. Графики M(t) для этих систем
наглядно демонстрируют существенные как каче-
ственные, так и количественные различия в релак-
сации намагниченности из высокотемпературного
начального состояния с m0 � 1, низкотемператур-
ного полностью упорядоченного состояния с m0 = 1

и промежуточных состояний с 0.1 ≤ m0 ≤ 0.6. Вид-
но, что кривые релаксации для систем, стартовав-
ших из начальных состояний m0 �= 1, асимптотиче-
ски стремятся к кривой релаксации из низкотемпе-
ратурного начального состояния с m0 = 1. При этом
для систем с m0 � 1 на этапе неравновесной эволю-
ции наблюдается характерный рост намагниченно-
сти, описываемый степенным законом M(t) ∝ tθ

′
c

θ′ = 0.111(4) для p = 1.0, θ′ = 0.127(16) для p =

t z
–�/�

Рис. 1. (В цвете онлайн) Неравновесная критическая ре-
лаксация намагниченности M(t) из различных начальных
состояний c намагниченностями m0 для систем со спино-
выми концентрациями p = 1.0 (а), p = 0.8 (б) и p = 0.6 (в)

= 0.8 и θ′ = 0.167(18) для p = 0.6, где θ′ — незави-
симый динамический критический индекс началь-
ной эволюции намагниченности [19–21]. При вре-
менах t > tcr ∼ m

−1/(θ′+β/νz)
0 данный этап эво-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Неравновесная критическая ре-
лаксация намагниченности M(t) из различных началь-
ных состояний для систем со спиновыми концентрациями

p = 1.0, 0.8, 0.6, 0.5

люции сменяется режимом, характеризуемым сте-
пенной временной зависимостью намагниченности
M(t) ∝ t−β/νz, где β, ν — известные статические ин-
дексы, определяющие равновесное критическое по-
ведение намагниченности и корреляционной длины,
z — динамический критический индекс, характери-
зующий критическое замедление времени релакса-
ции системы. При эволюции системы из начально-
го упорядоченного состояния с m0 = 1 временная
зависимость намагниченности в критической точке
сразу определяется степенной зависимостью M(t) ∝
∝ t−β/νz со значениями показателя β/νz, зависящи-
ми от спиновой концентрации p. Было определено,
что β/νz = 0.243(6) для p = 1.0, β/νz = 0.224(10)

для p = 0.8 и β/νz = 0.176(13) для p = 0.6. Про-
межуточные состояния с 0.1 ≤ m0 ≤ 0.6 харак-
теризуются коротким этапом роста намагниченно-
сти по закону M(t) ∝ tθ

′
с последующим перехо-

дом к более длительному этапу релаксации по зако-
ну M(t) ∝ t−β/νz.

На сводном рис. 2 представлены графики крити-
ческой релаксации намагниченности M(t) для сис-
тем с различными значениями m0 и спиновыми кон-
центрациями p = 1.0, 0.8, 0.6, 0.5, обобщающие вли-
яние дефектов структуры на релаксацию трехмер-
ной модели Изинга. Видно, что наличие дефектов
структуры замедляет релаксацию системы, приводя
к увеличению времени релаксации с ростом концен-
трации дефектов.

На рис. 3 представлены результаты численной
проверки предсказания временной скейлинговой за-
висимости (14) для намагниченности M(t, tm) как

Рис. 3. (В цвете онлайн) Зависимости скейлинговой функ-
ции FM (tmk

0) = tβ/zνM(t, tm) от переменной x = tmk
0

для систем со спиновыми концентрациями p = 1.0 (а),
p = 0.8 (б) и p = 0.6 (в)
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функции начальных значений намагниченности m0

для чистой модели Изинга и систем с p = 0.8 и p =

= 0.6. Для графиков скейлинговой функции

FM (x) = tβ/zνM(t, tm)

от переменной x = tmk
0 наблюдается «коллапс» дан-

ных, полученных для различных m0, на единой уни-
версальной кривой, вид которой зависит от спино-
вой концентрации p системы. Универсальные кри-
вые для скейлинговой функции FM (x), построенные
в двойном логарифмическом масштабе, характери-
зуются линейным начальным участком, соответ-
ствующим степенной зависимости FM (x) ∝ x1/k. По
наклону данных линейных участков были рассчита-
ны следующие значения показателя k для трехмер-
ной модели Изинга: k = 2.77(2) для p = 1.0, k =

= 2.83(3) для p = 0.8 и k = 3.08(7) для p = 0.6.
На следующем этапе было осуществлено иссле-

дование влияния различных начальных состояний
с 0 ≤ m0 ≤ 1 на временные зависимости автокор-
реляционной функции C(t, tw, tm) и динамической
восприимчивости χ(t, tw, tm). В режиме старения с
t− tw ∼ tw учет влияния различных состояний при-
водит к модификации скейлинговых соотношений
(16) для автокорреляционной функции и восприим-
чивости:

C(t, tw , tm) = t−2β/νzF̃C

(
t

tw
,
t

tm

)
,

χ(t, tw, tm) = t−2β/νzF̃χ

(
t

tw
,
t

tm

)
.

(18)

Для того чтобы выявить предсказываемые со-
отношениями (18) зависимости автокорреляцион-
ной функции и динамической восприимчивости от
начальных значений намагниченности m0, удобно
в качестве времени ожидания выбрать величину,
пропорциональную времени наблюдения, например
tw = t/3. Тогда c учетом того, что tm ∝ m−k

0 , пред-
сказываемые в (18) скейлинговые формы для дан-
ных функций примут вид

C(t, tw = t/3, tm) = t−2β/νzGC(tm
k
0), (19)

χ(t, tw = t/3, tm) = t−2β/νzGχ(tm
k
0), (20)

где GC(tm
k
0) и Gχ(tm

k
0) — скейлинговые функции.

При расчете временных зависимостей для авто-
корреляционной функции и динамической воспри-
имчивости неравновесное поведение систем исследо-
валось на временах до 3000 ШМК/спин. При моде-
лировании чистой модели Изинга с p = 1.0 вычис-
ляемые величины усреднялись по 1500 прогонкам.
При моделировании структурно-неупорядоченных

Рис. 4. (В цвете онлайн) Неравновесные зависимости авто-
корреляционной функции C(t, tw = t/3, tm) для систем с
концентрацией спинов p = 1.0 (а), p = 0.8 (б) и p = 0.6 (в)

систем усреднение проводилось по 500 примесным
конфигурациям и 5 прогонкам для каждой примес-
ной конфигурации.

На рис. 4 и 5 представлены графики времен-
ных зависимостей автокорреляционной функции
C(t, tw = t/3, tm) и динамической восприимчиво-
сти χ(t, tw = t/3, tm) для систем с концентрацией
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Неравновесные зависимости ди-
намической восприимчивости χ(t, tw = t/3, tm) для сис-
тем с концентрацией спинов p = 1.0 (а), p = 0.8 (б) и

p = 0.6 (в)

спинов p = 1.0, 0.8, 0.6 для различных начальных
состояний. Эффекты старения в поведении данных
функций наглядно проявляются через отклонение
зависимостей C(t, tw = t/3, tm) и χ(t, tw = t/3, tm)

от степенной (при постоянном значении tw), имею-
щей вид прямой в двойном логарифмическом мас-
штабе, и характеризуются замедлением корреляции
и релаксации системы с увеличением ее «возраста»
tw. Из представленных на рисунках графиков вид-
но, что в поведении автокорреляционной функции
эффекты старения проявляются сильнее, чем в по-
ведении восприимчивости. Кроме того, из анализа
данных графиков можно сделать вывод, что с рос-
том начального значения намагниченности m0 эф-
фекты старения усиливаются, причем в структур-
но-неупорядоченных системах это явление более яр-
ко выражено по сравнению с чистой моделью Изин-
га за счет пиннинга доменных стенок на дефектах
структуры [11].

Для определения статистических погрешностей
полученных нами характеристик неравновесного
критического поведения была применена разрабо-
танная и развитая в работах [19, 22, 23] методика.

Рассмотрим ее реализацию на примере опреде-
ления погрешностей значений автокорреляционной
функции C(t, t/3) для каждого момента времени t

на неравновесном этапе ее изменения для систем со
спиновыми концентрациями p = 0.8 и p = 0.6. Об-
щий набор статистики из 500 примесных конфигура-
ций разбивался на n = 4 статистически независимых
группы. Величина статистической погрешности для
каждого момента времени определялась как средне-
квадратичное отклонение

ΔC(t, t/3,m0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

n∑
i=1

Δ2
i

n(n− 1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

1/2

, (21)

где Δi — отклонение среднего значения автокорре-
ляционной функции Ci(t, t/3) по группе i примес-
ных конфигураций от среднего значения функции
C(t, t/3) по полному числу примесных конфигура-
ций.

На рис. 6 представлены рассчитанные временные
зависимости ΔC(t, t/3,m0, p), усредненные как по
полному числу 500, так и по 120 примесных конфи-
гураций, для систем с p = 0.8 и p = 0.6 для началь-
ных значений намагниченности m0 = 1 и m0 = 0.05.
Видно, что величина погрешности ΔC при эволю-
ции системы из начального высокотемпературного
состояния с m0 = 0.05 (рис. 6б и 6г) принимает более
высокие значения по сравнению с погрешностьюΔC
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Временные зависимости среднеквадратичной погрешности автокорреляционной функции
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и для p = 0.6 и m0 = 1 (в), m0 = 0.05 (г)
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при релаксации из низкотемпературного начального
состояния с m0 = 1 (рис. 6а и 6в). Это обусловлено
тем, что начальный этап неравновесной эволюции
из начального высокотемпературного состояния, ха-
рактеризуемый степенным ростом намагниченности
m(t) ∝ tθ

′
, носит исключительно флуктуационный

характер, так как без учета флуктуаций (в рамках
теории среднего поля) значение критического ин-
декса θ′ = 0 [20, 21, 24].

Видно, что при усреднении по 500 примес-
ным конфигурациям средняя величина погрешнос-
ти принимает малые значения 0.0002 и не превыша-
ет 0.0004. Этот факт подтверждает достоверность
полученных результатов. При усреднении по 120

примесным конфигурациям величина погрешности
не превышает 0.001. При проведении усреднения бо-
лее чем по 300 примесным конфигурациям величи-
на погрешности выходит на асимптотический уро-
вень, соответствующий результатам усреднения по
500 примесным конфигурациям.

Для проверки реализации скейлинговых соот-
ношений (19) нами были построены зависимости
C(t, t/3, tm)t2β/(νz) и χ(t, t/3, tm)t2β/(νz) от перемен-
ной x = tmk

0 с использованием значений крити-
ческих показателей β/zν и k, определенных выше
на основе анализа временного поведения намагни-
ченности для систем с соответствующими спино-
выми концентрациями. Результаты, представленные
на рис. 7а и 8а для чистой модели Изинга, де-
монстрируют «коллапс» данных, полученных для
различных m0, на универсальных кривых, харак-
теризуемых скейлинговыми функциями GC(tm

k
0) и

Gχ(tm
k
0). Это указывает на выполнение скейлинго-

вых соотношений (18) и (19) с реализацией так на-
зываемого канонического старения [25].

Однако временное поведение автокорреляцион-
ной функции для структурно-неупорядоченных сис-
тем, представленное на рис. 7б и 7в, демонстри-
рует нарушение скейлингового соотношения (19),
что связано с существенным влиянием дефектов
структуры на корреляционные свойства системы на
неравновесном этапе ее эволюции при старте из низ-
котемпературных начальных состояний с m0 �= 0.
Представление зависимости от x = tμmk

0 функции

C(t, tw = t1/μ, tm)t2β/μzν

позволяет при значении показателя μ = 2.30(6) для
систем с p = 0.95, 0.8 и μ = 2.80(7) для систем c
p = 0.6, 0.5 [11] получить совпадение данных для
скейлинговой функции GC(t

μmk
0) на соответствую-

щих универсальных кривых при значениях началь-
ной намагниченности 0.25 � m0 � 1 и распределе-
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Зависимости скейлинговой функ-
ции GC(tm

k
0) = C(t, tw = t/3, tm)t2β/νz от переменной

x = tmk
0 для систем с p = 1.0 (а), p = 0.8 (б) и p = 0.6 (в),

демонстрирующие «коллапс» полученных для различных
m0 данных для чистой системы с p = 1.0 и наруше-
ние «коллапса» для структурно-неупорядоченных систем

с p = 0.8 и p = 0.6

1303



В. В. Прудников, П. В. Прудников, П. Н. Маляренко ЖЭТФ, том 152, вып. 6 (12), 2017

Рис. 8. (В цвете онлайн) Зависимости скейлинговой функ-
ции Gχ(tm

k
0) = χ(t, tw = t/3, tm)t2β/νz от переменной x =

= tmk
0 для систем с p = 1.0 (а), p = 0.8 (б) и p = 0.6 (в),

демонстрирующие «коллапс» полученных для различных
m0 данных для чистой системы с p = 1.0 и слабонеупоря-
доченной системы с p = 0.8 и нарушение «коллапса» для

сильнонеупорядоченной системы с p = 0.6

ние данных в виде параллельно расположенных гра-
фиков для 0.02 � m0 � 0.1 (рис. 9). Это указывает
на то, что в структурно-неупорядоченных системах
для автокорреляционной функции реализуется бо-
лее сложная скейлинговая зависимость вида

C(t, tw = t1/μ, tm) = t−2β/μzνG̃C(t
μmk

0). (22)

Такой случай скейлинговой зависимости, характе-
ризуемой показателем μ > 1, классифицируется в
теории неравновесных процессов как соответствую-
щий явлению «сверхстарения» [25].

Наблюдаемое для начальных состояний с 0.25 �
� m0 � 1 изменение режима поведения авто-
корреляционной функции на долговременном эта-
пе при t � tw связано с сильным замедлени-
ем эффектов корреляции вследствие пиннинга до-
менных стенок на дефектах структуры в процес-
се неравновесного изменения доменной структуры
системы. Данная особенность в поведении автокор-
реляционной функции была выявлена нами ранее
в структурно-неупорядоченной трехмерной модели
Изинга, эволюционирующей из низкотемпературно-
го полностью упорядоченного начального состояния
с m0 = 1 с реализацией для C(t, tw) эффектов сверх-
старения [11]. Для начальных состояний с 0.02 �
� m0 < 0.1 поведение автокорреляционной функ-
ции не меняется ни на этапе старения с t ∼ tw, ни
на долговременном этапе c t � tw и характеризуется
одним режимом поведения.

Отсюда можно сделать вывод о том, что поведе-
ние автокорреляционной функции для систем, ре-
лаксирующих из начальных состояний с различны-
ми значениями начальной намагниченности m0, ха-
рактеризуется принадлежностью к двум подклас-
сам универсального неравновесного критического
поведения. Один из них соответствует типу низко-
температурного начального состояния, включающе-
го в себя состояния с 0.25 � m0 � 1. В этом случае
скейлинговая временная зависимость автокорреля-
ционной функции для чистой модели Изинга опи-
сывается соотношениями теории канонического ста-
рения, а для структурно-неупорядоченной модели
Изинга — соотношениями теории сверхстарения.

Другой подкласс универсального неравновесного
критического поведения соответствует типу высоко-
температурного начального состояния, включающе-
го в себя состояния с m0 < 0.1. В этом случае ав-
токорреляционная функция описывается скейлин-
говыми формами, соответствующими каноническо-
му старению, для систем со всеми значениями спи-
новых концентраций. Случай начальной намагни-
ченности m0 = 0.1 является переходным, когда
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Рис. 9. (В цвете онлайн) Эффекты «сверхстарения», наблюдаемые в зависимости скейлинговой функции GC(t
μmk

0) =

= C(t, tw = t1/μ, tm)t2β/μzν от переменной x = tμmk
0 , с μ = 2.30 для слабонеупорядоченных систем с p = 0.95 (а),

p = 0.8 (б) и с μ = 2.80 для сильнонеупорядоченных систем с p = 0.6 (в) и p = 0.5 (г)

Рис. 10. (В цвете онлайн) Эффект «сверхстарения» в зависимости скейлинговой функции Gχ(t
μmk

0) =

= χ(t, tw = t1/μ, tm)t2β/μzν от переменной x = tμmk
0 с μ = 2.80 для сильнонеупорядоченных систем с p = 0.6 (а) и
p = 0.5 (б)
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поведение автокорреляционной функции на време-
нах t ≥ tw соответствует типу неравновесного кри-
тического поведения с высокотемпературным на-
чальным состоянием, а на долговременном этапе c
t � tw — низкотемпературному типу начальных со-
стояний. С увеличением концентрации дефектов по-
ведение автокорреляционной функции для системы
с m0 = 0.1 все более соответствует подклассу высо-
котемпературного начального состояния.

Временная зависимость динамической воспри-
имчивости для слабонеупорядоченных систем с p =

= 0.95, 0.8, как и в случае чистой модели Изинга,
описывается скейлинговым соотношением (20), вы-
полнение которого для системы с p = 0.8 показа-
но на рис. 8б. Однако поведение восприимчивости
для сильнонеупорядоченной системы c p = 0.6 пока-
зывает нарушение соотношения (20), определяемого
скейлинговой функцией

Gχ(tm
k
0) = χ(t, tw = t/3, tm)t2β/νz

(рис 8в). Представление зависимости χ(t, tw =

= t1/μ, tm)t2β/μzν от переменной x = tμmk
0 позво-

ляет для сильнонеупорядоченных систем с p = 0.6

и p = 0.5 получить при значении показателя μ =

= 2.80(7) [11] совпадение данных для скейлинго-
вой функции Gχ(t

μmk
0) в долговременной области

со значениями переменной x = tμmk
0 = 106–108 на

соответствующих низкотемпературному типу нерав-
новесного критического поведения универсальных
кривых при значениях начальной намагниченности
0.25 � m0 � 1 и распределение данных в виде
параллельно расположенных графиков при 0.02 �
� m0 � 0.1, соответствующих высокотемператур-
ному типу неравновесного критического поведения
(рис. 10). Таким образом, поведение динамической
восприимчивости для сильнонеупорядоченных си-
стем демонстрирует явление «сверхстарения», при
котором χ(t, tw, tm) характеризуется скейлинговой
зависимостью вида

χ(t, tw = t1/μ, tm) = t−2β/μzνG̃χ(t
μmk

0). (23)

Данные особенности в неравновесном критическом
поведении автокорреляционной функции и динами-
ческой восприимчивости мы связываем с пиннингом
доменных стенок на дефектах структуры в процес-
се неравновесного изменения доменной структуры
системы.

На следующем этапе было осуществлено ис-
следование влияния различных начальных состо-
яний на значения предельного ФДО. Рассчитыва-
лись временные зависимости динамической воспри-
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Рис. 11. (В цвете онлайн) Параметрическая зависимость
Tcχ(t, tw = t/9, tm) от автокорреляционной функции
C(t, tw = t/9, tm) для систем с p = 1.0 (а), p = 0.8 (б) и
p = 0.6 (в) при ряде значений начальной намагниченнос-

ти m0
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Таблица. Значения предельного ФДО X∞(p,m0) для систем с различными спиновыми концентрациями p при
различных значениях начальной намагниченности m0

m0

X∞(p,m0)

p = 1.0 p = 0.95 p = 0.8 p = 0.6 p = 0.5

0.02 0.381(38) 0.410(17) 0.412(21) 0.423(19) 0.438(28)
0.05 0.392(32) 0.413(12) 0.414(18) 0.427(11) 0.440(18)
0.1 0.401(35) 0.423(16) 0.425(27) 0.434(17) 0.445(13)
0.25 0.762(39) 0 0 0 0
0.4 0.773(41) 0 0 0 0
0.7 0.775(45) 0 0 0 0
1.0 0.779(44) 0 0 0 0

имчивости χ(t, tw, tm) и автокорреляционной функ-
ции C(t, tw, tm) для различных значений начальных
намагниченностей m0 при времени ожидания, рав-
ном tw = t/9, которое лучше соответствует условию
t − tw � tw для долговременного этапа эволюции
системы — области универсальности неравновесной
динамики. Представленная на рис. 11 параметриче-
ская зависимость Tcχ(C) позволяет получить пре-
дельное ФДО X∞ при C → 0 в соответствии с соот-
ношением (11).

Из графиков на рис. 11 видно, что в случае
начальных состояний с намагниченностью 0.02 �
� m0 � 0.1 системы со всеми спиновыми концен-
трациями характеризуются линейной зависимостью
Tcχ(C) и предельными значениями ФДО, представ-
ленными в таблице. Эти значения в пределах по-
грешности совпадают со значениями, вычисленны-
ми для высокотемпературных начальных состояний
X∞ = 0.390(12) (p = 1.0), X∞ = 0.415(18) (p = 0.8)
и X∞ = 0.443(6) (p = 0.6) [7]. В случае начальных
состояний с намагниченностью 0.25 � m0 � 1 пре-
дельное значение ФДО для чистой системы (p = 1.0)
хорошо согласуется с найденным в работе [11] значе-
нием X∞ = 0.784(5) для низкотемпературного пол-
ностью упорядоченного состояния с m0 = 1. Для
структурно-неупорядоченных систем с начальными
намагниченностями 0.25 � m0 � 1 предельное ФДО
X∞ = 0, что связано с сильным замедлением кор-
реляционных эффектов на временах t � tw � 1

вследствие пиннинга доменных стенок на дефектах
структуры [11].

Таким образом, можно сделать следующий вы-
вод: неравновесное критическое поведение трехмер-
ной модели Изинга с произвольной начальной на-
магниченностью m0 можно разделить на два под-
класса универсальности, соответствующих высоко-

температурному и низкотемпературному началь-
ным состояниям с характерными для этих состоя-
ний значениями предельного ФДО X∞. При 0.25 �
� m0 � 1 система характеризуется предельными
значениями ФДО, вычисленными для случая низ-
котемпературного начального состояния с m0 = 1,
которые равны X∞ = 0.784(5) для чистой систе-
мы и нулю для структурно-неупорядоченных си-
стем. При 0.02 � m0 � 0.1 значения ФДО совпа-
дают с найденными для случая m0 � 1 значени-
ями X∞ = 0.390(12) для чистой модели Изинга,
X∞ = 0.415(18) для слабонеупорядоченных систем
и X∞ = 0.443(6) для сильнонеупорядоченных сис-
тем [6–8].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В заключение отметим, что в результате чис-

ленных исследований выявлено существенное влия-
ние начальных состояний на неравновесную крити-
ческую динамику трехмерной модели Изинга. По-
казано, что с ростом начального значения намаг-
ниченности происходит усиление эффектов старе-
ния, характеризующих увеличение времени релак-
сации и времени корреляции с ростом времени ожи-
дания tw — «возраста» системы. В структурно-не-
упорядоченных системах по сравнению с чистой мо-
делью Изинга наблюдаются существенные измене-
ния в поведении автокорреляционной функции, ха-
рактеризуемые сильным замедлением ее временно-
го убывания. Аналогичные существенные измене-
ния в поведении динамической восприимчивости за
счет влияния дефектов структуры были обнаруже-
ны лишь в сильнонеупорядоченных системах. Дан-
ные особенности в поведении автокорреляционной
функции и восприимчивости характеризуются эф-
фектами сверхстарения и связаны с пиннингом до-
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менных стенок на дефектах структуры в процессе
неравновесного изменения доменной структуры сис-
темы.

Было показано, что для начальных состояний
системы со значениями намагниченности в интер-
вале 0.25 � m0 � 1 предельные значения ФДО,
определяемые динамикой доменов в долговремен-
ном режиме и пиннингом доменных стенок на де-
фектах структуры, становятся равными нулю. Для
начальных состояний с 0.02 � m0 � 0.1 динами-
ка доменной структуры не проявляется в долговре-
менном режиме неравновесного критического пове-
дения системы. В результате предельные значения
ФДО совпадают между собой для разных m0 в этом
интервале и с найденными ранее для высокотемпе-
ратурного начального состояния значениями ФДО,
соответствующими различным классам универсаль-
ности критического поведения чистой модели Изин-
га, слабо- и сильнонеупорядоченных систем [6–8].

Впервые выявлено, что в неравновесном кри-
тическом поведении трехмерной модели Изинга
с произвольной начальной намагниченностью m0

можно выделить два подкласса универсальности,
соответствующих эволюции системы из высоко-
температурного и низкотемпературного начальных
состояний с характерными для этих состояний
значениями предельного ФДО X∞.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант
№17-12-00279) и гранта MD-3815.2010.2 Президента
РФ. Для проведения расчетов были использованы
ресурсы суперкомпьютерного комплекса МГУ им.
М. В. Ломоносова и межведомственного суперком-
пьютерного центра РАН.
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