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Получено новое точное стационарное решение уравнений гидродинамики вязкой несжимаемой жидкос-
ти, которое соответствует обобщению известного решения Салливана (1959) при дополнительном учете
эффектов внешнего (экмановского) трения и вращения системы как целого. В отличие от радиальной
структуры вихря Салливана, в новом решении во внутренней и внешней ячейках возможна реализация
разных направлений циркуляции тангенциальной компоненты поля скорости. Рассмотрено соответствие
этого решения наблюдаемой в тропических циклонах радиальной вихревой структуре, где во внутреннем
ядре («глаз тайфуна-урагана») всегда имеется именно антициклоническая циркуляция, сопряженная
с нисходящими вертикальными течениями при циклоническом направлении вращения (и восходящих
потоках), осуществляемом вне этого ядра.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В классической гидродинамике вязкой несжи-
маемой жидкости существует относительно немно-
го точных решений и получение новых решений, а
также исследование их устойчивости имеет важное
фундаментальное и прикладное значение для мно-
гих задач физики, геофизики и астрофизики [1–3].
В отличие от рассмотренных в работах [2,3] точных
стационарных решений, существующих только при
наличии внешних границ жидкости, известны и вих-
ревые стационарные режимы вязкой несжимаемой
жидкости в неограниченной жидкости, которые со-
ответствуют точным решениям, полученным Бюр-
герсом [1] и Салливаном [4]. Их существование обу-
словлено не наличием внешних границ, а балансом
между трехмерным растяжением вихревых нитей,
приводящим к взрывному росту энстрофии [1,5,6], и
стабилизирующим эффектом объемной вязкой дис-
сипации.
В настоящей работе получено новое точное ре-

шение уравнений гидродинамики вязкой несжима-
емой жидкости, которое обобщает решение Салли-
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вана [4] за счет совместного дополнительного учета
эффекта внешнего трения и вращения жидкости как
целого. При этом показана важная роль не только
объемного, но и внешнего трения в формировании
радиальной структуры тангенциальной компоненты
поля скорости обобщения вихря Салливана (ВС).

С другой стороны, в работе [7] показано, что учет
внешнего (экмановского) трения при наличии вра-
щения системы как целого может влиять на устой-
чивость твердотельного вращения ядра и одноячей-
кового вихря Бюргерса (ВБ) и двухячейкового вих-
ря Салливана (ВС). Так, при надпороговой скоро-
сти вращения системы оказывается возможной ре-
ализация диссипативно-центробежной неустойчиво-
сти (ДЦН) вихревых ядер ВБ и ВС. Например, в
результате ДЦН возможно возникновение интенсив-
ных циклонических вихревых режимов, обусловлен-
ных именно исходными антициклоническими режи-
мами твердотельного вращения ядер ВБ и ВС [7].
В этом проявляется циклон-антициклонная вихре-
вая асимметрия, наблюдаемая в атмосферах быстро
вращающихся планет и в лабораторных эксперимен-
тах [8–10].

Для полученного в настоящей работе обобщения
ВС также оказывается характерна указанная цик-
лон-антициклонная асимметрия, которая в данном
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случае проявляется в самом типе получаемой ста-
ционарной радиальной структуры, когда внутрен-
нее ядро вихря всегда имеет только антициклониче-
ское направление циркуляции тангенциальной ком-
поненты поля скорости. Такая особенность оказыва-
ется присущей и наблюдаемым интенсивным тропи-
ческим циклонам, имеющим двухячейковую ради-
альную структуру (см. [9] и приведенные там ссыл-
ки).
В этой связи, полученное в настоящей работе

обобщение ВС представляет интерес для модели-
рования структуры развитого тропического цикло-
на, для начального этапа зарождения которого в
работе [9] предложен механизм ДЦН, связанный с
исходным формированием именно антициклоничес-
кой фоновой завихренности в верхних слоях тропо-
сферы. Действительно, для развитого тропического
циклона во внутренней ячейке (называемой «гла-
зом тайфуна-урагана» [9]) реализуется именно ан-
тициклонический режим вращения при медленном
вертикальном движении среды сверху вниз, сопря-
женным с растеканием от центра. При этом вне цен-
трального ядра тайфуна имеет место интенсивное
противоположно направленное циклоническое вра-
щение, когда одновременно реализуются, наоборот,
восходящие потоки среды, имеющие направление
радиального движения к центру тайфуна. Казалось
бы, что для такой двухячейковой вихревой структу-
ры в тайфуне должно наиболее подходить описание
с помощью точного стационарного ВС [4], имеющего
также структуру вихря в виде двух ячеек, в отличие
от ВБ. Однако, как известно, для ВС отсутствует
различие в направлении циркуляции во внутренней
и внешней ячейках, что принципиально не соответ-
ствует радиальной структуре тангенциальной ком-
поненты поля скорости, наблюдаемой в тайфуне.
В настоящей работе получено обобщение ВС, для

которого вращение среды во внутренней ячейке все-
гда является антициклоническим. При этом только
для надпороговых величин коэффициента внешне-
го трения вращение во внешней ячейке может уже
быть циклоническим и соответствовать структуре
наблюдаемых тропических циклонов. Показано, что
возможна и более сложная радиальная структура
тангенциальной компоненты поля скорости, которая
соответствует трем ячейкам при реализации имен-
но антициклонического типа вращения не только в
центральном ядре, но и на периферии в радиаль-
ном направлении (см. рисунок). Это соответствует
рассмотренному в работе [9] механизму зарождения
тропического циклона, для которого важно наличие
исходного антициклонического фонового вращения.
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Радиальное распределение компонент поля скорости: кри-
вая 1 соответствует ur(x) из (5); кривая 2 — для uz(x) из
(6) при z1 = 1; кривая 3 — для uϕ из (7), (8) (при ре-
шении уравнения (8) для граничных условий y(0) = −0.5;

(dy(x)/dx)x=0 = 0 при α1 = 2, Ω1 = 0.5)

Различные аспекты исследования диссипатив-
ных вихрей типа ВС и ВБ связаны с рассмотрени-
ем вихревых структур в нормальной и сверхтеку-
чей жидкостях, а также в оптически активных сре-
дах [11–14], при том что в полученном решении (см.
рисунок) проявляется отмеченная в работе [14] осо-
бенность, отличающая диссипативные солитонные
вихри от консервативных и состоящая в возмож-
ности формирования дискретного набора характер-
ных размеров таких вихрей.

2. УРАВНЕНИЯ ГИДРОДИНАМИКИ И ИХ
РЕШЕНИЕ

Во вращающейся с частотой Ω > 0 (например,
для системы, связанной с Землей, Ω ≈ 10−5 с−1)
системе координат при учете коэффициента внеш-
него трения α > 0 [10,15] уравнения гидродинамики
вязкой несжимаемой жидкости при условии враща-
тельной симметрии имеют следующий вид в цилинд-
рических координатах (r, z, ϕ):

∂ur

∂t
+ ur

∂ur

∂r
+ uz

∂ur

∂z
− (uϕ +Ωr)2

r
=

= − 1

ρ0

∂p

∂r
− 2αur + ν

(
Δur − ur

r2

)
, (1)

∂uϕ

∂t
+ ur

∂uϕ

∂r
+ uz

∂uϕ

∂z
+

uruϕ

r
+ 2Ωur =

= −2αuϕ + ν
(
Δuϕ − uϕ

r2

)
, (2)
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∂uz

∂t
+ ur

∂uz

∂r
+ uz

∂uz

∂z
= − 1

ρ0

∂p

∂z
− g + νΔuz,

Δ =
∂2

∂z2
+

1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
,

(3)

∂uz

∂z
+

1

r

∂rur

∂r
= 0. (4)

В (1)–(4) ρ0 — постоянная плотность среды, а ν —
ее коэффициент кинематической вязкости. Величи-
на α =

√
Ων/h, где h — характерный размер слоя

среды по вертикали [7].
Будем искать стационарное решение системы

(1)–(4) в виде, структурно сходном с ВС, когда ком-
поненты поля скорости для обобщения ВС имеют
вид (см. Приложение):

ur0 =
ur

u0
= −x+

3

x

(
1− exp(−x2)

)
,

u0 =
√
2aν, x = r

√
a

2ν
,

(5)

uz0 =
uz

u0
= 2z1

(
1−3 exp(−x2)

)
, z1 = z

√
a

2ν
, (6)

uϕ0 =
uϕ

u0
=

y(x)H(x)

x
,

H(x) =

x2∫
0

dp exp

⎛
⎝−p+ 3

p∫
0

dq
1 − e−q

q

⎞
⎠ ,

y =
Γ

Γ0
, Γ0 = 4πH(∞)ν.

(7)

В (7) функция Γ(r) не является заданной (в отличие
от ВС, где это просто постоянная величина, не зави-
сящая от радиальной координаты), а должна опре-
деляться как решение следующего из (2) обыкновен-
ного дифференциального уравнения второго поряд-
ка

d2y

dx2
+ 2A(x)

dy

dx
− 4α1y = 4B(x)Ω1,

α1 =
α

a
, Ω1 =

Ω

a
,

(8)

A(x) = x− 1

2x
− 3

x

(
1− exp(−x2)

)
+

2x

H(x)
×

× exp

⎛
⎜⎝−x2 + 3

x2∫
0

dq
1− e−q

q

⎞
⎟⎠ , (9)

B(x) =
x
(
−x+ 3x−1(1− e−x2

)
)

H(x)
. (10)

Для случая, когда Ω = 0, α = 0 и Γ = const решение
(5)–(7) точно совпадает решением для ВС, получен-
ным в работе [2], для которого уравнение (8) удо-
влетворяется тождественно. При этом направление
циркуляции для тангенциальной компоненты поля
скорости в (7) не меняет знак в зависимости от ра-
диальной переменной x.
Покажем, что это уже не так при ненулевых зна-

чениях Ω �= 0, α �= 0, когда направление циркуляции
становится зависящим от радиальной переменной x.
Действительно, в пределе x → 0 уравнение (8) имеет
вид

d2y

dx2
+

3

x

dy

dx
− 4α1y = 8Ω1. (11)

Частное решение неоднородного уравнения (11)
имеет вид

y = −2Ω1

α1
= −2Ω

α
. (12)

Это означает, что во внутренней ячейке обобще-
ния ВС (5)–(10) всегда реализуется именно анти-
циклонический режим вращения среды. Поскольку
H(x) ≈ x2 при x � 1, с учетом (12) получаем из (7)

uϕ ≈ −2Ωa

α
r. (13)

В пределе x 	 1 уравнение (8) имеет вид

d2y

dx2
+ 2x

dy

dx
− 4α1y = −4x2Ω1

H(∞)
. (14)

Приближенным решением уравнения (14) (когда
вклад первого члена в левой части (14) являет-
ся много меньшим, чем от остальных членов этого
уравнения) в рассматриваемом пределе является

y(x) ≈ C∞x2,

C∞ =
Ω1

H(∞)(α1 − 1)
.

(15)

Таким образом, только при условии

α1 > 1 (16)

во внешней ячейке обобщения ВС может реализо-
ваться циклонический режим вращения среды. При
нарушении условия (16), как и для ВС, во внутрен-
ней и во внешней ячейках нового вихревого режи-
ма осуществляется вращение в одном направлении,
которое соответствует именно антициклоническому
направлению циркуляции. В этом проявляется на-
рушение вихревой симметрии. Для ВС такого нару-
шения вихревой симметрии не было, поскольку ВС
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рассматривается только при нулевой частоте враще-
ния Ω = 0.
Из (7) с учетом (14), (15) получаем в размерном

виде

uϕ ≈ 2aΩ

α− a
r. (17)

Таким образом, твердотельный режим стационарно-
го вращения жидкости имеет место и вблизи ядра
обобщенного ВС в (13), и на его периферии в (17),
но при этом частоты такого вращения имеют разные
величины, а при условии (16) еще и разные знаки.

3. ВЫВОДЫ

Итак, в настоящей работе получено обобщение
решения Салливана [4], которое имеет отличие от
ВС в характере радиального распределения тан-
генциальной компоненты поля скорости и которое
определяется видом решения уравнения (8) (см. ри-
сунок). Действительно, размер внутреннего ядра
ВС, как и представленного здесь его обобщения,
определяется значением безразмерной радиальной
координаты x = 1.7, где кривая 1, описывающая
радиальное распределение радиальной компоненты
скорости, меняет знак с положительного на отрица-
тельный. Имеется совпадение и с представленной в
работе [4] радиальной зависимостью для вертикаль-
ной компоненты поля скорости ВС, представленной
на рисунке кривой 2, которая меняет знак при x = 1.
Однако для тангенциальной компоненты обоб-

щения ВС радиальное распределение, представлен-
ное кривой 3, уже существенно отличается от ради-
ального распределения ВС из работы [4], получен-
ного без учета вращения системы как целого и внеш-
него придонного трения. Кривая 3 меняет знак с от-
рицательного на положительный при x = 1.2, что
соответствует смене антициклонического направле-
ния циркуляции на циклоническое.
В результате, полученное решение имеет

структуру, сходную с наблюдаемой радиальной
структурой тропических циклонов [9, 16, 17], и мо-
жет быть использовано для их моделирования. При
этом получено пороговое условие (16) по величине
внешнего трения, которое определяет возможность
смены знака в направлении циркуляции танген-
циальной компоненты поля скорости. Лишь при
выполнении (16) реализуется радиальная структура
тангенциальной компоненты поля скорости, которое
соответствует наблюдаемой структуре в развитых
тропических циклонах.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (грант №14-17-00806).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Для получения стационарного решения системы
(1)–(4) используем следующее безразмерное пред-
ставление для радиальной и вертикальной компо-
нент поля скорости (которое имеет более общий вид
чем для решения, соответствующего ВС, удовлетво-
ряющих уравнению непрерывности (4):

ur0 =
1

x

(
γ2(x) + γ1

(
1− exp(−x2)

))
, (18)

uz0 = −z1

((
dγ2
dx

/x

)
+ 2γ1 exp(−x2)

)
. (19)

В (19), (20) γ1 = const и, в частности, для ВС при
этом γ2(x) = −x2, γ1 = 3, когда из (18), (19) следует
представление (5), (6) для радиальной и вертикаль-
ной компонент поля скорости ВС.
Для согласования уравнений (1) и (3) при ис-

пользовании представления (18), (19) требуется,
чтобы функция γ2(x), входящая в определение (18),
(19), удовлетворяла следующему уравнению (полу-
чаемому из равенства ∂2p/∂x ∂z1 = 0, которое тре-
буется удовлетворить для (3), поскольку оно всегда
имеет место в (1) при условии выполнения соотно-
шений (18), (19)):

d3γ2
dx3

−B1(γ2, x)
d2γ2
dx2

+
2

x

(
dγ2
dx

)2

+B2(γ2, x)
dγ2
dx

+

+B3(γ2, x) = 2xB0, B0 = const, (20)

B1 =
1

x

(
1 + 2γ2(x) + 2γ1

(
1− exp(−x2)

))
,

B2 = 8γ1 exp(−x2) +
1

x
B1,

B3 = 8γ1x
(
x2−1+γ1+γ2(x)

)
exp(−x2), γ1 = const.

Нетрудно убедиться в том, что уравнение (20) точно
выполнено для ВС (5), (6), когда γ2 = −x2, γ1 = 3 в
(18), (19) и при этом в (20) имеем B0 = 4.
В (20) параметры γ1 и B0 в общем случае яв-

ляются произвольными постоянными величинами.
Представляет интерес найти новое, отличное от ВС,
решение (20), удовлетворяющее следующим гранич-
ным условиям:

γ2(0) =

(
dγ2
dx

)
x=0

= y2(∞) = 0. (21)
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При выполнении представления (18) можно из
(2) получить следующее общее выражение для тан-
генциальной компоненты поля скорости:

uϕ0 =
y(x)H(x)

x
, (22)

H = C

∫
dxx exp

(
2

∫
dxur0(x)

)
,

C = const,
(23)

d2y

dx2
+

(
− 1

x
− 2ur0 +

2

H

dH

dx

)
dy

dx
− 4α1y =

=
4Ω1xur0

H
. (24)

В частности, для радиальной компоненты поля ско-
рости ВС в (5) из (22)–(24) следует представление
(7), (8) для тангенциальной компоненты поля ско-
рости, соответствующей обобщению решения для
ВС [2].
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