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Теоретически изучено раскручивание спиральной структуры холестерического жидкого кристалла под
действием магнитного поля и сдвигового течения. Оба фактора способны индуцировать переход
холестерик–нематик независимо друг от друга, однако различие ориентирующих воздействий магнит-
ного поля и сдвигового потока приводит к конкуренции между магнитными и гидродинамическими ме-
ханизмами влияния на холестерический жидкий кристалл. Проанализированы различные ориентации
магнитного поля относительно направления течения в плоскости сдвига. В ряде предельных случаев
получены аналитические зависимости для шага холестерической спирали, деформированной сдвиговым
течением. Рассчитаны фазовые диаграммы переходов холестерик–нематик и шаг холестерической спи-
рали для различных значений напряженности и угла ориентации магнитного поля, градиента скорости
течения и реактивного параметра. Показано, что магнитное поле, стабилизируя ориентацию директора
в сдвиговом потоке, расширяет границы области ориентируемости холестериков. Установлено, что сдви-
говое течение приводит к смещению критического значения напряженности магнитного поля перехода.
Показано, что поворотом магнитного поля в определенных интервалах значений напряженности поля и
градиента скорости сдвигового течения можно индуцировать последовательность возвратных ориента-
ционных переходов холестерик–нематик–холестерик.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Наличие спонтанного ориентационного поряд-
ка хиральных молекул, организующих спиральную
структуру в холестерических жидких кристаллах
(ХЖК), придает последним такие уникальные оп-
тические свойства, как селективное отражение све-
та и сильное вращение его плоскости поляриза-
ции внутри жидкокристаллического образца, кото-
рые широко используются в различных инженерных
устройствах и приложениях (дисплеях, термомет-
рах, оптических носителях, датчиках и т. д.) [1–3].
Этими свойствами можно управлять путем обрати-
мого изменения шага спирали холестерика при по-
мощи полей различной природы.
Например, включение магнитного (электриче-

ского) поля перпендикулярно оси спирали ХЖК,
обладающего положительной диамагнитной (ди-
электрической) анизотропией, вызывает поворот
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молекул холестерика в направлении поля, дефор-
мируя его спиральную структуру. Увеличение
напряженности поля приводит к росту шага спира-
ли и обращению его в бесконечность при некотором
критическом значении поля, что отвечает фазовому
переходу холестерик–нематик [4, 5].
Наряду с этим известно, что гидродинамичес-

кие течения жидких кристаллов (ЖК) существен-
но влияют на формируемые в них ориентационные
структуры [1]. Так, поведение нематического жид-
кого кристалла (НЖК) в сдвиговом потоке зависит
от величины реактивного параметра λ [1–3]. Eсли
λ ≥ 1, то в потоке с постоянным градиентом скорос-
ти молекулы НЖК ориентируются под некоторым
углом к скорости потока (углом Лесли). Такие ЖК
называют ориентируемыми течением. При 0 < λ < 1

постоянный ориентационный порядок в сдвиговом
потоке нематика не устанавливается, что отвечает
ЖК, не ориентируемым течением.
Указанные выше границы между ориентируемы-

ми и неориентируемыми ЖК могут измениться при
дополнительном воздействии на систему. Известно,
что наличие внешнего магнитного [6–9] или элект-
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рического [10, 11] поля оказывает стабилизирующее
влияние на ориентационную структуру нематика,
подверженного сдвиговому течению. В результате
происходит расширение области ориентируемости,
поэтому сдвиговым потоком становится возможным
ориентировать нематики даже с реактивным пара-
метром λ < 1.
В ХЖК сдвиговое течение приводит к различ-

ным деформациям их надмолекулярной структуры
[12–16]. Как показано в работах [17–19], сдвиговым
течением можно раскрутить спиральную структу-
ру ориентируемого (λ ≥ 1) ХЖК, вызвав переход
холестерик–нематик. Совместное действие осцилли-
рующего сдвигового потока и электрического по-
ля индуцирует переходы между различными ори-
ентационными текстурами холестерика [20]. Крити-
ческие параметры перехода холестерик–нематик в
сдвиговом потоке и магнитном поле впервые были
вычислены в работе [21].
В настоящей работе решается задача о совмест-

ном конкурирующем воздействии сдвигового пото-
ка и магнитного поля на ориентационную структу-
ру холестерика. Исследуются условия раскручива-
ния спирали при различных значениях реактивного
параметра и ориентациях магнитного поля в плос-
кости сдвига.

2. УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ

Рассмотрим сдвиговое течение со скоростью v =

= [0, u(x), 0] в неограниченном ХЖК, ось спирали
которого ориентирована вдоль оси z ортогонально
плоскости сдвига xy (рис. 1).
Величину градиента скорости сдвигового пото-

ка A = du(x)/dx будем считать постоянной во всем
образце. Как известно [2], такое течение приводит
к упорядочению молекул ЖК в плоскости сдвига
под некоторым углом ϕ0 относительно направления
потока. В рассматриваемой системе координат угол
Лесли ϕ0 определяется соотношением [7]

cos 2ϕ0 = − 1

λ
, (1)

где λ = −γ2/γ1 — реактивный параметр, γi — ко-
эффициенты вращательной вязкости ЖК (λ > 0

в ЖК, образованном палочкообразными молекула-
ми [2]).
Ортогонально оси спирали холестерика под неко-

торым углом ϕH в плоскости сдвига xy приложим
магнитное поле H = H(cosϕH , sinϕH , 0). Анизотро-
пию диамагнитной восприимчивости χa ЖК будем

�
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Рис. 1. Ориентация ХЖК в магнитном поле и сдвиговом
потоке

считать положительной, поэтому директор n стре-
мится ориентироваться по полю, тогда магнитное
поле и сдвиговое течение оказывают конкурирую-
щее действие на холестерик. Каждое из этих воз-
действий ориентирует директор холестерика в своем
направлении в плоскости xy, вызывая раскручива-
ние его спиральной ориентационной структуры.
Для описания динамики ориентационной струк-

туры ХЖК воспользуемся континуальной теорией
Эриксена и Лесли [2], в которой уравнение движе-
ния и условие несжимаемости записываются следу-
ющим образом:

ρ
dvi
dt

= ∇kσki, (2)

∇ivi = 0, (3)

где ρ, vi и σki = σ′
ki + σ

(e)
ki — плотность, скорость

и тензор напряжений ЖК; d/dt = ∂/∂t + vk∇k —
полная производная по времени. Здесь и далее под-
разумевается суммирование по повторяющимся тен-
зорным индексам.
Тензор вязких напряжений σ′

ki, входящий в σki,
имеет вид

σ′
ki = α1nkninlnmAlm + α2nkNi + α3niNk +

+ α4Aki + α5nknlAli + α6ninlAlk, (4)

где αs — коэффициенты вязкости Лесли [2], связан-
ные соотношением Пароди α2 + α3 = α6 − α5, ni —
директор ЖК. Вектор Ni = dni/dt− Ωiknk опреде-
ляет скорость изменения директора ni относительно
движущейся среды. Тензоры Aik = (∇kvi +∇ivk)/2
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и Ωik = (∇kvi−∇ivk)/2 представляют собой симмет-
ричную и антисимметричную части тензора гради-
ентов скоростей.
Тензор напряжений Эриксена σ

(e)
ki , входящий в

σki, определяется выражением

σ
(e)
ki = −Pδki − ∂FV

∂(∇knl)
∇inl, (5)

где P — давление, δki — символ Кронекера, FV —
объемная плотность свободной энергии холестерика
в магнитном поле, которая имеет вид [2]

FV = F1 + F2,

F1 =
1

2

[
K11(∇ · n)2 +K22(n ·∇× n+ q0)

2 +

+ K33(n×∇× n)2
]
,

F2 = −1

2
χa(n ·H)2.

(6)

Здесь K11, K22, K33 — константы Франка, q0 — вол-
новое число невозмущенной спиральной структуры
ХЖК (для определенности будем считать его поло-
жительным).
Слагаемое F1 в плотности свободной энергии (6)

отвечает энергии ориентационно-упругих деформа-
ций поля директора, вклад F2 представляет собой
объемную плотность энергии взаимодействия маг-
нитного поля H с ХЖК.
Уравнение движения директора ni [2] имеет вид

h
(n)
i = γ1Ni + γ2nkAki, (7)

где γ1 = α3−α2 и γ2 = α3+α2 — коэффициенты вра-
щательной вязкости ЖК. Молекулярное поле h

(n)
i ,

действующее на директор, определяется следующим
образом:

h
(n)
i = −∂FV

∂ni
+∇k

∂FV

∂(∇kni)
.

Варьирование свободной энергии при вычислении
молекулярного поля h

(n)
i , входящего в уравнение

(7), необходимо проводить при дополнительном
условии n2 = 1.

3. ХОЛЕСТЕРИК В СДВИГОВОМ ПОТОКЕ И
МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Для однородного стационарного сдвигового по-
тока с постоянным градиентом скорости A усло-
вие несжимаемости (3) выполняется тождественно,
а уравнение движения (2) позволяет вычислить дав-
ление в системе. В рассматриваемой геометрии (см.
рис. 1) директор можно искать в следующем виде:

n = [cosϕ(z), sinϕ(z), 0]. (8)

Тогда объемная плотность свободной энергии холес-
терика (6) примет вид

FV =
K22

2

(
dϕ

dz
− q0

)2

− χaH
2

2
cos2(ϕ− ϕH). (9)

Уравнение (7) с учетом (8) приводит к следующе-
му уравнению для угла ϕ(z), описывающего ориен-
тацию директора в магнитном поле и стационарном
сдвиговом потоке:

K22
d2ϕ

dz2
− χaH

2

2
sin 2 (ϕ− ϕH) +

+
A

2
(γ1 − γ2 cos 2ϕ) = 0. (10)

Введем безразмерные величины

ζ = q0z, h =
H

Hq
, u =

A

A0
. (11)

Здесь ζ = q0z — безразмерная координата, h — без-
размерная напряженность магнитного поля. В ка-
честве единицы измерения поля выбрана величи-
на Hq = q0

√
K22/χa, полученная из сопоставле-

ния диамагнитного вклада F2 в свободную энергию
(6) и вклада энергии кручения F1. Эта величина
определяет поле перехода холестерик–нематикHc =

= πHq/2 [2]. Параметр u является безразмерным
значением градиента скорости сдвигового потока, в
качестве единицы измерения которого выбрана ве-
личина A0 = K22q

2
0/|γ2|. Здесь коэффициент враща-

тельной вязкости холестерика γ2 взят по абсолют-
ной величине, поскольку γ2 < 0 для ЖК с палочко-
образными молекулами [2].
Сделаем оценки безразмерных параметров (11).

Полагая, согласно [1], χa ≈ 10−7, q0 ≈ 104 см−1,
K22 ≈ 10−7 дин, γ1, γ2 ≈ 10−1 П и выбирая A ≈
≈ 1 с−1, H ≈ 104 Э, получаем ζ ≈ 1, h ≈ 1 и u ≈
≈ 10−2.
В терминах безразмерных величин (11) уравне-

ние (10) примет вид

d2ϕ

dζ2
− h2

2
sin 2 (ϕ− ϕH) +

u

2

(
1

λ
+ cos 2ϕ

)
= 0. (12)

Это уравнение определяет стационарные значения
угла ориентации директора в магнитном поле и од-
нородном сдвиговом потоке с постоянным градиен-
том скорости. Его можно получить иначе, приме-
няя подход, использованный в работах [17,19,22,23].
Для этого введем эффективную плотность свобод-
ной энергии, которая в безразмерной форме (в еди-
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ницах K22q
2
0) может быть записана следующим об-

разом:

Feff =
1

2

(
dϕ

dζ
− 1

)2

− h2

2
cos2(ϕ− ϕH)−

− u

2

(
sinϕ cosϕ+

ϕ

λ

)
. (13)

Уравнение (12), определяющее угол ϕ ориента-
ции директора как функцию напряженности h и уг-
ла ориентации ϕH магнитного поля, реактивного па-
раметра λ и интенсивности сдвигового потока u, по-
лучается из условия минимума: δFeff /δϕ = 0.
Как отмечалось выше, холестерическую спираль

можно раскрутить как магнитным полем [4, 5], так
и сдвиговым потоком [17]. В первом случае при H >

> Hc директор n будет направлен вдоль поляH, т. е.
ϕ = ϕH . Во втором — в раскрученной фазе дирек-
тор ориентируется сдвиговым течением под углом
ϕ0, заданным соотношением (1).
Проанализируем совместное действие сдвигового

течения и магнитного поля на спиральную структу-
ру холестерика при различных направлениях поля
в плоскости сдвига xy (см. рис. 1).
В раскрученной (нематической) фазе при нали-

чии магнитного поля и сдвигового потока директор
ориентируется во всем образце под некоторым уг-
лом ϕc, зависящим от напряженности h и угла ори-
ентации ϕH магнитного поля, а также интенсивнос-
ти сдвигового течения u и реактивного параметра λ.
Значение ϕc находится из уравнения (12) и опреде-
ляется соотношением

h2
c sin 2 (ϕc − ϕH) = uc (1/λ+ cos 2ϕc) , (14)

где hc и uc — критические значения напряженно-
сти магнитного поля и величины градиента скорос-
ти сдвигового потока, при которых происходит рас-
кручивание спирали холестерика. Из формулы (14)
видно, что ϕc = ϕH в отсутствие сдвигового тече-
ния, т. е. когда u = 0, а в отсутствие магнитного
поля ϕc = ϕ0, где ϕ0 определено формулой (1).
Однократное интегрирование уравнения (12) да-

ет

dϕ

dζ
= ±

√
R,

R = C−h2 cos2 (ϕ−ϕH)−u(sinϕ cosϕ+ϕ/λ).

(15)

Поскольку невозмущенной (h = u = 0) структуре
холестерика отвечает ϕ(z) = ζ = q0z [1], при q0 > 0

в уравнении (15) следует выбрать знак плюс. Кон-
станта интегрирования C, являющаяся функцией h,

ϕH , u и λ, в отсутствие поля и сдвига должна рав-
няться единице.
Найдем шаг p спирали холестерика. Интегриро-

вание по периоду структуры p/2 соответствует из-
менению угла ϕ на π, поэтому

p = 2

p/2∫
0

dζ = 2

ϕc∫
ϕc−π

(
dζ

dϕ

)
dϕ = 2

ϕc∫
ϕc−π

dϕ√
R
. (16)

Здесь в качестве верхнего предела интегрирования
удобно [17] выбрать ϕc — угол, под которым ори-
ентирован директор в раскрученной (нематической)
фазе.
Константа интегрирования C может быть най-

дена из условия минимума эффективной свободной
энергии, приходящейся на один полувиток спираль-
ной структуры:

Fp/2 =
2

p

p/2∫
0

Feff dζ =
2

p

ϕc∫
ϕc−π

√
Rdϕ− 2π

p
+

1− C

2
.

Условие минимума dFp/2/dC = 0 с учетом соотно-
шений (15), (16) дает уравнение для C:

ϕc∫
ϕc−π

√
Rdϕ = π. (17)

Критическое значение Cc, соответствующее об-
ращению шага спирали в бесконечность, может
быть получено из уравнения (15). В раскрученной
(нематической) фазе dϕ/dζ = 0, поэтому

Cc = h2
c cos

2 (ϕc − ϕH) + uc(sinϕc cosϕc + ϕc/λ).

Подставляя Cc в (17), получим уравнение

ϕc∫
ϕc−π

√
R(Cc) dϕ = π,

R(Cc) = h2
c

[
cos2 (ϕc − ϕH)− cos2 (ϕ− ϕH)

]
+

+ uc [sinϕc cosϕc − sinϕ cosϕ+ (ϕc − ϕ)/λ] ,

(18)

определяющее совместно с условием (14) критичес-
кие значения uc и hc, отвечающие переходу холесте-
рик–нематик.
Уравнение (14), определяющее угол ϕc при

раскручивании спиральной структуры холестерика,
совпадает с полученным в работе [7] для угла
ориентации директора нематика в сдвиговом потоке
и магнитном поле. Это уравнение имеет решения
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tgϕc =
− cos 2ϕH ±Q

U − U/λ+ sin 2ϕH
,

Q =

√
1 + U2

(
1− 1

λ2

)
+ 2U sin 2ϕH ,

U = uc/h
2
c .

(19)

Устойчивым по отношению к малым возмущениям
является решение со знаком плюс [7]. Из соотноше-
ния (19) видно, что при раскручивании спирали маг-
нитным полем (U = 0) критический угол ориента-
ции директора определяется только направлением
приложенного поля: ϕc = ϕH . При раскручивании
спирали сдвиговым течением (U = ∞) из (19) полу-
чаем выражение

tgϕc =
√
(λ + 1)/(λ− 1),

откуда видно, что в отсутствие магнитного поля при
λ < 1 подкоренное выражение становится отрица-
тельным и вещественные решения для ϕc исчеза-
ют. Однако включение магнитного поля приводит
к появлению дополнительных вкладов в (19), ко-
торые могут компенсировать отрицательные слагае-
мые в подкоренном выражении, уменьшая допусти-
мые значения λ для режима ориентирования холе-
стерика сдвиговым потоком. Минимально возмож-
ное значение реактивного параметра λ в этом случае
находится из условия Q = 0. Таким образом, посто-
янное направление директора в сдвиговом потоке и
магнитном поле устанавливается для холестериков
при

λ ≥
√

U2

1 + U2 + 2U sin 2ϕH
. (20)

На рис. 2 показана поверхность, определяемая
формулой (20), которая отделяет ориентируемые те-
чением ЖК от неориентируемых при наличии маг-
нитного поля в пространстве параметров λ–U–ϕH .
Область над поверхностью соответствует ориенти-
руемым ЖК, область под поверхностью — неориен-
тируемымЖК. Видно, что при наличии магнитного
поля значение реактивного параметра, допускающее
раскручивание спиральной структуры, может быть
меньше, чем в случае ориентирования ЖК только
сдвиговым потоком (см. формулу (1)), т. е. допусти-
мы величины λ < 1. Уменьшение критического зна-
чения λ соответствует расширению области ориен-
тируемых ЖК и происходит при приложении маг-
нитного поля под углом ϕH ∈ [0, π/2]. Именно в этом
диапазоне лежат все значения угла ϕ0 (1), опреде-
ляющие устойчивые положения директора в сдвиго-
вом потоке. Кроме того, по мере уменьшения пара-
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Рис. 2. Трехмерная фазовая диаграмма состояний ди-
ректора в пространстве параметров λ–U–ϕH при наличии

сдвигового потока и магнитного поля

метра U , т. е. уменьшения величины градиента сдви-
га или увеличения напряженности магнитного поля,
минимально возможное значение λ стремится к ну-
лю.

3.1. Раскручивание спирали холестерика
магнитным полем

При воздействии на ориентационную структуру
холестерика только магнитного поля h, т. е. при u =

= 0, система уравнений (14)–(18), определяющая
шаг спирали холестерика, существенно упрощается
и может быть записана в следующем виде

p

p0
=

(
2

π

)2

E(k)K(k), (21)

h =
πk

2E(k)
, (22)

где p0 = 2π — шаг невозмущенной спирали холес-
терика, K(k) и E(k) — полные эллиптические ин-
тегралы первого и второго рода [24]. Соотношения
(21) и (22) совпадают с выражениями, полученными
в работе [4]. Из этих соотношений следует, что в сла-
бых магнитных полях (h 	 1) шаг холестерической
спирали медленно растет с увеличением напряжен-
ности,

p

p0

 1 +

h4

32
, (23)

а вблизи перехода холестерик–нематик логарифми-
чески расходится:

p

p0



(
2

π

)2

ln
4√

1− h2/h2
c0

. (24)
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Рис. 3. Диаграмма перехода холестерик–нематик, индуци-
рованного сдвиговым течением. Область ориентируемых
течением ЖК соответствует λ ≥ 1. Здесь u1 = 0.834,

u∞ = π2/4

Здесь критическая величина безразмерной напря-
женности магнитного поля hc0 = π/2.

3.2. Раскручивание спирали холестерика
сдвиговым потоком

В отсутствие магнитного поля (h = 0), когда спи-
раль холестерика раскручивается только сдвиговым
потоком, критическую величину градиента скоро-
сти сдвига uc0, при которой шаг спирали расходится,
можно найти из выражения

π√
uc0

=

ϕ0∫
ϕ0−π

√
sin 2ϕ0 − sin 2ϕ

2
+

ϕ0 − ϕ

λ
dϕ, (25)

где угол поворота директора в раскрученной (нема-
тической) фазе, ϕ0, определен соотношением (1).
Критическое значение величины градиента сдвига
uc0 и шаг спирали p для λ = 1.026 были рассчитаны
ранее в работе [17].
Функция uc0(λ), заданная соотношением (25),

показана на рис. 3. На этом рисунке область под
кривой соответствует холестерической фазе, об-
ласть над кривой — нематической фазе. Наимень-
шему возможному значению реактивного параметра
λ = 1, при котором ХЖК ориентируется сдвиговым
течением, соответствуют значение угла ϕ0 = π/2 и
критическая величина градиента сдвига u1 = 0.834.
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Рис. 4. Зависимости шага спирали холестерика от величи-
ны градиента скорости u сдвигового течения при значени-
ях λ = 1.0 (кривая 1), 1.094 (2), 1.5 (3); p0 = 2π — шаг

невозмущенной спирали холестерика

На рис. 3 видно, что с увеличением λ порог пе-
рехода холестерик–нематик сначала понижается до
umin = 0.754 при λmin = 1.094, а затем повышает-
ся, асимптотически стремясь к значению u∞ = π2/4

при λ → ∞.
При h = 0 выражения (16) и (17) для шага спи-

рали упрощаются и могут быть представлены в па-
раметрическом виде:

p =
2

π
I1(a)I2(a), (26)

где определены функции

I1(a) =

ϕ0∫
ϕ0−π

√
1− a(sinϕ cosϕ+ ϕ/λ)dϕ,

I2(a) =

ϕ0∫
ϕ0−π

dϕ√
1− a(sinϕ cosϕ+ ϕ/λ)

.

Здесь параметр

a = u

(
I1(a)

π

)2

(27)

меняется от нуля до (sinϕ0 cosϕ0 + ϕ/λ)−1 при из-
менении величины градиента скорости u от нуля до
критического значения uc0.
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Результаты численного решения уравнений (26)
и (27), определяющие зависимость приведенного
шага спирали холестерика p/p0 от величины гради-
ента скорости u сдвигового течения для различных
значений λ, представлены на рис. 4. Видно, что с
увеличением u при малых градиентах сдвига (u 	
	 1) шаг спирали медленно растет, а при u → uc0

расходится. Заметим, что наблюдаемое на диаграм-
ме перехода холестерик–нематик (см. рис. 3) немо-
нотонное поведение критической величины сдвига
uc0 при λ � 1 проявляется и в зависимости p = p(u)

на рис. 4.
Изучим поведение шага холестерической спира-

ли как функции градиента скорости сдвига u в ряде
предельных случаев.
При малой величине градиента скорости сдвиго-

вого течения (u 	 1) параметр a мал, поэтому, рас-
кладывая функции I1(a) и I2(a) в ряды и учитывая
формулу (1), из соотношений (26) и (27) для шага
спирали получаем

p

p0

 1 +

(
1

2
+

π2 + 6

3λ2

)
u2

16
. (28)

Из формулы (28) видно, что при слабых сдвиговых
течениях шаг спирали (p − p0 ∝ A2) увеличивается
квадратично с ростом величины градиента скорости
сдвига (см. рис. 4).
Отметим следующую аналогию в поведении ша-

га спирали холестерика при слабых сдвиговых тече-
ниях соответствующим зависимостям в слабых маг-
нитных полях. При λ → ∞ (ϕ0 = π/4), формула
(28) в точности совпадает с формулой (23), описы-
вающей полевую зависимость шага спирали холесте-
рика p = p(h), если в последней осуществить замену
h на

√
u.

В предельном случае λ → ∞ шаг спирали p(u),
определяемый формулой (26), может быть представ-
лен следующим образом:

p

p0
=

(
2

π

)2

E(k)K(k), (29)

u =

(
πk

2E(k)

)2

, (30)

где K(k) и E(k) — полные эллиптические интегра-
лы соответственно первого и второго родов [24]. В
точке перехода холестерик–нематик шаг спирали p

обращается в бесконечность. Этому значению, как
видно из соотношений (29) и (30), отвечает k = 1,
при котором K(1) = ∞ и E(1) = 1. Критическая
величина градиента скорости сдвига в этом случае
принимает значение u∞ = π2/4.
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Рис. 5. Диаграммы фазового перехода холестерик–нема-
тик на плоскости u–ϕH при различных значениях магнит-

ного поля h для λ = 2

Вблизи порога перехода холестерик–нематик,
т. е. при u � u∞, параметр k2 � 1. Подстав-
ляя асимптотические разложения для эллиптичес-
ких функций [24]

K(k) 
 ln
4√

1− k2
+ . . . , E(k) 
 1 + . . .

в соотношения (29) и (30), получаем

p

p0



(
2

π

)2

ln
4√

1− u/u∞
. (31)

Таким образом, вблизи перехода холестерик–нема-
тик, индуцированного сдвиговым потоком, шаг спи-
рали логарифмически расходится, как и при пере-
ходе в магнитном поле [4].

3.3. Раскручивание спирали холестерика
сдвиговым потоком и магнитным полем

Обратимся теперь к случаю совместного дей-
ствия сдвигового течения и магнитного поля на хо-
лестерик.
Уравнения (14) и (18), определяющие кривые

ориентационного перехода холестерик–нематик, ре-
шались численно. Полученные фазовые диаграммы
представлены на рис. 5–10. Области под кривыми
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Рис. 6. Диаграммы фазового перехода холестерик–нема-
тик на плоскости h–ϕH при различных значениях величи-

ны градиента скорости u для λ = 2

отвечают холестерической фазе, а внешние по отно-
шению к кривым области соответствуют нематиче-
ской фазе.
На рис. 5 изображены диаграммы фазового пе-

рехода холестерик–нематик на плоскости u–ϕH при
различных значениях напряженности магнитного
поля h. На рис. 5 видно, что критическое значение
uc в отсутствие магнитного поля (h = 0), как это
и должно быть, не зависит от угла ориентации по-
ля. С ростом поля h порог uc перехода холестерик–
нематик понижается для ϕH ∈ [0, π/2], достигая
минимального значения при ориентации магнитно-
го поля под углом ϕH = π/4. Характерной особен-
ностью диаграммы является наличие области неод-
нозначности при h = 0, в которой одному и то-
му же значению uc соответствуют два значения уг-
ла ориентации поля. Это означает, что при фик-
сированных значениях u и h поворотом магнитно-
го поля можно индуцировать последовательность
возвратных переходов холестерик–нематик–холес-
терик. Причина появления возвратных ориентаци-
онных переходов связана с конкуренцией между
магнитным и гидродинамическим механизмами воз-
действия, которые стремятся раскрутить спираль-
ную структуру в разных направлениях.
На рис. 6 изображены диаграммы ориентацион-

ных переходов на плоскости h − ϕH . На ней видно,

0

0.2

0.4

�/4 �/2
�H

u

� = 0.9

0.5

0.3

Рис. 7. Диаграммы фазового перехода холестерик–нема-
тик на плоскости u–ϕH для h = 1 при различных значе-

ниях реактивного параметра λ < 1

что критическое значение магнитного поля в отсут-
ствие сдвигового течения (u = 0) не зависит от угла
ориентации поля ϕH . При наличии течения с ростом
градиента скорости критическое поле hc уменьшает-
ся и на диаграмме появляются области неоднознач-
ности, отвечающие возвратным переходам, которые
происходят при повороте магнитного поля. Диапа-
зон значений магнитного поля, допускающий воз-
вратную холестерическую фазу, расширяется с рос-
том u, т. е. с увеличением градиента скорости сдвига.

На рис. 7 представлены диаграммы фазового пе-
рехода холестерик–нематик на плоскости u–ϕH для
h = 1 при различных значениях реактивного па-
раметра λ < 1, соответствующих ЖК, неориенти-
руемым сдвиговым потоком (1). Как показано вы-
ше, магнитное поле стабилизирует ориентационную
структуру в сдвиговом потоке, расширяя область
допустимых значений реактивного параметра (20),
для которых существуют стационарные состояния
директора. Это приводит к возможности раскручи-
вания спиральной структуры холестериков с λ < 1.
На рис. 7 видно, что уменьшение λ понижает кри-
тическое значение uc, кривая переходов становится
более плоской и пороговая величина градиента ско-
рости сдвига слабо зависит от ориентации внешнего
поля.
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Рис. 8. Диаграммы фазового перехода холестерик–нема-
тик на плоскости u–h при различных значениях угла ϕH

ориентации магнитного поля для реактивного параметра
λ = 2

На рис. 8 представлены диаграммы фазового пе-
рехода холестерик–нематик на плоскости u–h при
различных значениях угла ϕH ориентации магнит-
ного поля. Расчеты выполнены для реактивного па-
раметра λ = 2, соответствующего углу ориентации
директора в потоке ϕ0 = π/3. При изменении угла
ϕH ориентации поля от нуля до π/4, происходит мо-
нотонное уменьшение критического градиента сдви-
га uc. Дальнейшее увеличение угла ϕH от π/4 до
π/2, напротив, приводит к увеличению uc, возвра-
щая кривую переходов в состояние, соответствую-
щее углу ϕH = 0.
На рис. 9 изображены диаграммы фазового пере-

хода холестерик–нематик на плоскости u–h для угла
ориентации магнитного поля ϕH = ϕ0 при различ-
ных значениях реактивного параметра λ. Как вид-
но на диаграмме, в отсутствие сдвигового течения
(u = 0) раскручивание спирали холестерика проис-
ходит при hc0 = π/2, что совпадает с известным
результатом [2]. При включении сдвигового пото-
ка критическое магнитное поле уменьшается, обра-
щаясь в нуль при критическом значении градиента
скорости uc0, зависящем от реактивного параметра
λ. Таким образом, для рассматриваемой ориента-
ции магнитного поля течение помогает раскрутить
спираль холестерика. Увеличение реактивного па-
раметра (уменьшение коэффициента вращательной
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Рис. 9. Диаграммы фазового перехода холестерик–нема-
тик на плоскости u–h для угла ориентации магнитного по-
ля ϕH = ϕ0 при различных значениях реактивного пара-

метра λ

вязкости γ1) приводит к росту критического значе-
ния градиента скорости сдвига.
Как видно на диаграмме переходов холесте-

рик–нематик, отвечающей ориентации магнитного
поля по направлению градиента скорости под углом
ϕH = 0 (рис. 10), линии ориентационных переходов
аналогичны тем, что были получены для угла ϕH =

= ϕ0 (см. рис. 9).
Шаг спирали холестерика может быть найден из

системы уравнений (14)–(18). На рис. 11–13 изобра-
жены зависимости шага p спирали от интенсивно-
сти сдвигового течения u, напряженности h и угла
ϕH ориентации магнитного поля, построенные пу-
тем численного решения этой системы уравнений.
На рис. 11 представлены зависимости шага спи-

рали холестерика от угла ϕH ориентации магнит-
ного поля для параметров, соответствующих облас-
ти существования возвратных ориентационных пе-
реходов (см. рис. 5). При фиксированных значени-
ях поля h и градиента скорости u течения, когда
холестерическая спираль деформирована (p > p0),
поворот магнитного поля, т. е. увеличение угла ϕH ,
приводит к более эффективному совместному воз-
действию поля и течения на холестерик, раскру-
чивая спираль и вызывая ориентационный переход
холестерик–нематик. Последующее увеличение угла
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Рис. 10. Диаграммы фазового перехода холестерик–нема-
тик на плоскости u–h для угла ориентации магнитного по-
ля ϕH = 0 при различных значениях реактивного пара-
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Рис. 11. Зависимости шага спирали холестерика от угла
ориентации магнитного поля ϕH для λ = 2, h = 0.5, u =

= 0.85; p0 = 2π — шаг невозмущенной спирали холестери-
ка
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Рис. 12. Зависимости шага спирали холестерика от напря-
женности магнитного поля h (а) и от величины градиента
скорости u сдвигового течения (б). Во всех случаях маг-
нитное поле ориентировано под углом ϕH = ϕ0, λ = 2;

p0 = 2π — шаг невозмущенной спирали холестерика

ϕH ориентации поля уменьшает эффективное дей-
ствие поля и течения на систему, и происходит воз-
вратный переход в холестерическую фазу.
На рис. 12 показаны зависимости приведенного

шага p/p0 спирали холестерика от напряженности
h магнитного поля и величины градиента скорости
u сдвигового течения для угла ориентации магнит-
ного поля ϕH = ϕ0. Шаг частично раскрученной
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сдвигом (рис. 12a, u = 0.5) или полем (рис. 12б, h =

= 0.5) холестерической спирали медленно растет в
слабых полях h и при малых градиентах скорости
u сдвига, но начинает сильно увеличиваться, при-
ближаясь к критическим значениям hc или uc, при
которых обращается в бесконечность. Значения hc и
uc, как это и следует из рис. 9, меньше соответствен-
но hc0 и uc0. Напомним, что величиной hc0 обозна-
чено критическое значение напряженности перехода
холестерик–нематик в магнитном поле, а uc0 — кри-
тическая величина градиента скорости при переходе
холестерик–нематик в сдвиговом потоке.
Зависимости шага спирали холестерика от на-

пряженности магнитного поля h и величины гради-
ента скорости u сдвигового течения для ориентации
магнитного поля по направлению градиента скоро-
сти под углом ϕH = 0, как это видно из рис. 13, ка-
чественно похожи на те, что получены для случая
ϕH = ϕ0.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе теоретически исследовано совместное
конкурирующее действие магнитного поля и сдвиго-
вого течения на спиральную ориентационную струк-
туру ХЖК. Каждое из этих воздействий порознь
приводит к раскручиванию спиральной структуры
холестерика, если эти воздействия ортогональны
оси спирали. Ось спирали холестерика была ори-
ентирована перпендикулярно плоскости сдвигового
потока, величина градиента скорости которого пред-
полагалась постоянной во всем образце.
В работе рассмотрен случай положительной диа-

магнитной анизотропии ХЖК, когда директор стре-
мится ориентироваться по полю. Аналогичное дей-
ствие на ориентационную структуру оказывает и
сдвиговое напряжение. Иными словами, рассмат-
риваемые внешние воздействия (магнитное поле
и/или сдвиговое напряжение), приложенные пер-
пендикулярно оси спиральной структуры холесте-
рика, вызывают ее раскручивание (фазовый пере-
ход холестерик–нематик). Этот переход является
результатом конкуренции энергии ориентационно-
упругих деформаций, описываемой градиентным
инвариантом Лифшица (6) и стремящейся промоду-
лировать структуру холестерика, и энергии холесте-
рика во внешнем (магнитном и/или сдвиговом) по-
ле, стремящейся создать нематическую фазу с одно-
родной ориентацией директора. В окрестности это-
го перехода холестерик описывается с помощью ре-
шетки солитонов (доменных стенок между домена-
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Рис. 13. Зависимости шага спирали холестерика от напря-
женности магнитного поля h (а) и от величины градиента
скорости u сдвигового течения (б). Во всех случаях маг-
нитное поле ориентировано под углом ϕH = 0, λ = 2;

p0 = 2π — шаг невозмущенной спирали холестерика

ми нематической фазы с разными направлениями
директора), вставленных в холестерическую фазу.
С ростом поля толщина доменов однородной фа-
зы растет, т. е. доменные стенки отталкиваются, что
проявляется как увеличение шага спирали.
Показано, что в предельных случаях отсутствия

сдвига или магнитного поля полученные результаты
сводятся к известным решениям. В случае только
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сдвигового течения обнаружена немонотонная зави-
симость критического значения градиента скорости
от реактивного параметра. Для малых и больших
градиентов сдвига получены аналитические выра-
жения для шага холестерической спирали. Показа-
но, что при слабых сдвиговых течениях шаг спирали
зависит от градиента скорости сдвига квадратично,
а вблизи перехода холестерик–нематик в сдвиговом
потоке он расходится логарифмически.
Рассмотрены конфигурации, отвечающие раз-

личным ориентациям магнитного поля в плоскости
сдвига: от направления вдоль градиента скорости
(ϕH = 0) до направления вдоль сдвигового пото-
ка (ϕH = π/2). Для различных значений парамет-
ров системы построены диаграммы ориентационных
переходов холестерик–нематик и зависимости ша-
га спирали ориентационной структуры от величины
градиента скорости сдвигового потока, реактивного
параметра, напряженности и угла ориентации маг-
нитного поля. Показано, что магнитное поле, стаби-
лизируя ориентацию директора в сдвиговом потоке,
расширяет границы области ориентируемости холе-
стериков, что позволяет сдвиговым потоком раскру-
чивать спиральную структуру холестериков с реак-
тивным параметром λ < 1.
Установлено, что конкурирующее воздействие

магнитного поля и сдвигового течения может приве-
сти к последовательности возвратных ориентацион-
ных переходов холестерик–нематик–холестерик, вы-
званных поворотом магнитного поля в плоскости
сдвига. Наличие сдвигового течения в рассматрива-
емой геометрии приводит к понижению критической
напряженности магнитного поля перехода холесте-
рик–нематик.
Как известно [4,5], непрерывное изменение шага

спирали холестерика осуществляется в безгранич-
ных образцах. В ячейках, размер которых сопоста-
вим с шагом невозмущенной структуры холестери-
ка, внешние поля индуцируют ступенчатое раскру-
чивание спирали [25, 26]. Исходное количество вит-
ков спирали внутри слоя может меняться дискрет-
ным образом. Такое равновесное изменение шага
спирали с ростом напряженности поля требует ква-
зистатического изменения поля и установления со-
стояния термодинамического равновесия. Соответ-
ствующие времена релаксации оказываются очень
велики [27]. В условиях реального эксперимента это
не всегда выполнено. Однако в последние годы по-
явились работы, в которых сообщается об экспери-
ментальном наблюдении других режимов отклика
на приложенное внешнее поле [20, 28–30]. Так, в ра-
боте [29] помимо флексоэлектрического [31] наблю-

дались два режима отклика на приложенное поле —
с непрерывным изменением шага спирали и без его
изменения. В последнем случае спираль деформиру-
ется, сохраняя шаг. Как показано в работе [28], пер-
вый из этих режимов включает медленную стадию
формирования дефектов, так как существуют топо-
логические ограничения на процесс раскручивания
спиральной структуры [1,32]. Второй режим — с де-
формированной спиральной структурой и неизмен-
ным шагом — оказывается многообещающим, по-
скольку имеет малое время электрооптического от-
клика [28, 30].
Рассмотренный в работе случай бесконечного об-

разца является идеализацией реальной ячейки при
изучении явлений вдали от ограничивающих ее сте-
нок. Этот случай, тем не менее, приобретает все
большее значение для анализа динамических яв-
лений при быстром деформировании спиральной
структуры, когда времена электрооптического от-
клика квадратично зависят от шага спирали и не
зависят от толщины ячейки [28, 30].
В физике жидких кристаллов существует

несколько методов экспериментальной реализа-
ции сдвигового течения. Наиболее близкими для
рассматриваемой геометрии являются условия
эксперимента с ХЖК, заключенным между двумя
параллельными пластинами, движущимися друг
относительно друга с постоянной скоростью [33], а
также при низкочастотном осцилляционном движе-
нии одной из пластин [20,29]. На расстояниях, много
больших характерного размера пограничного слоя
[2], можно пренебречь пристеночными эффектами,
обусловленными сцеплением ХЖК с поверхно-
стью, такими как обратное течение, инверсионные
стенки и т.п. Тем самым, используемое в работе
приближение постоянства градиента скорости по-
тока справедливо вдали от ориентирующих стенок
исследуемого образца.

Работа выполнена при поддержке Министерства
образования и науки РФ (проект №3.5977.2017/8.9).

ЛИТЕРАТУРА

1. Л. М. Блинов, Жидкие кристаллы: структура и
свойства, URSS, Москва (2015).

2. P. G. de Gennes and J. Prost, The Physics of Liquid
Crystals, Clarendon Press, Oxford (1993).

3. L. M. Blinov and V. G. Chigrinov, Electrooptic Effects
in Liquid Crystal Materials, Springer-Verlag, New
York (1994).

810



ЖЭТФ, том 152, вып. 4 (10), 2017 Переходы холестерик–нематик. . .

4. P. G. de Gennes, Sol. St. Comm. 6, 163 (1968).

5. R. B. Meyer, Appl. Phys. Lett. 12, 281 (1968).

6. F. M. Leslie, Rheol. Acta 10, 91 (1971).

7. M. J. Stephen and J. P. Straley, Rev. Mod. Phys. 46,
617 (1974).

8. D. V. Makarov and A. N. Zakhlevnykh, Phys. Rev.
E 74, 041710 (2006).

9. J. F. Fatriansyah and H. Orihara, Phys. Rev. E 88,
012510 (2013).

10. T. Carlsson and K. Skarp, Mol. Cryst. Liq. Cryst. 78,
157 (1981).

11. J. F. Fatriansyah and H. Orihara, Phys. Rev. E 91,
042508 (2015).

12. J. M. Pochan and P. F. Erhardt, Phys. Rev. Lett. 27,
790 (1971).

13. J. M. Pochan and D. G. Marsh, J. Chem. Phys. 57,
1193 (1972).

14. N. Scaramuzza, R. Barberi, F. Simoni et al., Phys.
Rev. A 32, 1134 (1985).

15. I. Jánossy, J. de Phys. 41, 437 (1980).

16. D. G. Venhaus, K. S. Conatser, and M. J. Green, Liq.
Cryst. 40, 846 (2013).

17. G. Derfel, Mol. Cryst. Liq. Cryst. 92, 41 (1983).

18. A. D. Rey, Phys. Rev. E 53, 4198 (1996).

19. G. Derfel, Liq. Cryst. 24, 829 (1998).

20. Y. Inoue and H. Moritake, Appl. Phys. Express 8,
071701 (2015).

21. А. Н. Захлевных, А. Н. Селиванов, Вестник Перм-
ского ун-та, сер. Физика 6, 46 (2000).
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