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Обсуждаются некоторые особенности динамики частиц и полей при циклотронных резонансах. Основное
внимание обращается на режимы с динамическим хаосом. Показано, что известный критерий перехода
регулярной динамики частиц к хаотической динамике при циклотронных резонансах не всегда правильно
описывает этот переход. Выяснена причина такой особенности критерия. Исследована аномальная чув-
ствительность динамики частиц к внешним флуктуациям при авторезонансе. Построена теория возбуж-
дения электромагнитных волн пучком сфазированных осцилляторов в условиях изолированного нелиней-
ного циклотронного резонанса. Показано, что за возникновение режима с динамическим хаосом отвечает
процесс периодического качественного изменения вида фазового портрета частиц в поле волны. Пока-
зано, что практически во всех режимах с динамическим хаосом при циклотронных резонансах высшие
моменты могут играть более существенную роль, чем низшие. В этом случае известные кинетические
уравнения диффузионного типа должны быть обобщены на случай учета этих высших моментов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Электронный циклотронный резонанс (ЭЦР) яв-
ляется одним из наиболее известных и наиболее изу-
ченных резонансов, а также одним из наиболее ис-
пользуемых резонансов. Действительно, ЭЦР ши-
роко используется в электронике (см., например,
[1]), а также во многих схемах высокочастотного
нагрева высокотемпературной плазмы в установках
управляемого термоядерного синтеза и в установ-
ках, используемых как источники нейтронов (см.,
например, [2–6]). Теория и свойства этого резонан-
са изучены достаточно хорошо. Известно, что его
использование позволяет создать наиболее эффек-
тивные схемы обмена энергией между электромаг-
нитными волнами и потоками заряженных частиц.
Механизмы такого взаимодействия также хорошо
изучены. В последнее время каких-то новых осо-

* E-mail: vbuts@kipt.kharkov.ua

бенностей ЭЦР не ожидалось. Конечно, в каждом
конкретном случае использования ЭЦР в экспери-
менте приходится учитывать особенности экспери-
ментальных установок, в которых реализуется вза-
имодействие электромагнитных волн и заряженных
частиц. Так, например, в работах [3–5] детально ана-
лизируются схемы ЭЦР-нагрева плазмы для кон-
кретных установок. При этом приходится учиты-
вать неоднородности плазмы, неоднородности внеш-
него магнитного поля, возможность существования
пространственных областей захвата электромагнит-
ного поля и многие другие особенности использова-
ния ЭЦР в конкретных экспериментальных установ-
ках. Это достаточно сложная проблема. Казалось
бы, с этими особенностями, вызванными реальны-
ми экспериментами, и могут быть связаны все но-
вые особенности ЭЦР. Однако, как мы увидим ниже,
ЭЦР имеет некоторые достаточно общие особенно-
сти, которые не были ранее изучены. Эти особенно-
сти в основном касаются режимов с динамическим
хаосом.
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При изучении ЭЦР наиболее существенным яв-
ляется вопрос об условиях реализации регулярной и
хаотической динамики частиц в этих резонансах. В
работах [7,8] были получены критерии, которые поз-
воляли определить условия перехода от регулярной
динамики частиц при ЭЦР к хаотической динами-
ке. Эти критерии были проанализированы числен-
ными методами во многих работах (см., например,
[7–9]). Кроме того, они были подтверждены в экспе-
риментальных исследованиях [10, 11]. Поэтому, ка-
залось бы, вопрос об условиях регулярной и хаоти-
ческой динамики частиц в условиях ЭЦР в настоя-
щее время окончательно решен. Однако некоторые
наши численные исследования ЭЦР, а также мно-
гочисленные исследования авторезонанса (см. рабо-
ты [6, 12] и цитируемую в них литературу) пока-
зывают, что в некоторых важных случаях динами-
ка частиц не соответствует известным критериям.
В частности, как показали исследования авторезо-
нанса, в эксперименте не удается достичь высокой
эффективности обмена энергией между заряженны-
ми частицами и волнами [12]. В настоящей работе
мы постараемся дать ответы на некоторые возника-
ющие противоречия и указать на некоторые новые
особенности динамики частиц и полей при ЭЦР. Ра-
бота построена следующим образом.

В разд. 2 изучаются известные условия воз-
никновения режимов с динамическим хаосом при
циклотронных резонансах. Показаны противоречия
численных результатов и аналитических критери-
ев. Дано объяснение этим противоречиям. В разд. 3
изучена аномальная чувствительность динамики
частиц к внешним флуктуациям в условиях авто-
резонанса. Возможно, именно эта чувствительность
определяет значительное уменьшение эффективно-
сти обмена энергией между частицами и волнами
при авторезонансе. В разд. 4 построена теория воз-
буждения электромагнитных волн потоком сфази-
рованных осцилляторов в условиях изолированного
нелинейного циклотронного резонанса. Численными
методами выделены режимы с регулярной динами-
кой и режимы с хаотической динамикой. Показано,
что уровень возбуждаемых колебаний во всех случа-
ях определяется возникновением режима с хаотиче-
ской динамикой. Показано, что причиной развития
локальной неустойчивости при наличии только од-
ного циклотронного резонанса является качествен-
ное изменение фазового портрета движения частиц
(бифуркация фазового портрета). В разд. 5 иссле-
дована роль моментов в динамике частиц. Показа-
но, что в условиях перекрытия циклотронных резо-
нансов практически всегда высшие моменты больше

предыдущих, поэтому для описания динамики час-
тиц привычные кинетические уравнения диффузи-
онного типа использовать нельзя. Необходима мо-
дификация этих уравнений на предмет учета роли
высших моментов. В Заключении сформулированы
основные результаты, их отличия от известных ра-
нее и показано, в чем заключается их новизна.

2. УСЛОВИЯ ВОЗНИКНОВЕНИЯ
РЕЖИМОВ С ДИНАМИЧЕСКИМ ХАОСОМ

Здесь мы покажем, что известный критерий воз-
никновения режимов с динамическим хаосом не все-
гда полностью описывает переход к хаотической
динамике при циклотронных резонансах. Покажем
(численно), что не учтенные в этом критерии цикло-
тронные резонансы могут также существенно вли-
ять на возникновение хаотической динамики.

Рассмотрим движение заряженной частицы в по-
ле плоской электромагнитной волны с произволь-
ной поляризацией при наличии постоянного внеш-
него магнитного поля H0,

E = ReE0e
i(k·r−ωt), H = Re(c/ω)[k ·E],

E0 ≡ {E0(αx, iαy, αz)} ,
(1)

где E0 — амплитуда напряженности электрическо-
го поля, α ≡ {αx, iαy, αz} — вектор поляризации
волны. Уравнение движения заряженной частицы в
этом случае имеет вид

dp

dt
≡ d

dt
(γmv) = eE+

e

mc
[v ·H0] +

e

mc
[v ·H],

dr

dt
=

p

γ
.

(2)

Аналогично работам [7,8] введем следующие без-
размерные переменные: τ = ωt, p → p/mc, r →
→ kr, k → kc/ω, γ =

√
1 + p2 ε0 = eE0/mcω, h =

= H0/|H0|, ωH = eH0/mcω. Напряженность элект-
рического поля волны запишем в виде ε = Reε0e

iΨ,
Ψ = k · r − τ , k ≡ {kx, 0, kz}. В этих переменных
уравнения (2) приводятся к виду

ṗ =

(
1− k · p

γ

)
Re(ε0e

iΨ) +
k

γ
Re(p · ε0)eiΨ +

+
ωH

γ
[p× h],

ṗ =
p

γ
, Ψ̇ =

k · p
γ

− 1.

(3)

Ниже для простоты записи формул будем рассмат-
ривать наиболее простую структуру поля электро-
магнитной волны

E = Re{0, iEy, 0}, H = {0, 0, Hz}, k = {kx, 0, 0}.
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Рис. 1. Пространство параметров ε0 и p⊥: I — режим с
динамическим хаосом; II — регулярная динамика

В этом случае критерий перекрытия двух соседних
нелинейных циклотронных резонансов, который по-
лучен в работе [3], можно записать в виде

ε0 ≥ ω2
H

16|Ws|k2x
, (4)

где Ws ≡ −p⊥J ′
s(μ), μ ≡ kxp⊥/ωH , px = p⊥ cos θ,

py = p⊥ sin θ, p =
√
p2x + p2y, θ = arctg(py/px), s —

номер резонанса, J ′
s = dJs(μ)/dμ. Используя для

оценок первый циклотронный резонанс, можно на-
писать

kx = 1, s = 1, W1 = −J ′
s(μ).

На рис. 1 представлено пространство двух основ-
ных параметров, ε0 и p⊥. Кривая разделяет это про-
странство на две части. Пространство I над кривой
соответствует параметрам, при которых условие (4)
выполняется. Область II, находящаяся ниже этой
кривой, — область, в которой условия перекрытия
резонансов не выполняются и хаотическая динами-
ка не должна возникать.

Из критерия (4) следует, что при выполнении
условия Ws → 0 амплитуда волны, необходимая
для возникновения режима с динамическим хаосом,
стремится к бесконечности. Физически это условие
означает, что ширина одного из нелинейных циклот-
ронных резонансов стремится к нулю. В частности,
ширина первого нелинейного циклотронного резо-
нанса стремится к нулю, когда J ′

1 → 0. Это усло-
вие легко достигается при некотором значении по-
перечного импульса p⊥. При этом можно ожидать,
что частица, получая энергию от волны в резуль-
тате резонансного циклотронного взаимодействия с
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Рис. 2. Импульс частицы px (а), его спектральная плот-
ность мощности (б) и корреляционная функция (в) при

ε0 = 5 · 10−4, px,y = 0, pz = 0, x0 = 0, y0 = 0

волной, перестает эффективно отбирать энергию у
волны.

Наши предварительные численные исследования
динамики частиц в этих условиях показывают, что
такого срыва хаотической динамики частиц не про-
исходит. Поэтому были предприняты более тща-
тельные аналитические и численные исследования
этого кажущегося противоречия. Для этого были
проведены численные расчеты системы в выбран-
ной конфигурации. Уравнения движения для дан-
ного случая имеют вид

ẋ =
px
γ
, ẏ =

py
γ
,

ṗx =
py
γ
(−ε0 sinΨ + ωH),

ṗy = −ε0 sinΨ +
px
γ
(ε0 sinΨ− ωH).

(5)
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Рис. 3. Импульс частицы px (а), его спектральная плот-
ность мощности (б) и корреляционная функция (в) при

ε0 = 0.1, px,y = 0, pz = 0, x0 = 0, y0 = 0

На рис. 2 представлены решения системы уравне-
ний (5) при ε0 = 5 · 10−4, p⊥ = 0, p‖ = 0: импульс px,
его спектральная плотность мощности и корреляци-
онная функция. На рисунке видно, что при данных
значениях параметров динамика частиц регулярна.
При этом динамика частиц регулярна и для всех на-
чальных фаз частиц в интервале 0 ≤ (x0, y0) < 2π.

При увеличении напряженности поля до величин
порядка ε0 = 0.1 происходят более интенсивные бие-
ния амплитуд импульсов. Однако динамика частиц
остается регулярной. Спектр состоит из узких пи-
ков, а корреляционная функция не убывает (рис. 3).
В этом случае динамика частиц также остается ре-
гулярной во всем диапазоне начальных фаз частиц
0 ≤ x0, y0 < 2π.
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Рис. 4. Импульс частицы px (а), его спектральная плот-
ность мощности (б) и корреляционная функция (в) при

ε0 = 0.19, px,y = 0, pz = 0, x0 = 0, y0 = 0

Когда напряженность поля становится больше
ε0 = 0.15, а px,y = 0, pz = 0, происходит каче-
ственное изменение динамики (см. рис. 4). При этом
следует отметить, что такая напряженность поля
меньше той, которая необходима для выполнения
условия перекрытия резонансов. Критерий (4) не
выполняется (при нулевых значениях импульсов).
Объяснить полученный результат можно следую-
щим образом. Вначале и в течение некоторого от-
резка времени динамика частиц действительно ре-
гулярна, частицы находятся в циклотронном резо-
нансе и набирают энергию. На этом интервале вре-
мени, в соответствии с критерием (4), динамика час-
тиц регулярна. При достижении некоторого значе-
ния поперечного импульса критерий перекрытия (4)
начинает выполняться и динамика становится хао-
тичной.
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На рис. 4 представлены решения системы урав-
нений (5) при ε0 = 0.19. Видно, что при данных
значениях параметров динамика частиц становит-
ся нерегулярной. Отметим, что при незначительных
изменениях начальных координат частицы ее ди-
намика существенно изменяется. Это означает, что
имеет место локальная неустойчивость.

Как следует из работ [7–11], при перекрытии
нелинейных циклотронных резонансов (при доста-
точной напряженности поля) частицы непрерыв-
но набирают энергию (по диффузионному закону).
При этом они должны попасть в область с попереч-
ным импульсом порядка p⊥ = 1.8. В соответствии
с критерием (4) напряженность поля, необходимая
для возникновения режима с динамическим хаосом,
при этом резко возрастает. Можно было бы ожи-
дать, что при этих значениях поперечных импульсов
произойдет стабилизация уровня энергии, которую
могут получить частицы. Однако численные расче-
ты показывают, что стабилизация отсутствует. Час-
тицы продолжают набирать энергию (см. рис. 4а).
Объяснить этот результат можно тем, что при та-
ких значениях параметров оставшиеся неучтенными
в критерии (4) циклотронные резонансы начинают
играть определяющую роль.

Таким образом, полученные выше результаты
указывают на то, что в рассмотренных выше усло-
виях не учтенные в критерии (4) циклотронные ре-
зонансы могут играть существенную роль. Напом-
ним, что критерий (4) был получен как условие пе-
рекрытия двух нелинейных циклотронных резонан-
сов (критерий Чирикова). Предполагалось, что их
перекрытие должно во всех случаях приводить к
возникновению режимов с хаотической динамикой.
Полученные выше результаты показывают, что это
не так. Отметим, что влияние большого количества
нелинейных циклотронных резонансов, с которыми
частица взаимодействует слабо, можно промодели-
ровать наличием внешнего шумового воздействия.
Действительно, как мы увидим в следующем разде-
ле, даже малые внешние флуктуации могут ради-
кально изменить динамику заряженных частиц при
циклотронных резонансах. Качественно эти резуль-
таты могут объяснить возникшие противоречия.

3. ВЛИЯНИЕ ФЛУКТУАЦИЙ НА
ДИНАМИКУ ЧАСТИЦ ПРИ

ЦИКЛОТРОННЫХ РЕЗОНАНСАХ

Важной особенностью циклотронных резонансов
является тот факт, что в условиях, близких к ав-
торезонансу, можно ожидать длительного (до бес-
конечности) эффективного обмена энергией меж-

ду частицами и волнами. Это связано с тем, что в
условиях авторезонанса интегралы движения час-
тиц совпадают с условиями циклотронного резо-
нанса. Такая особенность динамики взаимодействия
частиц с электромагнитными полями является за-
манчивой для попыток реализовать ее в генерато-
рах и в ускорителях. Однако оказалось, что попыт-
ки использовать этот факт для эффективного воз-
буждения колебаний не увенчались успехом [12]. Ав-
торы работы [12] предполагают, что причина малой
эффективности взаимодействия лежит в наличии
большого числа не учтенных в исследованиях (ана-
литических и численных) дополнительных нерезо-
нансных электромагнитных мод (и даже несобствен-
ных), которые всегда сопровождают процесс воз-
буждения интенсивных электромагнитных волн. Во
многих случаях влияние большого числа неучтен-
ных мод можно промоделировать внешним шумо-
вым воздействием. Кроме того, наличие шумовых
компонент всегда присутствует в процессах взаимо-
действия интенсивного электромагнитного излуче-
ния с частицами. Поэтому выяснение влияния внеш-
них флуктуаций на динамику частиц во многих слу-
чаях является необходимым. Как мы увидим в этом
разделе, именно в условиях, близких к авторезонан-
су, учет этого влияния необходим. Действительно,
как было показано в работах [13, 14], в условиях,
близких к условиям авторезонанса, динамика час-
тиц может быть аномально чувствительна к внеш-
ним флуктуациям.

Ниже мы рассмотрим этот вопрос более детально
для наиболее простой структуры поля электромаг-
нитной волны, распространяющейся вдоль направ-
ления поля H0 ‖ ez

E = Re{Ex, 0, 0}, H = {0, Hy, 0},

k = {0, 0, kz ≈ 1}.
Будем анализировать влияние аддитивных и муль-
типликативных флуктуаций в наиболее интересном
случае, т. е. в условиях, близких к авторезонансу:

Rs = kzvz +
sωH

γ
− 1 → 0.

Рассмотрим вначале роль аддитивных флуктуаций.
Учитывая малую величину амплитуды поля, ε0 	 1,
систему уравнений (3) можно линеаризовать [14]:

dγ̃

dτ
= −Bθ̃,

θ̃

dτ
= αγ̃ + f, (6)

где B ≡ (ε0W1/2γ0) sin θ0, θ1 = θ + θ̃, θ̃ 	 1, γ =

= γ̃ + γ1, γ̃ 	 1, γ1 = (ε0W1/2γ0) cos θ0 · τ + γ0,
α = (∂Rn0/∂γ)γ0, γ 	 γ̃, f = ω̃H — аддитивная
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флуктуационная сила. При аналитическом иссле-
довании полагаем, что f(τ) — гауссов, дельта-кор-
релированный случайный процесс с нулевым сред-
ним:

〈f(τ)f(τ ′)〉 = 2Dδ(τ − τ ′), 〈f〉 = 0, (7)

где D — коэффициент диффузии.
Величина параметра α определяет близость

условий к условиям авторезонанса. При строгом
выполнении условий авторезонанса этот параметр
равен нулю. В этих условиях система уравнений (6)
с учетом соотношений (7) решается аналитически:

〈γ2〉 = 2

3
DBτ3. (8)

Такая зависимость среднего квадрата энергии от
времени указывает на тот факт, что процесс диф-
фузии частиц в пространстве энергии в этом слу-
чае носит характер супердиффузии. Используя ме-
тод моментов и метод вариационных производных
в общем случае (для произвольной величины α =

= (∂Rn0/∂γ)γ0), можно получить следующее выра-
жение для среднего квадрата энергии [14]:

〈γ2〉 = DB

α
τ. (9)

Из выражения (9) следует, что частицы набира-
ют энергию по обычному диффузионному закону.
Однако при приближении к условиям авторезонан-
са коэффициент диффузии становится аномально
большим.

Представляет интерес выяснить, при каких усло-
виях закон обычной диффузии (9) сменяется зако-
ном супердиффузии (8). Для этого было проведено
численное исследование временной динамики заря-
женных частиц в случаях, близких к авторезонан-
су. Для численных расчетов было выбрано значение
параметра B ≈ 0.033. Величины параметров α и B

могут быть получены при соответствующих началь-
ных условиях для частиц и при параметре внешне-
го поля ε0 = 0.1. Величина параметра α варьиро-
валась в интервале 10−7 ≤ α ≤ 10−1. В качестве
флуктуаций ω̃H была выбрана случайная величина
с равномерным законом распределения в интерва-
ле от −ΔωH до ΔωH = 0.1. Начальные условия для
добавки энергии и фазы следующие: γ̃(0) = 0, θ̃(0) =
= π/60.

Для нахождения средних значений квадрата
приращения энергии 〈γ̃2〉 проводилось усреднение
по ансамблю из сорока реализаций. В каждой реали-
зации с помощью генератора случайных чисел гене-
рировалась последовательность случайных чисел из

интервала (−ΔωH ,ΔωH). Безразмерное время изме-
ряется в периодах τ = t/T . Результаты численного
анализа зависимости величины среднего квадрата
энергии частицы от времени при изменении пара-
метра α приведены на рис. 5: сплошные кривые —
результаты численного расчета зависимости сред-
него квадрата энергии от времени по ансамблю из
сорока реализаций; точки — их аппроксимация по
методу наименьших квадратов с помощью степен-
ной функции вида F (τ) = Dadτ

ν (Dad — константа).
При этом значения параметров для полей и частиц,
а также начальные условия для временной добавки
к энергии и фазе оставались постоянными.

Как видно на рис. 5а, зависимость среднего квад-
рата энергии от времени близка к линейной, 〈γ2〉 ∝
∝ Dadτ . Это соответствует хорошо известному за-
кону диффузии энергии вида 〈γ2〉 ∝ Ddiffτ

1/2. При
уменьшении параметра α до α = 5 · 10−4 зависи-
мость среднего квадрата энергии от времени изме-
няется незначительно: 〈γ2〉 ∝ Dadτ

1.3 (рис. 5б), а ко-
эффициент диффузии растет. Это изменение сред-
него квадрата энергии находится в качественном со-
гласии с формулой (9). Дальнейшее уменьшение па-
раметра α (α = 10−5) приводит к качественному
изменению зависимости среднего квадрата энергии
частицы от времени. Параметр ν существенно воз-
растает (ν ≈ 2.4): 〈γ2〉 ∝ Dadτ

2.4. Иллюстрация та-
кого изменения энергии приведена на рис. 5в.

При уменьшении параметра α от 10−5 до 10−7

происходит незначительный рост коэффициента
диффузии, а показатель степени возрастает до
ν ≈ 3. Данные для α = 10−7 приведены на рис. 5г.
Как следует из этого рисунка, наблюдается до-
статочно хорошее согласие численного расчета и
аппроксимации с помощью степенной функции
Dadτ

3. Эти результаты показывают, что наличие
аддитивных флуктуаций, даже очень малых ам-
плитуд, действительно приводит к возникновению
супердиффузии. Однако, как видно из рис. 5б–г,
это происходит только в исключительно малой
окрестности точного выполнения условий авто-
резонанса. В условиях реальных экспериментов
(практически в условиях всех мысленных экспе-
риментов) выполнение условий авторезонанса с
требуемой точностью практически невозможно.
Поэтому следует ориентироваться на формулу (9),
а не на формулу (8).

Рассмотрим теперь, к чему будет приводить
наличие мультипликативных флуктуаций. Такие
флуктуации возникают, например, при наличии
флуктуаций амплитуды волны, в которой движется
частица. При этом наибольший интерес представля-
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Рис. 6. Зависимость среднего квадрата энергии частицы
от времени

ет динамика частицы, находящейся не в окрестности
особой точки типа «седло», а в окрестности «цен-
тра». Это связано с тем, что из окрестности седло-
вой точки частицы экспоненциально быстро удаля-
ются друг от друга даже под действием регулярных
сил. Уравнения для нахождения временной дина-
мики частиц, которые находятся вблизи точек типа
«центр» математического маятника, в этом случае
удобно представить в виде [14]

du

dτ
= −[1 + f(τ)]θ,

dθ

dτ
= u. (10)

Отметим, что в системе уравнений (10) введено но-
вое безразмерное время τ ≡ ωt

√|αB| и связь меж-
ду энергией частицы и углом θ принимает вид γ̃ =

= θ̇
√|B/α|. Численный анализ уравнений (10) был

проведен для начальных условий u(0) = 0, θ(0) =

= π/60. В качестве флуктуаций f(τ) также бы-
ла выбрана случайная величина с равномерным
законом распределения в интервале (−Δf,Δf) и
с амплитудой флуктуаций Δf = 0.1. На рис. 6
представлена зависимость среднего квадрата энер-
гии: сплошная линия — результат численного рас-
чета, точками обозначена ee аппроксимация кривой
Fexp(τ) = Dmult exp(δτ). Экспоненциальная зависи-
мость среднего квадрата энергии от времени ясно
видна на рис. 6.

4. САМОСОГЛАСОВАННАЯ ТЕОРИЯ
ВОЗБУЖДЕНИЯ ВОЛН ПОТОКАМИ

ОСЦИЛЛЯТОРОВ В УСЛОВИЯХ
ИЗОЛИРОВАННОГО ЦИКЛОТРОННОГО

РЕЗОНАНСА

Выше был рассмотрен критерий возникновения
режимов с динамическим хаосом в условиях пе-
рекрытия нелинейных циклотронных резонансов,
а также проанализировано влияние аддитивных и
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мультипликативных флуктуаций в условиях, близ-
ких к авторезонансу (циклотронные резонансы не
перекрываются). Если амплитуды возбуждаемых
волн не слишком велики и критерий (4) возникно-
вения локальной неустойчивости не выполняется, то
динамика частицы полей может быть промоделиро-
вана динамикой в одном изолированном нелиней-
ном циклотронном резонансе. Как показывают на-
ши предварительные исследования, в этом случае
также возникают режимы с динамическим хаосом.
Кроме того, развитие стохастической неустойчиво-
сти, так же как и при перекрытии циклотронных ре-
зонансов, приводит к стабилизации уровня возбуж-
даемых полей. Ниже мы изучим этот вопрос и вы-
ясним, какой механизм ответствен за развитие сто-
хастической неустойчивости. Для этого рассмотрим
наиболее простую модель, которая позволяет отве-
тить на интересующие вопросы.

Рассмотрим задачу о возбуждении электромаг-
нитного поля моноэнергетическим пучком осцилля-
торов с функцией распределения

f0 =
nb

2πp⊥
δ(p⊥ − p⊥0) δ(p‖), (11)

где p⊥, p‖ — перпендикулярная и параллельная оси
z составляющие импульса, nb — равновесная плот-
ность пучка. Рассмотрим возбуждение волны, кото-
рая распространяется перпендикулярно внешнему
магнитному полю. Полная нелинейная самосогласо-
ванная система уравнений, которая описывает ди-
намику частиц и полей, состоит из уравнений Макс-
велла и уравнений движения частиц. Такая система
приведена в работах [7, 8]. Выпишем укороченную
систему уравнений, описывающих динамику частиц
и полей в изолированном циклотронном резонансе с
номером s:

dp⊥
dτ

= iJ ′
s(μ) exp(iθs)ε,

dθs
dτ

=
sωH

γ
− 1 +

1

ωH

(
1− s2

μ2

)
×

×Re [Js(M) exp(iθs)ε] ,

dε

dτ
= i

ω2
b

2π

2π∫
0

dθs0
p⊥
γ

J ′
s(μ) exp(−iθs),

(12)

где p⊥ = p⊥/mc, μ = p⊥/ωH , γ =
√
1 + μ2ω2

H , ωH =

= eH0/mcω, ω2
b = 4πe2nb/mω2, ε = eE/mcω.

Можно ожидать, что основным фактором, кото-
рый приводит к возникновению стохастичности, яв-
ляется последнее слагаемое в правой части уравне-
ния для фазы. Действительно, если зафиксировать

амплитуду поля, то система уравнений (12) будет
аналогична уравнению математического маятника,
на который действует внешняя периодическая си-
ла. Развитие стохастической неустойчивости в такой
модели было исследовано в работе [15], в которой,
в частности, выписан критерий возникновения ло-
кальной неустойчивости. Однако ниже будет видно,
что возбуждаемые потоком осцилляторов поля не
могут удовлетворить этому критерию. Существует
некий дополнительный механизм. Для его выясне-
ния, а также для ответа на сформулированные выше
вопросы система уравнений (12) была решена чис-
ленно. Результаты численного расчета приведены на
рис. 7, на котором можно увидеть следующие осо-
бенности динамики взаимодействия частиц и полей
при циклотронных резонансах.

Прежде всего видно, что с увеличением плотнос-
ти активных частиц уровень возбужденного поля
растет. Динамика частиц и возбуждаемого поля ре-
гулярна вплоть до значений ω2

b = 0.04 (рис. 7а).
Это привычная динамика роста поля. При большей
плотности пучка, ω2

b > 0.04, в динамике возбуж-
даемого поля появляется хаотическая компонента
(рис. 7б). На малых временах динамика поля регу-
лярна и напоминает динамику при малых плотнос-
тях пучка, причем амплитуда поля вначале нарас-
тает до значений, соответствующих уровню захвата
частиц полем возбужденной волны. Затем ампли-
туда поля уменьшается, причем этот процесс носит
хаотический характер.

Начиная примерно с плотности пучка ω2
b = 0.5,

асимптотическое значение поля не превышает зна-
чений 0.15. Таким образом, так же как и при пере-
крытии циклотронных резонансов [16], возникнове-
ние локальной неустойчивости приводит к ограниче-
нию уровня возбуждаемого пучком поля (рис. 7в).
Отметим, что такой же процесс стабилизации ха-
рактерен и для плазменно-пучковой неустойчивос-
ти [17]. Такая динамика поля с ростом плотности
частиц остается достаточно привычной до тех пор,
пока плотность частиц удовлетворяет неравенству
ω2
b < 1.
При дальнейшем увеличении плотности частиц,

когда ω2
b > 1, можно было предположить, что воз-

буждение колебаний на выбранных частотах (ω ≈
≈ ωH) будет отсутствовать. Действительно, при вы-
полнении неравенства ω2

b > 1 колебания на частотах
ω ≈ ωH не являются собственными в такой среде.
Возбудившись, они затухают. На рис. 7г–е видно,
что благодаря неравновесности пучковой системы
на частотах ω ≈ ωH происходит возбуждение ко-
лебаний. Однако эти колебания достаточно быстро
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Рис. 7. Зависимости амплитуды поля от времени при плотностях пучка ω2
b = 0.04 (а); 0.1 (б); 0.5 (в); 1.5 (г); 4.0 (д);

4.6 (е)

затухают. Возникает режим релаксационных коле-
баний. Он существует на достаточно большом ин-
тервале времени, в дальнейшем этот режим перехо-
дит в режим хаотических колебаний, и процесс воз-
буждения колебаний на этих частотах прекращает-
ся. При этом с ростом плотности частиц амплитуды
возбуждаемых колебаний уменьшаются. Насколько
нам известно, возбуждение таких релаксационных
колебаний до сих пор не было описано. Такие коле-

бания могут, по-видимому, возникать в ионосферной
плазме.

В рассмотренной выше модели (см. формулы
(12)) выделен один циклотронный резонанс и изуча-
ется динамика взаимодействия частиц с полем изо-
лированного циклотронного резонанса. В этом слу-
чае механизм перекрытия циклотронных резонан-
сов отсутствует. Исходя из анализа поведения ам-
плитуды поля на рис. 7а–г, видно, что качествен-
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но механизм стабилизации связан с развитием про-
цесса локальной неустойчивости. Однако причина
такой неустойчивости должна быть другой. Мож-
но было предположить, что этот механизм похож
на механизм возникновения локальной неустойчи-
вости динамики движения математического маят-
ника, на который действует внешняя периодическая
сила. Такой механизм возникновения режимов с ди-
намическим хаосом был описан в работе [15]. Ана-
лиз условий возникновения динамического хаоса по
этому механизму показывает, что действующие на
частицы силы недостаточно велики, чтобы приве-
сти к развитию динамического хаоса. Поэтому был
предпринят дополнительный анализ динамики час-
тиц в изолированном циклотронном резонансе. Про-
стейшей моделью при этом является модель движе-
ния заряженной частицы в поле внешней электро-
магнитной волны в условиях изолированного цикло-
тронного резонанса. Амплитуду волны можно счи-
тать постоянной. В этом случае система уравнений,
которая описывает динамику частицы, совпадает с
системой уравнений (12), в которой можно прене-
бречь третьим уравнением. Динамика частиц при
этом описывается первыми двумя уравнениями. Та-
кая система имеет гамильтониан

H(θs, I) =
s

ωH
γ−I+

ε

ωH
2I

dJs

(√
2I

)
dI

cos θs, (13)

где I = μ2/2.
Фазовый портрет системы с гамильтонианом (13)

топологически подобен фазовому портрету осцилля-
тора Дуффинга. Действительно, на фазовой плос-
кости (p⊥, θs) в общем случае имеются три особые
точки:

(θs = 0, p⊥1 = G) , (θs = 0, p⊥2 = 1−G/2) ,

(θs = π, p⊥3 = 1 +G/2) .

Здесь G = ε/p3⊥,0, p⊥,0 — начальный импульс час-
тицы. Две из этих особых точек (вторая и тре-
тья) представляют собой точки типа «центр», а од-
на (первая) — седловую точку. Такой вид фазово-
го пространства реализуется при малой амплитуде
внешней волны (G 	 1). Если же амплитуда доста-
точно велика (G � 1), то две особые точки, а имен-
но седловая точка и точка типа «центр» (первая и
вторая особые точки) сливаются и исчезают. Остает-
ся только одна особая точка — точка типа «центр».
Все эти особенности фазового пространства анало-
гичны особенностям фазового пространства осцил-
лятора Дуффинга.
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Рис. 8. Фазовые траектории при ε = 0.08 (а) и ε =

= 0.105 (б)

Однако следует обратить внимание на тот факт,
что колебания осциллятора Дуффинга являются по-
тенциальными, а для рассматриваемых нами урав-
нений потенциала найти не удается. Важной особен-
ностью топологии фазового пространства рассмат-
риваемой системы является также тот факт, что
замкнутые траектории в окрестности особой точки
типа «центр» можно отождествить с захваченны-
ми частицами, а незамкнутые траектории, которые
охватывают замкнутые траектории, — с пролетны-
ми частицами. Характерные виды фазового порт-
рета при малых (G 	 1) и при больших (G > 1)
напряженностях поля внешней волны представлены
на рис. 8. Обычно захваченные и пролетные частицы
разделяются сепаратрисами, т. е. гомоклиническими
либо гетероклиническими траекториями. В данном
случае, при G > 1 (рис. 8б), такие траектории труд-
но обнаружить. Имеются только выраженные обла-
сти для захваченных и для пролетных частиц. Как
видно на рис. 8а, на фазовой плоскости, в полном
соответствии с приведенными выше результатами,
имеются три особые точки: две типа «центр» и одна
седловая точка. При увеличении амплитуды волны
две точки («седло» и «центр» при θs = 0) сближа-
ются и исчезают (рис. 8б).
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Таким образом, при росте амплитуды волны
происходит качественное изменение вида фазового
портрета, который описывает динамику движения
частиц. Такой процесс качественного изменения ди-
намики может являться причиной возникновения
режима с динамическим хаосом. Более того, вид-
но, что даже количественные характеристики воз-
никновения такого качественного изменения дина-
мики, приведенные на рис. 7б, подтверждают такую
возможность. Действительно, на этом рисунке вид-
но, что как только амплитуда возбуждаемой вол-
ны превосходит величину 0.105, динамика частиц
приобретает нерегулярный характер. При дальней-
шем увеличении плотности частиц и, соответствен-
но, напряженности возбуждаемой волны эта нере-
гулярность становится заметнее. Уже при напря-
женности возбуждаемого поля на малых временах
она может превышать величину 0.2. Однако дина-
мика частицы оказывается такой, что, нерегуляр-
но осциллируя, амплитуда поля выходит на уровень
около 0.15. Это значение напряженности поля каче-
ственно хорошо согласуется с той напряженностью
поля волны, при которой происходит качественное
изменение фазовой динамики частиц. Можно, по-
видимому, утверждать, что именно этот механизм
бифуркации вида фазового портрета является тем
механизмом, который порождает режим с динами-
ческим хаосом [18,19].

Таким образом, в рассматриваемом нами слу-
чае (в случае взаимодействия заряженных частиц
с электромагнитными полями в условиях изоли-
рованного циклотронного резонанса) стабилизация
уровня возбуждаемого поля определяется возник-
новением динамического хаоса. В отличие от слу-
чая перекрытия нелинейных циклотронных резо-
нансов в рассматриваемом случае основной причи-
ной возникновения динамического хаоса является
качественное изменение фазового портрета при из-
менении амплитуды поля возбуждаемого колебания.

5. РОЛЬ МОМЕНТОВ В ДИНАМИКЕ
ЧАСТИЦ

В работе [14] показано, что наличие мульти-
пликативных флуктуаций в условиях авторезонанса
(нелинейные циклотронные резонансы не перекры-
ты) приводит к флуктуационной неустойчивости. В
результате этой неустойчивости происходит экспо-
ненциальный рост моментов. Известно, что неогра-
ниченный рост вторых моментов соответствует по-

летам Леви [20]. Такая особенность в значениях мо-
ментов приводит к тому, что для описания динами-
ки частиц в этих условиях привычные кинетические
уравнения диффузионного типа использовать нель-
зя. Вместо этих уравнений необходимо использо-
вать либо интегральные уравнения, либо уравнения
с дробными производными [21]. Альтернативой мо-
жет служить также метод моментов [22]. Для анали-
за динамики частиц в условиях циклотронного авто-
резонанса он был использован в работе [14]. Анализ
моментов при перекрытии циклотронных резонан-
сов показывает, что в этом случае имеются условия,
при которых высшие моменты больше предыдущих.
Важно, что такая особенность моментов существует
в отсутствие флуктуаций. Этот результат представ-
лен на рис 9, где показана зависимость величины
моментов от их номера, причем величина каждо-
го момента делится на факториал его номера (на
m!). На рис. 9 видно, что при достаточно малой на-
пряженности внешнего поля (ε0 = eE/mcω = 0.1)
моменты быстро уменьшаются с ростом их номе-
ра (рис. 9а). Однако при больших напряженностях
(при ε0 = 0.19) старшие моменты оказываются боль-
ше моментов с меньшими номерами. На рис. 9б вид-
но, что четные моменты растут с ростом номера
вплоть до номера m = 6.

Поскольку четные моменты существенно превос-
ходят по величине нечетные моменты, можно сде-
лать вывод о симметричности распределения мо-
ментов px в пространстве импульсов. Однако, по-
скольку на рис. 9 величины моментов делятся на
быстро растущую функцию (на факториал), после
шестого момента все остальные моменты быстро
убывают. Такая особенность моментов также требу-
ет модификации уравнений для описания кинетики
частиц. Для этого запишем связь плотности частиц
в момент времени τ +Δτ с плотностью частиц в мо-
мент времени τ :

n(p, τ +Δτ) =

∞∫
−∞

[n(p− p′, τ)] f(p′) dp′. (14)

Выражение (14) является математическим отраже-
нием факта, что плотность частиц, имеющих им-
пульс p в момент времени τ+Δτ , будет определяться
всеми другими частицами (с другими энергиями),
которые с вероятностью f(p′) через интервал вре-
мени Δτ приобретают импульс p′. Уравнение (14)
удобно переписать в виде
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и ε0 = 0.19 (б)

n(p, τ +Δτ) − n(p, τ) =

=

∞∫
−∞

[n(p− p′, τ)− n(p, τ)] f(p′) dp′. (15)

Если моменты конечны, то, раскладывая подынте-
гральные выражения (15) относительно малых сме-
щений и ограничиваясь вторыми моментами, мы по-
лучим обычное уравнение диффузии для плотности
частиц с коэффициентом диффузии D = 〈p2〉/2:

∂n

∂τ
= D

∂2n

∂p2
. (16)

Если же моменты не убывают, то необходимо ис-
пользовать более общее уравнение

∂n

∂τ
=

∑
m

〈(p)m〉
m!

∂mn

∂pm
,

m = 2j, j = 1, 2, 3, . . .

(17)

Для случая, представленного на рис. 9б, необходи-
мо учитывать четыре–пять слагаемых в сумме (17).
Отметим, что кинетические уравнения диффузион-
ного типа достаточно часто используются для опи-
сания динамики частиц при циклотронных резонан-
сах (см., например, работу [4] и цитируемую в ней
литературу).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сформулируем наиболее важные результаты, а
также приведем краткое их обсуждение.

1. Критерий (4) возникновения режимов с дина-
мическим хаосом в системах с циклотронными ре-
зонансами требует осторожного использования. Вы-
ше мы видели, что формальное использование это-
го критерия может приводить к неправильным ре-
зультатам относительно динамики частиц. Анализ
показал, что причиной расхождения аналитических
и численных результатов является тот факт, что
критерий (4) получен в предположении, что основ-
ную роль в динамике частиц играют два соседних
циклотронных резонанса, с которыми частицы мо-
гут находиться в синхронизме. Отметим, что это
предположение в большинстве случаев хорошо себя
оправдывает. Однако если при каких-либо услови-
ях какой-то из выбранных синхронных резонансов
перестает эффективно взаимодействовать с части-
цами, то указанное предположение перестает быть
справедливым. Примером может служить условие,
когда ширина одного из этих резонансов стремит-
ся к нулю. В этих условиях роль других не учтен-
ных в анализе циклотронных резонансов становится
определяющей. Такой анализ критерия (4) являет-
ся новым. Однако с общей, методологической, точки
зрения он скорее является поучительным, чем но-
вым. Возникает вопрос, как адекватно учесть влия-
ние этих резонансов на динамику частиц. Простей-
ший способ заключается в том, чтобы представить
их влияние как влияние внешнего шума.

2. При изучении циклотронных резонансов осо-
бый интерес представляют условия, при которых
интегралы движения частиц совпадают с линиями
резонансов. Это условие авторезонанса. В услови-
ях, которые стремятся к условиям авторезонанса,
циклотронные резонансы быстро удаляются друг от
друга. В пределе эти резонансы не перекрываются.
Привычные режимы с динамическим хаосом (вы-
званные перекрытием резонансов) не появляются.
Однако, как показано в работах [13, 14], в условиях
авторезонанса динамика частиц аномально чувстви-
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тельна к внешним флуктуациям. Особый интерес
при этом представляет анализ условий, при которых
под влиянием флуктуаций диффузионная динамика
частиц становится супердиффузионной. Анализ та-
ких условий может быть проведен только численны-
ми методами, что и было сделано. Результаты пред-
ставлены выше в разд. 3. Оказалось, что при на-
личии аддитивных флуктуаций для перехода обыч-
ной диффузии в режим супердиффузии необходимо,
чтобы условия авторезонанса выполнялись с точно-
стью 10−7. Это означает, что при наличии аддитив-
ных флуктуаций режим супердиффузии реально не
может быть достигнут. Эти результаты дополняют
результаты работ [13, 14].

3. При наличии мультипликативных флуктуа-
ций в работах [13, 14] было показано, что такие
флуктуации вызывают флуктуационную неустойчи-
вость. При этом моменты экспоненциально растут
со временем. Асимптотически дисперсия становится
неограниченной. Как известно, это — условие воз-
никновения полетов Леви или условие возникнове-
ния «странной» кинетики [23]. Такая кинетика в на-
стоящей работе была исследована численными ме-
тодами. Как следует из результатов этого изучения,
средний квадрат энергии частиц растет по экспо-
ненциальному закону (см. рис. 6). Насколько нам
известно, такой результат получен впервые, по край-
ней мере, для циклотронных резонансов.

4. Хорошо известно, что в условиях изолиро-
ванного нелинейного резонанса эффективный обмен
энергией между частицами и волнами ограничен
шириной нелинейного резонанса. В частности, имен-
но поэтому условия авторезонанса постоянно при-
влекают исследователей. В наших работах (см., на-
пример, [16]) было показано, что уровень возбуж-
даемых заряженными частицами полей при цикло-
тронных резонансах может оказаться существенно
меньшим, чем это следует из анализа ширины ре-
зонанса. Было показано, что это ограничение свя-
зано с перекрытием нелинейных резонансов и, как
следствие, с развитием стохастической неустойчи-
вости. Можно было предположить, что в условиях
изолированного резонанса ограничения на амплиту-
ды возбуждаемых полей будут определяться только
шириной нелинейного резонанса. Однако, как сле-
дует из результатов разд. 4, такое ограничение все-
таки возникает. Правда, в этом случае оно вызва-
но не перекрытием резонансов, а самосогласованной
динамикой частиц и полей. При такой динамике по-
являются захватные колебания частиц. В свою оче-
редь, эти колебания приводят к колебаниям амп-
литуд возбуждаемых полей. Именно эти периоди-

ческие колебания амплитуд полей вызывают хаоти-
ческие режимы. Такой механизм ограничения амп-
литуды возбуждаемых полей в условиях изолиро-
ванного циклотронного резонанса описан нами впер-
вые.

5. В работе [14] при анализе влияния муль-
типликативных флуктуаций на динамику частиц
было отмечено, что обычные диффузионные кине-
тические уравнения не могут быть использованы
для описания кинетики частиц. Отмечалось, что
необходимы другие методы анализа. Выше было
показано, что похожая ситуация имеет место при
циклотронных резонансах и в отсутствие внешних
флуктуаций (как аддитивных, так и мультипли-
кативных). Было обнаружено, что практически
во всех случаях, когда нелинейные циклотронные
резонансы перекрываются, высшие моменты оказы-
ваются больше, чем низшие моменты (см. рис. 9).
В этом случае также необходимо при изучении
кинетики частиц учитывать высшие моменты.
В частности, это можно реализовать с помощью
уравнений, аналогичных уравнению (17). Такая
особенность динамики частиц при циклотронных
резонансах, по-видимому, обнаружена впервые.

Отметим, что многие вопросы, изученные в этой
работе, были инициированы в результате дискуссий
с С. С. Моисеевым. Авторы благодарят Д. М. Ваври-
ва за полезные обсуждения результатов.
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