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Изучаются вращающиеся магнитогидродинамические течения тонкого слоя астрофизической плазмы со
свободной границей на бета-плоскости. Для изучения нелинейных взаимодействий волн Россби исполь-
зуется приближение мелкой воды, основанное на усреднении по глубине исходных уравнений магнит-
ной гидродинамики плазмы. Магнитогидродинамические уравнения мелкой воды обобщены на случай
слоя плазмы во внешнем вертикальном магнитном поле. Рассматриваются два типа течений: течения
во внешнем вертикальном магнитном поле и течения при наличии горизонтального магнитного поля.
Качественный анализ дисперсионных кривых показывает наличие трехволновых нелинейных взаимодей-
ствий магнитных волн Россби в обоих случаях. В частном случае отсутствия внешнего магнитного поля
динамика волн в слое плазмы аналогична динамике волн в нейтральной жидкости. Асимптотическим
методом многомасштабных разложений выведены нелинейные уравнения взаимодействия для медленно
меняющихся амплитуд, описывающие трехволновые взаимодействия в вертикальном внешнем магнитном
поле и трехволновые взаимодействия волн в горизонтальном магнитном поле. Показано, что существуют
распадные неустойчивости и механизмы параметрического усиления волн для каждого из рассматрива-
емых случаев. Найдены инкременты неустойчивостей и коэффициенты параметрического усиления для
соответствующих процессов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена развитию нелинейной теории
волн Россби в слоях астрофизической и косми-
ческой плазмы в приближении мелкой воды на
бета-плоскости. Волнами Россби здесь мы будем
называть крупномасштабные волны, возникающие
вследствие неоднородности силы Кориолиса в зави-
симости от широты на сфере, распространяющие-
ся вследствие сохранения полной завихренности во
вращающейся плазме, по аналогии с нейтральной
жидкостью. Такие волны определяют крупномас-
штабную динамику солнца и звезд [1–4], динами-
ку магнитоактивных атмосфер экзопланет, захва-
ченных приливами от несущей звезды [5], течения в
аккреционных дисках нейтронных звезд [6]. Несмот-
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ря на сложность наблюдения волн Россби в астро-
физической плазме, они совсем недавно впервые бы-
ли обнаружены на Солнце [7]. Отметим также ряд
исследований, косвенно указывающих на существо-
вание волн Россби на Солнце [8–12].

Крупномасштабные волны Россби в нейтральной
жидкости определяют глобальную динамику пла-
нетных атмосфер. Изучение таких волн является
предметом многочисленных исследований в геофи-
зической гидродинамике [13,14]. В этом случае вол-
ны рассматриваются на фоне тривиального стацио-
нарного состояния (состояния покоя), и теория та-
ких волн развивается с использованием приближе-
ния мелкой воды или геострофического приближе-
ния. Прямым аналогом волн Россби в геофизичес-
кой гидродинамике являются дрейфовые волны в
плазме [13, 15]. В случае течений астрофизической
плазмы теория волн Россби значительно усложня-
ется вследствие наличия нетривиальных стационар-
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ных состояний магнитного поля (например, торои-
дальное и полоидальное поле или внешнее верти-
кальное магнитное поле) [3,4,16,17], поэтому основ-
ные результаты относительно магнитных волн Росс-
би получены в линейном приближении.

В нашей работе развита слабонелинейная тео-
рия магнитогидродинамических волн Россби. Отме-
тим существенное различие динамики волн Россби
при наличии и отсутствии внешнего вертикального
магнитного поля. Основное различие состоит в том,
что в приближении мелкой воды во внешнем маг-
нитном поле значительную роль играет уравнение
непрерывности магнитного поля, корректный учет
которого значительно меняет традиционные пред-
ставления о двумерности уравнений мелкой воды и
о возможности использования двумерной магнитной
гидродинамики для понимания крупномасштабных
процессов.

Магнитогидродинамические уравнения в при-
ближении мелкой воды играют такую же важную
роль в космической и астрофизической плазме, как
и классические уравнения мелкой воды в гидро-
динамике нейтральной жидкости. Система уравне-
ний получается из классических уравнений магнит-
ной гидродинамики несжимаемой плазмы усредне-
нием по глубине в предположении гидростатичности
распределения давлений и малости толщины слоя
по отношению к характерному горизонтальному ли-
нейному размеру задачи [18–24]. Такое приближение
использовалось для развития теории трехволновых
взаимодействий волн Пуанкаре магнитной гидроди-
намики [25, 26]. Заметим, что существенным раз-
личием магнитогидродинамических уравнений для
вращающейся плазмы и для нейтральной жидко-
сти является присутствие условия бездивергентнос-
ти магнитного поля, выполняющегося тождествен-
но. Отсюда следует, что для приближенных урав-
нений мелкой воды должно присутствовать след-
ствие условия бездивергентности в исходной систе-
ме магнитогидродинамических уравнений, которое
также должно выполняться тождественно для полу-
ченной упрощенной системы. В результате уравне-
ния мелкой воды при наличии внешнего вертикаль-
ного магнитного поля [26] отличаются от традицион-
ных. Усреднение уравнений магнитной гидродина-
мики по глубине при наличии внешнего магнитного
поля показывает принципиальную трехкомпонент-
ность магнитного поля вместе с двухкомпонентно-
стью поля скоростей [26]. Следовательно, использо-
вание модернизированных уравнений мелкой воды
обеспечивает детальное описание магнитного поля,
объясняет его трехмерную структуру и позволяет

глубже понять как линейные, так и нелинейные эф-
фекты.

В настоящей работе сделан существенный шаг
в изучении волн Россби. Выписаны магнитогид-
родинамические уравнения мелкой воды на бета-
плоскости во внешнем магнитном поле с учетом
тождеств, обеспечивающих бездивергентность маг-
нитного поля в приближенных уравнениях. В от-
сутствие внешнего магнитного поля система уравне-
ний мелкой воды сводится к традиционной и имеет
стационарные решения в виде горизонтальных (по-
лоидального, тороидального и их суммы) магнит-
ных полей. Для каждого из стационарных состоя-
ний развита слабонелинейная теория волн, получе-
ны уравнения волновых пакетов волн Россби и ис-
следованы параметрические неустойчивости [27–29].

В разд. 2 приведена система магнитогидродина-
мических уравнений в приближении мелкой воды во
внешнем вертикальном магнитном поле. Проведен
качественный анализ дисперсионных соотношений
для магнитогидродинамических волн Россби в вер-
тикальном внешнем магнитном поле и волн Россби
в горизонтальном (тороидальном и полоидальном)
магнитном поле и сделаны выводы о возможности
трехволновых взаимодействий для этих волн.

В разд. 3 методом многомасштабных разложений
получена система уравнений медленно меняющихся
амплитуд трехволновых взаимодействий волн Росс-
би во внешнем вертикальном магнитном поле. Про-
анализированы параметрические неустойчивости. В
разд. 4 то же самое сделано для случая горизонталь-
ного магнитного поля. В Заключении обсуждаются
результаты работы.

2. МАГНИТОГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ
УРАВНЕНИЯ МЕЛКОЙ ВОДЫ. ЛИНЕЙНЫЕ

ВОЛНЫ. КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ
ДИСПЕРСИОННЫХ СООТНОШЕНИЙ

2.1. Модернизированные уравнения мелкой
воды магнитной гидродинамики на

бета-плоскости

Уравнения магнитной гидродинамики в прибли-
жении мелкой воды описывают течения тонкого
слоя плазмы (магнитной жидкости) со свободной
границей в однородном поле силы тяжести, во вра-
щающейся системе отсчета во внешнем вертикаль-
ном магнитном поле (рис. 1) [26]:

∂th+ div(hv) = 0, (2.1)

706



ЖЭТФ, том 152, вып. 4 (10), 2017 Волны Россби в магнитной гидродинамике. . .

z

x

y
g

B0

h x y( , )

Рис. 1. Геометрия задачи

∂t(hv) + (v · ∇)(hv) + hv div v − (B · ∇)(hB)−

− hB div B+ grad

(
1

2
gh2
)
+B0B+

+ fh[ez × v] = 0, (2.2)

∂t(hB) + rot(h[v ×B])−B0v = 0, (2.3)

∂tBz +B0 div v = 0, (2.4)

div(hB) +Bz = 0. (2.5)

В уравнениях (2.1)–(2.5) h — толщина слоя,
v(vx, vy) — усредненная по толщине горизон-
тальная скорость, B(Bx, By) — усредненное по
толщине слоя горизонтальное магнитное поле,
Bz — усредненная по толщине слоя вертикальная
компонента магнитного поля, g — ускорение сво-
бодного падения, f — параметр Кориолиса, B0 —
внешнее вертикальное магнитное поле. Система
(2.1)–(2.5) является результатом интегрирования
трехмерных уравнений магнитной гидродинамики
вдоль вертикальной координаты z. Считаем полное
давление (сумма гидродинамического и магнитно-
го) гидростатическим. Уравнение (2.1) является
следствием уравнения непрерывности, уравнение
(2.2) получено в результате усреднения по толщине
слоя уравнения изменения импульса, уравнения
(2.3), (2.4) описывают изменения магнитного поля,
(2.5) — условие бездивергентности магнитного поля,
усредненное по высоте. В случае, когда внешнее
вертикальное магнитное поле B0 = 0, уравнения
(2.1)–(2.5) сводятся к хорошо известным магни-
тогидродинамическим уравнениям мелкой воды
[18,23,30,31]. Система уравнений (2.1)–(2.3) являет-
ся замкнутой и используется для анализа линейных
волн и нелинейных взаимодействий [17, 25].

Поясним физический смысл дополнительных
уравнений (2.4), (2.5) [26]. В традиционном выводе
магнитогидродинамических уравнений мелкой
воды из полной системы трехмерных уравнений
магнитной гидродинамики вертикальная составля-
ющая магнитного поля принимается равной нулю.

Отметим, что наличие вертикального магнитно-
го поля приводит к существенным изменениям
горизонтальной динамики магнитного поля в при-
ближении мелкой воды. Горизонтальное магнитное
поле соленоидально для случая течений без внеш-
него магнитного поля, в присутствии же внешнего
вертикального магнитного поля это не так. Вер-
тикальные изменения магнитного поля отличны
от нуля, и условие бездивергентности содержит
вертикальную составляющую (2.5). Поэтому, чтобы
полностью описать динамику магнитного поля,
необходимо добавить уравнение (2.4) для вер-
тикального изменения магнитного поля. Таким
образом, магнитное поле является принципиально
трехмерным, и каждая из его компонент зависит
только от горизонтальных координат. Условие
бездивергентности (2.5) выполняется тождественно
как следствие уравнений (2.3), (2.4) для магнитного
поля и используется для задания корректных на-
чальных условий. Уравнения (2.4) и (2.5) являются
важными в магнитогидродинамическом прибли-
жении мелкой воды во внешнем магнитном поле
не только как технические детали, необходимые
для получения правильного следствия из условия
бездивергентности для приближения мелкой воды,
но также они показывают существование z-ком-
поненты магнитного поля, уравнение для которой
отделяется от уравнений мелкой воды [26]. Для
описания крупномасштабных волн магнито-Россби
используем приближение бета-плоскости для силы
Кориолиса по аналогии с вращающимися течениями
нейтральной жидкости на сфере.

Считаем величину вертикальной компоненты
скорости вращения изменяющейся в зависимости
от широты θ. Волны, вызванные широтной зави-
симостью силы Кориолиса, являются аналогами
волн Россби в геофизической гидродинамике и на-
зываются волнами магнито-Россби. В приближении
бета-плоскости полагаем изменения параметра Ко-
риолиса f малыми при малых изменениях широты
и представляем в следующем виде:

f = 2Ω sin θ ≈ 2Ω sin θ0 + 2Ω(θ − θ0) cos θ0 =

= f0 + βy. (2.6)

Здесь Ω — угловая скорость вращения слоя, f0 =

= 2Ω sin θ0 и β = ∂f/∂y. С учетом зависимости
параметра Кориолиса от широты (2.6) уравнения
изменения импульса (2.2) описывают вращающиеся
течения на сфере в декартовой системе координат.
Таким образом, имеем из (2.1)–(2.3) в качестве ис-
ходных уравнений для исследования волн магнито-
Россби следующую систему:
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∂th+ div(hv) = 0, (2.7)

∂t(hv) + (v · ∇)(hv) + hv div v − (B · ∇)(hB)−

− hB div B+ grad

(
1

2
gh2
)
+B0B+

+ (f0 + βy)h[ez × v] = 0, (2.8)

∂t(hB) + rot(h[v ×B])−B0v = 0, (2.9)

∂tBz +B0 div v = 0. (2.10)

Система уравнений (2.7)–(2.10) используется ниже
для изучения волн магнито-Россби во внешнем вер-
тикальном магнитном поле. При B0 = 0 исходная
система (2.7)–(2.10) переходит в систему магнито-
гидродинамических уравнений в приближении мел-
кой воды на бета-плоскости и будет использована
для анализа нелинейных процессов в горизонталь-
ных (тороидальном и полоидальном) полях. Ниже
мы приводим полное решение линейной задачи как
в случае внешнего вертикального магнитного поля,
так и в случае его отсутствия, что необходимо для
построения теории возмущений в слабонелинейном
приближении.

2.2. Линейные волны Россби в вертикальном
магнитном поле

Линеаризуя исходную систему (2.7)–(2.9) относи-
тельно состояния покоя (h = H = const, vx = vy =

= Bx = By = Bz = 0), получим

∂th+H∂xvx +H∂yvy = 0, (2.11)

H∂tvx + gH∂xh+B0Bx − (f0 + βy)Hvy = 0, (2.12)

H∂tvy + gH∂yh+B0By + (f0 + βy)Hvx = 0, (2.13)

H∂tBx −B0vx = 0, (2.14)

H∂tBy −B0vy = 0. (2.15)

Продифференцируем уравнение (2.12) по y:

H∂y∂tvx + gH∂y∂xh+B0∂yBx −
− f0H∂yvy − βHvy = 0. (2.16)

Используем далее приближение бета-эффекта [14],
так же как и для течений нейтральной жидкости.
Ищем решение системы (2.11)–(2.15) в следующем
виде:⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h

vx

vy

Bx

By

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h0

vx0

vy0

Bx0

By0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

exp [i(kxx+ kyy − ωt)] . (2.17)

Подставляя это решение в систему (2.11)–(2.15) и в
уравнение (2.16), получим систему линейных урав-
нений

A

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h0

vx0

vy0

Bx0

By0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0, (2.18)

в которой линейный оператор A имеет вид

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−iω ikxH ikyH 0 0

−gHkxky ωkyH −ikyf0H − βH ikyB0 0

igHky f0H −iωH 0 B0

0 B0 0 −iωH 0

0 0 B0 0 −iωH

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.19)

Система (2.18) имеет нетривиальные решения,
когда выполняется условие detA = 0. Несложными
преобразованиями получим из (2.18) дисперсионное
соотношение

ω4 − ω2

[
f2
0 + C2

0k
2 + 2

(vA
H

)2]
− ωC2

0βkx +

+
(vA
H

)2 [
C2

0k
2 +

(vA
H

)2]
= 0, (2.20)

где vA = B0 — альфвеновская скорость и C0 =
√
gH .

В высокочастотном приближении в выражении
(2.20) исчезает зависимость параметра Кориолиса
от широты и дисперсионное соотношение описывает
моду магнито-Пуанкаре в магнитной гидродинами-
ке в приближении мелкой воды. Данное приближе-
ние приводит к дисперсионному соотношению, в ко-
тором динамику волны определяют гравитационная
сила, вращение и внешнее вертикальное магнитное
поле:

ω2 ≈ f2
0 + C2

0k
2 + 2

(vA
H

)2
. (2.21)
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Рис. 2. Дисперсионные кривые волн Россби магнитной
гидродинамики во внешнем вертикальном поле

В низкочастотном приближении дисперсионное
соотношение (2.20) описывает крупномасштабные
движения волн Россби. Дисперсионное соотношение
для волн Россби в магнитной гидродинамике в при-
ближении мелкой воды видоизменяется в присут-
ствии внешнего вертикального магнитного поля B0

и принимает вид:

ω =
(vA/H)2[C2

0k
2 + (vA/H)2]

C2
0βkx

. (2.22)

Заметим, что в интервале между высокочастотными
решениями дисперсионного уравнения в виде мод
магнито-Пуанкаре и низкочастотными решениями
для медленных волн магнито-Россби дисперсионное
соотношение допускает моды быстрых волн магни-
то-Россби [4].

Соотношение (2.22) описывает волны Россби в
приближении мелкой воды, распространяющиеся
вдоль направления k. Основной механизм их обра-
зования заключается в сдвиге вращающегося пото-
ка вследствие того, что сила Кориолиса изменяется
в зависимости от широты. Общий вид дисперсион-
ных кривых представлен на рис. 2. Решением линеа-
ризованной системы являются волны с амплитудой
α(k). В общем виде решение u1 линейной системы
дифференциальных уравнений (2.11)–(2.15) выгля-
дит следующим образом:

u1 =

∫
dkxdkyaα(k) exp [i(kxx+ kyy − ω(k)t)] +

+ c.c., (2.23)

�

k

Рис. 3. Дисперсионные кривые волн Россби магнитной
гидродинамики в отсутствие крупномасштабного магнит-

ного поля

где ω(k) определяется выражением (2.20), a — соб-
ственный вектор линейного оператора A,

Aa = 0. (2.24)

Система (2.24) имеет нетривиальные решения a �= 0,
так как выполняется условие (2.20). Отсюда найдем
собственный вектор

a =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ω2kxH − kxH

(
B0

H

)2

− iωkyfH

ω3 − ω

(
B0

H

)2

− ωk2ygH

ωkxkygH − iω2f

−ω2

(
B0

H

)
−
(
B0

H

)3

− k2ygH

(
B0

H

)

−kxkygH
(
B0

H

)
+ iωf

(
B0

H

)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

= a(k), (2.25)

где ω = ω(k) согласно (2.20).
Для того чтобы оценить возможность межволно-

вых взаимодействий для описанной волны, необхо-
димо проанализировать ее дисперсионное соотноше-
ние, определить асимптотику дисперсионных кри-
вых. Условие синхронизма, необходимое для возник-
новения взаимодействия между волнами с разными
волновыми векторами и частотами в общем случае
имеет вид

ω(k1) + ω(k2) = ω(k1 + k2).
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Изобразим это условие на графике (рис. 3). Первое
слагаемое задает точку (k1, ω(k1)) дисперсионной
кривой одного из решений, второе слагаемое — точ-
ку (k2, ω(k2)) на смещенной на (k1, ω(k1)) диспер-
сионной кривой. Наличие пересечения будет озна-
чать существование такого набора из трех волн, ко-
торый удовлетворяет условию синхронизма. Каче-
ственный анализ дисперсионных кривых позволяет
определить, могут ли выполняться приведенное вы-
ше условие синхронизма для волн Россби во внеш-
нем вертикальном магнитном поле. На рис. 3 вид-
но, что дисперсионная кривая ω(k) пересекает та-
кую же кривую, смещенную от начала координат
на (k1, ω(k1)), а значит, найдутся такие три волны,
для которых будут выполнены условия синхрониз-
ма. Таким образом, в случае вертикального внешне-
го магнитного поля B0 имеют место трехволновые
взаимодействия.

2.3. Линейные волны Россби в
горизонтальном магнитном поле

Исследуем теперь линейную задачу в отсутствие
внешнего магнитного поля. Как указывалось выше,
в этом случае система (2.7)–(2.9) имеет стационар-
ные решения в виде горизонтального (тороидально-
го, полоидального и их суммы) магнитного поля.
Рассмотрим в качестве исходных уравнений для ис-
следования волн Россби в горизонтальном магнит-
ном поле систему (2.7)–(2.9) при B0 = 0. Линеари-

зуем эту систему относительно стационарного реше-
ния, описывающего горизонтальное поле B0: h = H ,
vx = vy = 0, Bx = B0

x, By = B0
y :

∂th+H∂xvx +H∂yvy = 0, (2.26)

∂t∂yvx −B0
x∂x∂yBx −B0

y∂
2
yBx + g∂x∂yh−

− f0∂yvy − βvy = 0, (2.27)

∂tvy − B0
x∂xBy − B0

y∂yBy + g∂yh+ f0vx = 0, (2.28)

∂tBx −B0
x∂xvx − B0

y∂yvx = 0, (2.29)

∂tBy −B0
y∂yvy −B0

x∂xvy = 0. (2.30)

Из последних двух уравнений, (2.29) и (2.30), следу-
ет условие бездивергентности магнитного поля:

∂Bx

∂x
+
∂By

∂y
= 0.

Учитывая это условие, после подстановки решения
в виде волны получим систему линейных уравнений

Ah

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h0

vx0

vy0

Bx0

By0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0, (2.31)

в которой оператор Ah имеет вид

Ah =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−iω ikxH ikyH 0 0

−gkxky ωky −ikyf0 − β ky(k ·B0) 0

ikyg f0 −iω 0 −i(k ·B0)

0 −i(k ·B0) 0 −iω 0

0 0 −i(k ·B0) 0 −iω

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.32)

Дисперсионное соотношение с учетом обозначений
vA = B0 и C2

0 = gh имеет вид

ω4 − ω2
[
2(k · vA)

2 + f2
0 + C2

0k
2
]− ωkxC

2
0β+

+ (k · vA)
2
[
C2

0k
2 + (k · vA)

2
]
= 0. (2.33)

Аналогично случаю (2.22) с вертикальным внешним
магнитным полем, для низких частот и длинновол-
новых течений дисперсионное соотношение прини-
мает вид

ω =
C2

0k
2(k · vA)

2 + (k · vA)
4

C2
0kxβ

(2.34)

и описывает моду медленных магнитных волн Росс-
би в магнитной гидродинамике в приближении мел-
кой воды [4]. Общий вид дисперсионных кривых
представлен выше на рис. 2.

Проанализируем качественно полученные дис-
персионные кривые, чтобы выяснить возможность
реализации слабонелинейных взаимодействий. Для
того чтобы волны Россби испытывали трехволновые
взаимодействия, необходимо, чтобы три волны удов-
летворяли условию синхронизма

ω(k1) + ω(k2) = ω(k1 + k2). (2.35)
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Рис. 4. Условие синхронизма трех волн Россби магнитной
гидродинамики во внешнем вертикальном поле

Рассмотрим три волны с дисперсионным соотноше-
нием (2.34). Их трехволновые взаимодействия воз-
можны при выполнении условия (2.35), что соответ-
ствует наличию пересечения дисперсионных кривых
на рис. 3. Наличие пересечения указывает на воз-
можность трехволновых взаимодействий магнито-
гидродинамических волн Россби в горизонтальном
магнитном поле B0 = (B0

x, B
0
y).

В частном случае тороидального магнитного по-
ля дисперсионное соотношение имеет вид

ω =
kx(vAx)

2[C2
0k

2 + (kxvAx)
2]

C2
0β

. (2.36)

Такая конфигурация магнитного поля характерна
для течений в солнечном тахоклине [2, 3].

В случае полоидального магнитного поля дис-
персионное соотношение имеет вид

ω =
C2

0k
2(kyvAy)

2 + (kyvAy)
4

C2
0kxβ

. (2.37)

В пределе нейтральной жидкости, B0
x = 0, B0

y = 0,
дисперсионное соотношение для волн Россби прини-
мает вид

ω3 − ω(f2
0 + C2

0k
2)− C2

0βkx = 0. (2.38)

В случае длинноволнового приближения дисперси-
онное уравнение (2.38) имеет решение (рис. 4)

ω = − kxC
2
0β

f2
0 + C2

0k
2
. (2.39)

Заметим, что в случае отсутствия горизонтально-
го магнитного поля линеаризованные уравнения для
магнитного поля приводятся к тривиальному виду

∂Bx

∂t
= 0,

∂By

∂t
= 0.

Таким образом, волна перестает быть магнитогид-
родинамической, и дисперсионное соотношение опи-

�

k

1

2

Рис. 5. Условие синхронизма для трех волн Россби маг-
нитной гидродинамики в отсутствие крупномасштабного

магнитного поля

сывает динамику только гидродинамических пара-
метров. Собственный вектор в этом случае имеет
вид

a =

⎛
⎜⎝
ωkxH − ikyfH

ω2 − k2ygH

kxkygH − iωf

⎞
⎟⎠ = a(k), (2.40)

где ω = ω(k) в соответствии с (2.39).
Проанализируем качественно полученные дис-

персионные кривые, чтобы выяснить возможность
реализации слабонелинейных взаимодействий. На
рис. 5 для случая без горизонтального магнитного
поля показано, что найдутся такие ω1,k1, ω2,k2 и
ω3,k3, при которых выполняются условия синхро-
низма ω1 + ω2 = ω3, k1 + k2 = k3. Действительно,
координаты точек на кривой 1 представляют собой
волновой вектор и частоту первой волны. Точки на
кривой 2, которая смещена относительно кривой 1
на ω1,k1, имеют координаты k1 + k2 — сумма двух
волновых векторов, ω(k1)+ω(k2) — сумма двух час-
тот. Тот факт, что кривая 2 пересекает кривую 1,
означает, что в точке пересечения координаты точ-
ки на кривой 1 и кривой 2 совпадают, т. е. выполнено
условие синхронизма. Поэтому в случае отсутствия
горизонтального магнитного поля для получившей-
ся гидродинамической задачи имеют место трехвол-
новые взаимодействия волн Россби [32].

3. ТРЕХВОЛНОВЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ И
ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ НЕУСТОЙЧИВОСТИ

ВОЛН РОССБИ ВО ВНЕШНЕМ
ВЕРТИКАЛЬНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Для получения уравнений трехволновых взаимо-
действий воспользуемся асимптотическим методом
многомасштабных разложений [33]. Решение систе-
мы (2.7)–(2.10) представим в виде ряда по малому
параметру ε:
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u = εu1 + ε2u2 + . . . , (3.1)

где u1 — решение линеаризованной системы (2.18),
u2 — поправка, описывающая влияние квадратич-
ной нелинейности. Выписав слагаемые, пропорци-
ональные ε2, получим систему линейных неодно-
родных дифференциальных уравнений относитель-
но u2, содержащую в правой своей части резонанс-
ные слагаемые, приводящие к линейному росту ре-
шения (по времени и по координате). Таким об-
разом, нарушается условие ε2u2 � εu1 на боль-
ших масштабах. Поэтому для того, чтобы исклю-
чить влияние резонансных слагаемых, введем зави-
симость амплитуды волны от больших временных и
больших пространственных масштабов в виде

u1(T1, X1, Y1) exp[i(kxX0 + kyY0 − ωT0)].

Эволюционное уравнение для медленно меняющей-
ся амплитуды обеспечивает равномерную сходи-
мость асимптотического ряда. Перейдем, таким об-
разом, от аргументов t, x, y к «быстрым» (T0, X0, Y0)

и «медленным» (T1, X1, Y1) аргументам в соответ-
ствии с соотношениями

∂

∂t
=

∂

∂T0
+ ε

∂

∂T1
,

∂

∂x
=

∂

∂X0
+ ε

∂

∂X1
,

∂

∂y
=

∂

∂Y0
+ ε

∂

∂Y1
.

(3.2)

Подставим в исходную систему (2.7)–(2.10) выраже-
ния (3.1) и (3.2) и выпишем слагаемые, пропорцио-
нальные ε2:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂h2
∂T0

+H
∂vx2
∂X0

+H
∂vy2
∂Y0

H
∂2vx2
∂T0∂Y0

+ gH
∂2h2

∂X0∂Y0
+B0

∂Bx2

∂y0
− f0H

∂vy2
∂Y0

− βHvy2

H
∂vy2
∂T0

+ gH
∂h2
∂Y0

+B0By2 + f0H∂vx2

H
∂Bx2

∂T0
−B0vx2

H
∂By2

∂T0
−B0vy2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

= −

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂h1
∂T1

+H
∂vx1
∂X1

+H
∂vy1
∂Y1

H
∂2vx1
∂T1∂Y0

+H
∂2vx1
∂T0∂Y1

+ gH
∂2h1

∂X1∂Y0
+ gH

∂2h1
∂X0∂Y1

+B0
∂Bx1

∂Y1
− f0H

∂vy1
∂Y1

H
∂vy1
∂T1

+ gH
∂h1
∂Y1

H
∂Bx1

∂T1

H
∂By1

∂T1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−

−

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h1vx1
∂X0

+
h1vy1
∂Y0

∂2h1vx1
∂T0∂Y0

+ g
∂h1
∂X0

∂h1
∂Y0

− f0h1
∂vy1
∂Y0

− βh1vy1

∂h1vy1
∂T0

+ gh1
∂h1
∂Y0

+ f0h1vx1

∂h1Bx1

∂T0
∂h1By1

∂T0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (3.3)
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В правой части полученных уравнений содер-
жатся слагаемые, включающие найденные реше-
ния задачи первого приближения, которые мо-
гут вызвать резонанс с оператором левой части.
Для исключения резонансных слагаемых в пра-
вой части воспользуемся условием ортогональности

правой части выражения (3.3) ядру оператора A

(2.19), известным как условие совместности. Обо-
значим собственный вектор оператора A∗ как z =

= (z1, z2, z3, z4, z5)
T . Найдем собственные векторы

оператора A∗:

det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−iω ikxH ikyH 0 0

−gHkxky ωkyH −ikyf0H − βH ikyB0 0

igHky f0H −iωH 0 B0

0 B0 0 −iωH 0

0 0 B0 0 −iωH

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0. (3.4)

Откуда получаем дисперсионное соотношение
(2.20). Собственный вектор z = (z1, z2, z3, z4, z5)

T

удовлетворяет следующей системе:

−iωz1 + ikxHz2 + ikyHz3 = 0, (3.5)

− gHkxkyz1 + ωkyHz2 − (ikyf0H + βH)z3 +

+ ikyB0z4 = 0, (3.6)

igHkyz1 + f0Hz2 − iωHz3 +B0z5 = 0, (3.7)
B0z2 − iωHz4 = 0, (3.8)
B0z3 − iωHz5 = 0. (3.9)

Выражение для собственного вектора с точностью
до константы выглядит следующим образом:

z =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

igkxH
4fλ0 + gkyλ

2
0H

4 + gkyH
2B2

0

iH3fλ20 − kxkygH
4λ0

λ30H
3 +B2

0Hλ0 + k2xgH
4λ0

−H2fλ0B0 − ikxkygH
3B0

iB0λ
3
0H

2 + iB3
0λ0 + ik2xgB0H

3λ0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
c, (3.10)

где c — произвольная константа. Представим реше-
ние в виде трех волн магнито-Россби, удовлетворя-
ющих условию синхронизма (2.35), где k1+k2 = k3:

u1 = φa(k1) exp(iθ1) + ψa(k2) exp(iθ2)+

+ χa(k3) exp(iθ3) + c.c., (3.11)

где φ, ψ, χ — амплитуды взаимодействующих волн,
θi = −ω(ki)T0 + kxiX0 + kyiY0 — фазы волн, a —
собственный вектор оператора A, a∗ — комплексно-
сопряженный вектор. Правая часть системы уравне-
ний (3.3), пропорциональная exp(iθ1), после выпол-
нения операций дифференцирования примет вид

−

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
∂φ

∂T1
+ a2H

∂φ

∂X1
+ a3H

∂φ

∂Y1

a2H
∂φ

∂T1
+ a1gH

∂φ

∂X1

−iω(k1)a3H
∂φ

∂Y1
+ iky1a3H

∂φ

∂T1
+ 2iky1a1gH

∂φ

∂Y1
+ a5B0

∂φ

∂Y1
+ a2f0H

∂φ

∂Y1

a4H
∂φ

∂T1

a5H
∂φ

∂T1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−

−

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2ikx1a1a2ψ
∗χ+ 2iky1a1a3ψ

∗χ
−2iω(k1)a1a2ψ

∗χ+ 2ikx1ga
2
1ψ

∗χ− f0a1a3ψ
∗χ

ω(k1)ky1a1a3ψ
∗χ− 2ky2k

2
y3ga

2
1ψ

∗χ+ 2iky1f0a1a2ψ
∗χ+ βa1a2ψ

∗χ
−2iω(k1)a1a4ψ

∗χ

−2iω(k1)a1a5ψ
∗χ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.12)

713



Д. А. Климачков, А. С. Петросян ЖЭТФ, том 152, вып. 4 (10), 2017

Домножим выражение (3.12) на собственный вектор
сопряженного оператора z (3.10). Используя условие
совместности A∗z = 0, получим следующее уравне-
ние для амплитуды φ первой волны:

sv1φ = fv1ψ
∗χ, (3.13)

где sv1 — дифференциальный оператор по медлен-
ному времени и координатам T1, X1, Y1 и коэффи-
циент fv1 зависят только от начальных условий и
характеристик взаимодействующих волн:

sv1 = rv1
∂

∂T1
+ pv1

∂

∂X1
+ qv1

∂

∂Y1
, (3.14)

rv1 = z1a1 + z2a2H + iky1z3a3H +

+ z4a4H + z5a5H, (3.15)

pv1 = z1a2H + z2a1gH, (3.16)

qv1 = z1a3H − iω(k1)z3a3H + 2iky1z3a1gH +

+ z3a5B0 + z3a2f0H. (3.17)

В выражениях (3.14)–(3.17) собственный вектор a =

= a(k1),

fv1 = fv1(k1,k2,k3, f0, β, g,H,B0) =

= 2iz1a1(kx1a2 + ky1a3)+

+ 2iz2a1[ω(k1)a2 + kx1ga1 − f0a3] +

+ z3a1[ω(k1)ky1a3−2ky2ky3ga1+2iky1f0a2+βa2]−
− 2iω(k1)a1(z4a4 + z5a5). (3.18)

В выражении (3.18) произведение вида aiaj =

= [a∗i (k2)aj(k3) + ai(k3)a
∗
j (k2)]/2.

Аналогично, для слагаемых, пропорциональных
exp(iθ2), домножая правую часть системы (3.3) на
собственный вектор z, получим уравнение для ам-
плитуды ψ второй волны:

sv2ψ = fv2φ
∗χ, (3.19)

где

sv2 = rv2
∂

∂T1
+ pv2

∂

∂X1
+ qv2

∂

∂Y1
, (3.20)

rv2 = z1a1 + z2a2H + iky2z3a3H +

+ z4a4H + z5a5H, (3.21)

pv2 = z1a2H + z2a1gH, (3.22)

qv2 = z1a3H − iω(k1)z3a3H + 2iky1z3a1gH +

+ z3a5B0 + z3a2f0H. (3.23)

В выражениях (3.20)–(3.23) собственный вектор a =

= a(k2). Коэффициент fv2 имеет вид

fv2 = fv2(k1,k2,k3, f0, β, g,H,B0) =

= 2iz1a1(kx2a2 + ky2a3)+

+ 2iz2a1(ω(k1)a2 + kx2ga1 − f0a3)+

+ z3a1[ω(k2)ky2a3−2ky1ky3ga1+2iky3f0a2+βa2]−
− 2iω(k3)a1(z4a4 + z5a5). (3.24)

В выражении (3.24) произведение вида aiaj =

= (a∗i (k1)aj(k3) + ai(k3)a
∗
j (k1))/2.

Выписав слагаемые, пропорциональные exp(iθ3),
из правой части (3.3), получим уравнение для ам-
плитуды χ третьей взаимодействующей волны:

sv3χ = fv3φψ, (3.25)

где

sv3 = rv3
∂

∂T1
+ pv3

∂

∂X1
+ qv3

∂

∂Y1
, (3.26)

rv3 = z1a1 + z2a2H + iky3z3a3H +

+ z4a4H + z5a5H, (3.27)

pv3 = z1a2H + z2a1gH, (3.28)

qv3 = z1a3H − iω(k1)z3a3H + 2iky1z3a1gH +

+ z3a5B0 + z3a2f0H. (3.29)

В выражениях (3.26)–(3.29) собственный вектор a =

= a(k3). Коэффициент взаимодействия fv3 имеет
вид
fv3 = fv3(k1,k2,k3, f0, β, g,H,B0) =

= 2iz1a1(kx3a2 + ky3a3)+

+ 2iz2a1[ω(k3)a2 + kx3ga1 − f0a3] +

+ z3a1[ω(k3)ky3a3−2ky1ky2ga1+2iky2f0a2+βa2]−
− 2iω(k2)a1(z4a4 + z5a5). (3.30)

В выражении (3.30) произведение вида aiaj =

= (ai(k1)aj(k2) + ai(k2)aj(k1))/2.
Таким образом, получена система взаимодей-

ствующих амплитуд трех волн для волн Россби в
магнитной гидродинамике в приближении мелкой
воды во внешнем вертикальном магнитном поле.
Для удобства дальнейшего анализа выпишем полу-
ченную систему в следующем виде:

sv1φ = fv1ψ
∗χ, (3.31)

sv2ψ = fv2φ
∗χ, (3.32)

sv3χ = fv3φψ. (3.33)

Мы получили систему из трех уравнений для амп-
литуд φ, ψ, χ взаимодействующих волн. Система
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(3.31)–(3.33) описывает трехволновые взаимодей-
ствия волн Россби, удовлетворяющих условию син-
хронизма (2.35). В уравнениях (3.31)–(3.33) коэффи-
циенты fv1, fv2 и fv3 определены соответственно в
(3.18), (3.24) и (3.30), а операторы sv1, sv2 и sv3 — в
(3.14), (3.20) и (3.26).

Используем систему (3.31)–(3.33) для качествен-
ного анализа [34] параметрических неустойчивостей
волн Россби. Рассмотрим случай, когда амплитуда
одной из трех взаимодействующих волн в началь-
ный момент много больше амплитуд двух других
волн, φ� ψ, χ. Тогда амплитуду первой волны мож-
но приближенно считать постоянной, φ = φ0; при
этом обратным влиянием волн с амплитудами ψ и
χ на волну накачки с амплитудой φ можно прене-
бречь. Таким образом, система (3.31)–(3.33) прини-
мает вид

sv2ψ = fv2φ
∗
0χ, (3.34)

sv3χ = fv3φ0ψ. (3.35)

Решение полученной линейной системы уравнений
ищем в виде (

ψ

χ

)
=

(
ψ′

χ′

)
exp(ΓT1). (3.36)

Отсюда найдем инкремент неустойчивости

Γ =

√
|fv2fv3|
|rv2rv3| |φ0| > 0, (3.37)

где fv2 и fv3 определены в (3.24) и (3.30), а rv2 и
rv3 — в (3.21) и (3.27).

Таким образом, одна волна магнито-Россби с
волновым вектором k1 и частотой ω1 = ω(k1) рас-
падается на две волны магнито-Россби с волновыми
векторами k2 и k3, частотами ω2 и ω3 с инкремен-
том (3.37).

Возможны два случая развития неустойчивости,
когда амплитуды растущих волн становятся срав-
нимы с амплитудой волны накачки: взрывной рост
и насыщение неустойчивости. Рассмотренное выше
приближение справедливо, пока амплитуда φ0 вол-
ны накачки много больше амплитуд двух других
волн магнито-Россби, ψ и χ. Однако на опреде-
ленной стадии процесса амплитуды растущих волн
станут сравнимы с амплитудой φ0. В рассмотре-
ние, таким образом, необходимо включить уравне-
ние (3.31). При условии fv1 < 0 амплитуда φ волны
накачки, так же как и скорости роста амплитуд ψ и
χ, уменьшаются, что приводит к насыщению пара-
метрической неустойчивости.

При наличии линейного затухания систему
(3.34), (3.35) запишем в виде [27]

sv2ψ + η2ψ = fv2φ
∗
0χ, (3.38)

sv3χ+ η3χ = fv3φ0ψ, (3.39)

где слагаемые η2ψ и η3χ определяют затухание. В
этом случае экспоненциально растущие решения ви-
да (3.36) будут существовать только при условии

φ0 >
√
η2η3|rv2rv3|/|fv2fv3|.

Таким образом, существует пороговое значение ам-
плитуды волны накачки, φcr0 , начиная с которого
развивается неустойчивость,

φcr0 =

√
η2η3

|fv2fv3| |rv2rv3|, (3.40)

с инкрементом

Γ =

√
|fv2fv3|
|rv2rv3|φ

cr
0 . (3.41)

Рассмотрим теперь случай, когда амплитуда од-
ной из взаимодействующих волн много меньше ам-
плитуд двух других волн, φ � ψ, χ, так что можно
считать амплитуды ψ и χ постоянными, ψ = ψ0 и
χ = χ0. Уравнение для амплитуды φ (3.31) прини-
мает вид

sv1φ = fv1ψ
∗
0χ0. (3.42)

Ищем решение уравнения (3.42) в виде
φ = φ′ exp(ΓT1). (3.43)

Подставляя в (3.42) решение в этом виде, для коэф-
фициента усиления получаем

Γ =
|fv1|
|rv1| |ψ0χ0| > 0, (3.44)

где величина fv1 определена в (3.18), а rv1 — в (3.15).
В данном случае параметрического усиления две на-
чальные волны магнито-Россби с волновыми векто-
рами k1 и k2 и частотами ω1 = ω(k1) и ω2 = ω(k2)

усиливают волну магнито-Россби с волновым векто-
ром k3 = k1 +k2 и частотой ω3 = ω1 +ω2 с коэффи-
циентом усиления (3.44).

Рассмотренное выше приближение справедливо,
пока амплитуды ψ0 и χ0 волн накачки много больше
амплитуды φ другой волны магнито-Россби. Однако
на определенной стадии процесса амплитуда расту-
щей волны станет сравнима с амплитудами ψ0, χ0.
В рассмотрение, таким образом, необходимо вклю-
чить уравнения (3.32), (3.33). Амплитуды ψ0 и χ0

волн накачки, так же как и скорость роста ампли-
туды φ, уменьшаются, что приводит к насыщению
параметрической неустойчивости.

При наличии затухания уравнение для амплиту-
ды волны (3.42) записывается в следующем виде:

sv1φ+ η1φ = fv1ψ
∗
0χ0, (3.45)
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где η1 — линейный коэффициент затухания ам-
плитуды φ в (3.45). Таким образом, для разви-
тия неустойчивости необходимо, чтобы выполня-
лось условие η1 < |ψ∗

0χ0||fv1|/|rv1|.
Это условие определяет пороговое значение для про-
изведения амплитуд волн (ψ0χ0)

cr, при котором ре-
шение возрастает экспоненциально,

(ψ∗
0χ0)

cr = η1
|rv1|
|fv1| , (3.46)

с инкрементом
Γ =

|fv1|
|rv1| (ψ

∗
0χ0)

cr. (3.47)

4. ТРЕХВОЛНОВЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ И
ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ НЕУСТОЙЧИВОСТИ

ВОЛН РОССБИ В ГОРИЗОНТАЛЬНОМ
МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Для количественного описания взаимодействия
волн Россби в горизонтальном магнитном поле, ана-

логично случаю с вертикальным полем, сделаем
замену переменных: перейдем от t, x, y к «быст-
рым» (T0, X0, Y0) и «медленным» (T1, X1, Y1) аргу-
ментам согласно выражениям (3.2). Решение систе-
мы (2.7)–(2.9) при B0 = 0 представим в виде

u = εu1(T1, X1, Y1)×
× exp[i(kxX0 + kyY0 − ωT0)] + . . . (4.1)

Эволюционное уравнение для медленно меняющей-
ся амплитуды получим из условия совместности.
Выпишем для исходной системы (2.7)–(2.9) при
B0 = 0 слагаемые, пропорциональные ε2:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂h2

∂T0
+H(∇0 · v2)

H
∂2vx2
∂T0∂Y0

−H(B0 · ∇0)
∂Bx2

∂Y0
+ gH

∂2h2

∂X0∂Y0
− f0H

∂vy2
∂Y0

− βHvy2

H
∂vy2
∂T0

−H(B0,∇0)By2 + gH
∂h2

∂Y0
+ f0H∂vx2

H
∂Bx2

∂T0
−H(B0 · ∇0)vx2

H
∂By2

∂T0
−H(B0 · ∇0)vy2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

= −

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂h1

∂T1
+H(∇1 · v1)

H

(
∂2

∂T1∂Y0
+

∂2

∂T0∂Y1

)
vx1 −H(B0 · ∇0)

∂Bx1

∂Y1
−H(B0 · ∇1)

∂Bx1

∂Y0
+ gH

(
∂2

∂X0∂Y1
+

∂2

∂X1∂Y0

)
h1 − f0H

∂vy1
∂Y1

H
∂vy1
∂T1

−H(B0 · ∇1)∂By1 + gH
∂h1

∂Y1

H
∂Bx1

∂T1
−H(B0 · ∇1)vx1

H
∂By1

∂T1
−H(B0 · ∇1)vy1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−

−

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h1vx1
∂X0

+
h1vy1
∂Y0

∂2h1vx1
∂T0∂Y0

+H
∂2(v2x1 −B2

x1)

∂X0∂Y0
+H

∂2(vx1vy1 −Bx1By1)

∂2Y0
+ g

∂h1

∂X0

∂h1

∂Y0
+ gh1

∂2h1

∂X0
∂Y0 − f0

∂h1vy1
∂Y0

− βh1vy1

∂h1vy1
∂T0

+H
∂(vx1vy1 −Bx1By1)

∂X0
+H

∂(v2y1 −B2
y1)

∂Y0
+ gh1

∂h1

∂Y0
+ f0h1vx1

∂h1Bx1

∂T0
+H

∂(vy1Bx1 − vx1By1)

∂Y0

∂h1By1

∂T0
+H

∂(vx1By1 − vy1Bx1)

∂X0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−
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−

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

(B0 · ∇0)
∂h1Bx1

∂Y0

(B0 · ∇0)h1By1

(B0 · ∇0)h1vx1

(B0 · ∇0)h1vy1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (4.2)

Так же как и в предыдущем случае, для исключе-
ния резонансных слагаемых в правой части восполь-
зуемся условием ортогональности правой части вы-
ражения (4.2) ядру оператора Ah (2.32). Для это-

го обозначим собственный вектор оператора A∗
h как

zh = (zh1, zh2, zh3, zh4, zh5)
T и найдем собственные

векторы оператора A∗
h:

det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−iω ikxH ikyH 0 0

igkx −iω −f0 −i(k ·B0) 0

−gk2y ikyf0 + β ωky 0 ky(k ·B0)

0 −i(k ·B0) 0 −iω 0

0 0 −i(k ·B0) 0 −iω

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0. (4.3)

Отсюда следует (2.33). Собственный вектор zh =

= (zh1, zh2, zh3, zh4, zh5)
T удовлетворяет системе

A∗
hzh = 0, откуда

−iωzh1 + ikxHzh2 + ikyHzh3 = 0, (4.4)

igkxz1 − iωzh2 − f0zh3 − i(k ·B0)zh4 = 0, (4.5)

− gk2yzh1 + (ikyf0 + βH)zh2 + ωkyzh3 +

+ ky(k ·B0)zh5 = 0, (4.6)

−i(k ·B0)zh2 − iωzh4 = 0, (4.7)

−i(k ·B0)zh3 − iωzh5 = 0. (4.8)

Из системы (4.4)–(4.8) с точностью до константы
определяется собственный вектор оператора A∗

h:

zh =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

z1

z2

z3

z4

z5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (4.9)

Представим опять решение в виде (3.11), где те-
перь a — собственный вектор оператора Ah, т. е.
в виде трех волн магнито-Россби, удовлетворяю-
щих условию синхронизма (2.35). Используем пра-
вую часть системы уравнений (4.2), пропорциональ-
ную exp(iθ1), для получения первого уравнения
трехволновых взаимодействий для амплитуды вол-
ны φ. Из правой части системы уравнений (4.2) бу-
дут выбраны слагаемые, пропорциональные exp(iθ1)

и exp(iθ3) exp(−iθ2). Как и прежде, домножив эту
часть на собственный вектор z сопряженного опе-
ратора и используя условие совместности A∗

hz = 0,
получим уравнение для амплитуды первой из взаи-
модействующих волн магнито-Россби:

sh1φ = fh1ψ
∗χ, (4.10)

где оператор sh1 выражается следующим образом:

sh1 = rh1
∂

∂T1
+ ph1

∂

∂X1
+ qh1

∂

∂Y1
, (4.11)

rh1 = z1a1 + z2a2H + iky1z3a3H +

+ z4a4H + z5a5H, (4.12)

ph1 = z1a2H + z2(a1gH − a4B
0
xH)−

− z4(a2 + a3)B
0
xH, (4.13)

qh1 = z1a3H + z2a4B
0
yH + iω(k1)z3a3H −

− 2iky1z3a5B
0
yH + 2iky1z3a1gH +

+ z3a2f0H − z4a2B
0
yH − z5a3B

0
yH. (4.14)

В выражениях (4.11)–(4.14) собственный вектор a =

= a(k1). Коэффициент fh1 в уравнении (4.10) имеет
вид
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fh1 = fh1(k1,k2,k3, f0, β, g,H,B
0) = 2ikx1z1a1a2 +

+2iky1z1a1a3−2iω(k1)z2a1a2+2ikx1z2a
2
2−2ikx1z2a

2
4+

+ 2iky1z2a2a3 − 2iky1z2a4a5 + 2ikx1z2a
2
1g+

+ 2(B0 · k1)z2a1a4 − 2f0z2a1a3 + 2ω1ky1z3a1a3 +

+ 2kx1ky1z3(a2a3 − a4a5)H + 2k2y1z3(a
2
3 − a25)H +

+2k2y1z3a
2
1g+(k2y2+k

2
y3)z3a

2
1g−2iky1(B

0 ·k1)z3a1a5 +

+ 2iky1z3a1a2f0 + z3a1a2β + 2iω(k1)z4a1a4 +

+ 2iky1z4(a3a4 − a2a5)H − 2(B0 · k1)z4a1a2+

+ 2iω(k1)z4a1a5 + 2ikx1z4(a2a5 − a3a4)H −
− 2(B0 · k1)z4a1a3. (4.15)

В выражении (4.15) произведения вида aiaj =

= [a∗i (k2)aj(k3) + ai(k3)a
∗
j (k2)]/2.

Используя аналогичную процедуру для слагае-
мых, пропорциональных exp(iθ2), получим из пра-
вой части системы (4.2), домноженной на собствен-
ный вектор z, уравнение для амплитуды β второй
из взаимодействующих волн магнито-Россби:

sh2ψ = fh2φ
∗χ, (4.16)

где

sh2 = rh2
∂

∂T1
+ ph2

∂

∂X1
+ qh2

∂

∂Y1
, (4.17)

rh2 = z1a1 + z2a2H + iky2z3a3H +

+ z4a4H + z5a5H, (4.18)

ph2 = z1a2H + z2(a1gH − a4B
0
xH)−

− z4(a2 + a3)B
0
xH, (4.19)

qh2 = z1a3H + z2a4B
0
yH + iω(k1)z3a3H −

− 2iky1z3a5B
0
yH + 2iky1z3a1gH +

+ z3a2f0H − z4a2B
0
yH − z5a3B

0
yH. (4.20)

В выражениях (4.17)–(4.20) собственный вектор a =

= a(k2). Выражение для коэффициента fh2 в урав-
нении (4.16) имеет вид

fh2 = fh2(k1,k2,k3, f0, β, g,H,B
0) = 2ikx2z1a1a2 +

+2iky2z1a1a3−2iω(k2)z2a1a2+2ikx2z2a
2
2−2ikx2z2a

2
4 +

+ 2iky2z2a2a3 − 2iky2z2a4a5 + 2ikx2z2a
2
1g+

+ 2(B0 · k2)z2a1a4 − 2f0z2a1a3 + 2ω2ky2z3a1a3 +

+ 2kx2ky2z3(a2a3 − a4a5)H + 2k2y2z3(a
2
3 − a25)H +

+ 2k2y2z3a
2
1g+(k2y1+k

2
y3)z3a

2
1g−2iky2(B

0 · k2)z3a1a5 +

+ 2iky2z3a1a2f0 + z3a1a2β + 2iω(k2)z4a1a4 +

+ 2iky2z4(a3a4 − a2a5)H − 2(B0 · k2)z4a1a2 +

+ 2iω(k2)z4a1a5 + 2ikx2z4(a2a5 − a3a4)H −
− 2(B0 · k2)z4a1a3. (4.21)

В выражении (4.21) для fh2 произведения вида
aiaj = [a∗i (k1)aj(k3) + ai(k3)a

∗
j (k2)]/2.

Наконец, выписывая только слагаемые, пропор-
циональные exp(iθ3) в правой части (4.2), получим
уравнение для амплитуды χ третьей взаимодейству-
ющей волны:

sh3χ = fh3φψ, (4.22)

где

sh3 = rh3
∂

∂T1
+ ph3

∂

∂X1
+ qh3

∂

∂Y1
, (4.23)

rh3 = z1a1 + z2a2H + iky3z3a3H +

+ z4a4H + z5a5H, (4.24)

ph3 = z1a2H + z2(a1gH − a4B
0
xH)−

− z4(a2 + a3)B
0
xH, (4.25)

qh3 = z1a3H + z2a4B
0
yH + iω(k1)z3a3H −

− 2iky1z3a5B
0
yH + 2iky1z3a1gH + z3a2f0H −

− z4a2B
0
yH − z5a3B

0
yH. (4.26)

В выражениях (4.23)–(4.26) собственный вектор a =

= a(k3). Коэффициент взаимодействия для уравне-
ния (4.22) имеет вид

fh3 = fh3(k1,k2,k3, f0, β, g,H,B
0) = 2ikx3z1a1a2 +

+2iky3z1a1a3−2iω(k3)z2a1a2+2ikx3z2a
2
2−2ikx3z2a

2
4 +

+ 2iky3z2a2a3 − 2iky3z2a4a5 + 2ikx3z2a
2
1g+

+ 2(B0 · k3)z2a1a4 − 2f0z2a1a3 + 2ω1ky3z3a1a3 +

+ 2kx3ky3z3(a2a3 − a4a5)H + 2k2y3z3(a
2
3 − a25)H +

+ 2k2y3z3a
2
1g+(k2y1+k

2
y2)z3a

2
1g−2iky3(B

0 · k3)z3a1a5 +

+ 2iky3z3a1a2f0 + z3a1a2β + 2iω(k3)z4a1a4 +

+ 2iky3z4(a3a4 − a2a5)H − 2(B0 · k3)z4a1a2+

+ 2iω(k3)z4a1a5 + 2ikx3z4(a2a5 − a3a4)H −
− 2(B0 · k3)z4a1a3. (4.27)
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В выражении для коэффициента взаимодействия
fh3 произведения вида aiaj = ai(k1)aj(k2) +

+ ai(k1)aj(k2).
Таким образом, получена система взаимодей-

ствующих амплитуд трех волн для волн Россби в
магнитной гидродинамике в приближении мелкой
воды в горизонтальном магнитном поле. Для удоб-
ства дальнейшего анализа выпишем полученную си-
стему в следующем виде:

sh1φ = fh1ψ
∗χ, (4.28)

sh2ψ = fh2φ
∗χ, (4.29)

sh3χ = fh3φψ. (4.30)

Выписывая из уравнения (4.2) отдельно слагае-
мые, пропорциональные каждой из взаимодейству-
ющих волн, мы получили систему (4.28)–(4.30) из
трех уравнений для амплитуд φ, ψ, χ взаимодей-
ствующих волн. Система (4.28)–(4.30) описывает
трехволновые взаимодействия волн Россби, удовлет-
воряющих условию синхронизма (2.35). В (4.28)–
(4.30) коэффициенты fh1, fh2, fh3 и операторы sh1,
sh2, sh3 зависят только от начальных параметров
задачи и однозначно определяются условием сов-
местности A∗

hz = 0 аналогично случаю с внеш-
ним вертикальным магнитным полем (4.15), (4.21),
(4.27) и (4.11), (4.17), (4.23). Используем систему
(4.28)–(4.30) для качественного анализа [34] пара-
метрических неустойчивостей волн Россби.

Рассмотрим случай, когда амплитуда одной из
трех взаимодействующих волн в начальный момент
много больше амплитуд двух других волн, φ� ψ, χ.
Амплитуду первой волны можно считать постоян-
ной, φ = φ0, при этом обратным влиянием волн с
амплитудами ψ, χ на волну с амплитудой φ мож-
но пренебречь. В этом случае система (4.28)–(4.30)
принимает вид

sh2ψ = fh2φ
∗
0χ, (4.31)

sh3χ = fh3φ0ψ. (4.32)

Решение полученной линейной системы уравнений
ищем в виде (

ψ

χ

)
=

(
ψ′

χ′

)
eiϕ. (4.33)

Отсюда найдем инкремент неустойчивости

Γ =

√
|fh2fh3|
|rh2rh3| |φ0| > 0, (4.34)

где fh2 и fh3 определены в (4.21) и (4.27). Таким об-
разом, одна волна магнито-Россби с волновым век-
тором k1 и частотой ω1 = ω(k1) распадается на две

волны магнито-Россби с волновыми векторами k2 и
k3, частотами ω2 и ω3 с инкрементом (4.34).

Рассмотренное выше приближение справедливо,
пока амплитуда φ0 волны накачки много больше ам-
плитуд ψ, χ двух других волн магнито-Россби. Од-
нако на определенной стадии процесса амплитуды
растущих волн станут сравнимы с амплитудой φ0.
В рассмотрение, таким образом, необходимо вклю-
чить уравнение (4.28). При условии fh1 < 0 ампли-
туда волны накачки φ, так же как и скорости роста
амплитуд ψ и χ, уменьшается, что приводит к на-
сыщению параметрической неустойчивости.

При наличии линейного затухания, система
(4.31), (4.32) записывается в следующем виде:

sh2ψ + η2ψ = fh2φ
∗
0χ, (4.35)

sh3χ+ η3χ = fh3φ0ψ, (4.36)

где слагаемые η2ψ и η3χ определяют затухание. В
этом случае экспоненциально растущие решения ви-
да (4.33) будут существовать только при условии

φ0 >
√
η2η3|rh2rh3|/|fh2fh3|.

Таким образом, существует пороговое значение φcr0
амплитуды волны накачки, начиная с которого раз-
вивается неустойчивость,

φcr0 =

√
η2η3|rh2rh3|
|fh2fh3| , (4.37)

с инкрементом

Γ =

√
|fh2fh3|
|rh2rh3|φ

cr
0 . (4.38)

Рассмотрим теперь случай, когда амплитуда од-
ной из взаимодействующих волн много меньше ам-
плитуд двух других волн, φ � ψ, χ, так что можно
считать амплитуды ψ и χ постоянными, ψ = ψ0 и
χ = χ0. Уравнение для амплитуды φ принимает вид

sh1φ = fh1ψ
∗
0χ0. (4.39)

Ищем его решение в виде

φ = φ′ exp(ΓT1). (4.40)

Подставляя это решение в уравнение (4.39), получа-
ем выражение для коэффициента усиления:

Γ =
|fh1|
|rh1| |ψ

∗
0χ0| > 0, (4.41)
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где величина fh1 определена в (4.15). В данном слу-
чае параметрического усиления две начальные вол-
ны магнито-Россби с волновыми векторами k1 и k2 и
частотами ω1 = ω(k1) и ω2 = ω(k2) усиливают волну
магнито-Россби с волновым вектором k3 = k1 + k2

и частотой ω3 = ω1 + ω2 с коэффициентом усиле-
ния (4.41).

Рассмотренное выше приближение справедливо,
пока амплитуды ψ0 и χ0 волн накачки много больше
амплитуды φ другой волны магнито-Россби. Однако
на определенной стадии процесса амплитуда расту-
щей волны станет сравнима с амплитудами ψ0 и χ0.
В рассмотрение, таким образом, необходимо вклю-
чить уравнения (4.29), (4.30). Амплитуды ψ0 и χ0

волн накачки, так же как и скорость роста ампли-
туды φ, уменьшаются, что приводит к насыщению
параметрической неустойчивости.

При наличии затухания выражение (4.39) для
амплитуды волны записывается в виде

sh1φ+ η1φ = fh1ψ
∗
0χ0, (4.42)

где η1 — линейный коэффициент затухания амп-
литуды φ в (4.42). Таким образом, для разви-
тия неустойчивости необходимо, чтобы выполня-
лось условие

η1 < |ψ∗
0χ0||fh1|/|rh1|.

Это условие определяет пороговое значение (ψ∗
0χ0)

cr

для произведения амплитуд волн, при котором ре-
шение возрастает экспоненциально,

(ψ∗
0χ0)

cr = η1
|rh1|
|fh1| , (4.43)

с инкрементом

Γ =
|fh1|
|rh1| (ψ

∗
0χ0)

cr. (4.44)

В частном случае тороидального магнитного по-
ля (Bx = B0

x, By = 0) выражения для коэффици-
ентов взаимодействия fh1, fh2, fh3 и дифференци-
альных операторов sh1, sh2, sh3 вместо множителя
k · vA включают множитель kxvAx.

В случае полоидального магнитного поля (Bx =

= 0, By = B0
y) выражения для коэффициентов вза-

имодействия fh1, fh2, fh3 и дифференциальных опе-
раторов sh1, sh2, sh3 вместо множителя k ·vA вклю-
чают множитель kyvAy.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе обсуждается модель мелкой воды для
описания крупномасштабных процессов в астрофи-

зической плазме. Показано, что структура магнит-
ного поля во внешнем вертикальном магнитном по-
ле при магнитогидродинамическом течении мелкой
воды существенно отличается от структуры магнит-
ного поля в отсутствие внешнего поля. Необходи-
мость учета условия бездивергентности магнитного
поля в этом случае навязывает системе вертикаль-
ную компоненту магнитного поля, делая структуру
магнитного поля волн Россби существенно трехмер-
ной. При отсутствии внешнего вертикального маг-
нитного поля, как хорошо известно, в приближе-
нии мелкой воды магнитное поле двумерно. Сделан
вывод о невозможности анализа волн Россби маг-
нитной гидродинамики во внешнем вертикальном
поле с использованием двумерных уравнений маг-
нитной гидродинамики. Необходимо использовать
усредненные по глубине магнитогидродинамические
уравнения в качестве исходных. Замечено, что пред-
ложенная система уравнений в частном случае от-
сутствия вертикального магнитного поля переходит
в традиционную.

Приближение мелкой воды магнитной гидроди-
намики использовано для развития слабонелиней-
ной теории волн Россби во внешнем вертикальном
магнитном поле и при отсутствии вертикального
магнитного поля для стационарных состояний при
наличии горизонтального поля (полоидального, то-
роидального и их суммы). Качественный анализ
дисперсионных кривых волн Россби в магнитной
гидродинамике показал возможность трехволновых
взаимодействий в приближении слабой нелинейнос-
ти.

Методом многомасштабных асимптотических
разложений развита слабонелинейная теория волн
Россби и получены трехволновые уравнения для
медленно меняющихся амплитуд. Приближенный
анализ полученных систем уравнений для медлен-
ных амплитуд показал, что в системе могут разви-
ваться два типа параметрических неустойчивостей:
параметрический распад и параметрическое усиле-
ние волн Россби. Получены инкременты найденных
неустойчивостей.

Мы благодарны рецензенту за тщательное рас-
смотрение нашей статьи, за полезные замечания и
комментарии.

Работа выполнена при поддержке Программы 7
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объектов солнечной системы и звездных планет-
ных систем» Президиума РАН и РФФИ (грант
№14-29-06065).

720



ЖЭТФ, том 152, вып. 4 (10), 2017 Волны Россби в магнитной гидродинамике. . .

ЛИТЕРАТУРА

1. M. Dikpati and P. Charbonneau, Astrophys. J. 518,
508 (1999).

2. D. W. Hughes, R. Rosner, and N. O. Weiss, The Solar
Tachocline, Cambridge Univ. Press (2007).

3. T. V. Zaqarashvili, R. Oliver, J. L. Ballester et al.,
Astron. Astrophys. 532, A139 (2011).

4. T. V. Zaqarashvili, R. Oliver, J. L. Ballester, and
B. M. Shergelashvili, Astron. Astrophys. 470, 815
(2007).

5. J. Y.-K. Cho, Phil. Trans. Roy. Soc. London A 366,
4477 (2008).

6. N. A. Inogamov and R. A. Sunyaev, Astronomy Lett.
36, 848 (2010).

7. Scott W. McIntosh, William J. Cramer, Manuel Pi-
chardo Marcano, and Robert J. Leamon, Nature Ast-
ronomy 1, 0086 (2017).

8. J. R. Kuhn, J. D. Armstrong, R. I. Bush, and
P. Scherrer, Nature 405, 544 (2000).

9. Y.-Q. Lou, Astrophys. J. 540, 1102 (2000).

10. T. V. Zaqarashvili, M. Carbonell, R. Oliver, and
J. L. Ballester, Astrophys. J. 709, 749 (2010).

11. T. V. Zaqarashvili, R. Oliver, A. Hanslmeir et al.,
Astrophys. J. Lett. 805, L14 (2015).

12. S. W. McIntosh, R. J. Leamon, L. D. Krista et al.,
Nature Comm. 6, 6491 (2015).

13. В. И. Петвиашвили, О. А. Похотелов, Уединенные
волны в плазме и атмосфере, Энергоатомиздат,
Москва (1989).

14. G. K. Vallis, Atmospheric and Oceanic Fluid Dy-
namics: Fundamentals and Large-Scale Circulation,
Cambridge Univ. Press (2006).

15. C. Connaughton, S. Nazarenko, and B. Quinn, Phys.
Rep. 604, 1 (2015).

16. T. V. Zaqarashvili, R. Oliver, and J. L. Ballester, Ast-
rophys. J. Lett. 691, L41 (2009).

17. K. Heng and A. Spitkovsky, Astrophys. J. 703, 1819
(2009).

18. P. A. Gilman, Astrophys. J. Lett. 544, L79 (2000).

19. К. В. Карельский, А. С. Петросян, С. В. Тарасе-
вич, ЖЭТФ 140, 606 (2011).

20. K. V. Karelsky, A. S. Petrosyan, and S. V. Tarasevich,
Phys. Scripta 155, 014024 (2013).

21. H. De Sterck, Phys. Plasmas 8, 3293 (2001).

22. P. J. Dellar, Phys. Plasmas 10, 581 (2003).

23. V. Zeitlin, Nonlin. Proc. Geophys. 20, 893 (2013).

24. Д. А. Климачков, А. С. Петросян,ЖЭТФ 150, 602
(2016).

25. Д. А. Климачков, А. С. Петросян,ЖЭТФ 149, 965
(2016).

26. D. A. Klimachkov and A. S. Petrosyan, Phys. Lett.
A 381, 106 (2017).

27. A. D. Craik, Wave Interactions and Fluid Flows,
Cambridge Univ. Press (1988).

28. А. А. Галеев, Р. З. Сагдеев, в сб. Вопросы теории
плазмы, вып. 7, под ред. М. А. Леонтовича, Атом-
издат, Москва (1973), стр. 3.

29. В. Н. Ораевский, Основы физики плазмы т. 2, под
ред. А. А. Галиева и Р. Судана, Энергоатомиздат,
Москва (1984), стр. 7.

30. K. V. Karelsky and A. S. Petrosyan, Fluid Dyn. Res.
38, 339 (2006).

31. К. В. Карельский, А. С. Петросян, А. В. Черняк,
ЖЭТФ 143, 779 (2013).

32. A. C. Newell, J. Fluid Mech. 35, 255 (1969).

33. L. Ostrovsky,Asymptotic Perturbation Theory of Wa-
ves, World Sci., Singapore (2014).

34. G. Falkovich, Fluid Mechanics: a Short Course for
Physicists, Cambridge Univ. Press (2011).

7 ЖЭТФ, вып. 4 (10)
721



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


