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Исследованы диэлектрические функции и спектр энергетических потерь электронов ромбоэдрического
кристалла α-B12 как в одночастичном, так и в многочастичном приближении с помощью уравнений Бе-
те –Солпитера. Обсуждена противоположная роль различных вкладов в экситонные эффекты. Показана
анизотропия диэлектрических функций, отражающая их высокую чувствительность относительно трех-
мерной упаковки икосаэдров. Обнаружено влияние когерентного смешивания электронных и экситонных
состояний на перераспределение сил осцилляторов. Получено согласие с экспериментом для положе-
ния плазмона валентных электронов и значения высокочастотной диэлектрической проницаемости. Об-
суждена корреляция между распределением сил осциллятора и особенностями плотности электронных
состояний.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В спектрах электронного поглощения могут наб-
людаться как связанные экситонные состояния ни-
же дна зоны проводимости, так и появление новых
особенностей в спектре выше дна зоны проводимос-
ти из-за взаимодействия одновременно созданных
электрон-дырочных пар в диэлектриках. Вычисле-
ния ab initio, основанные на теории функционала
плотности (DFT) [1], позволяют получить элект-
ронную структуру (состояния Кон –Шема (KS)) и
спектр поглощения при учете лишь одноэлектрон-
ных переходов между KS-состояниями в пренебре-
жении электрон-дырочным взаимодействием. Мно-
гочастичные эффекты в спектрах, обусловленные
взаимодействием возбужденных электронов и ды-
рок, могут быть учтены в оптическом поглощении
при исследовании двухчастичной функции Грина
и решении ее уравнения движения, известного как
уравнение Бете –Солпитера [2].
Экситонные эффекты в оптических спектрах

материалов редко вычислялись методом ab initio.
Только недавно развитие эффективных вычисли-
тельных методов позволило исследовать оптичес-
кие спектры реальных материалов в приближении
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многочастичной теории возмущения [2–5]. С помо-
щью различных численных методов и приближе-
ний были вычислены оптические спектры с уче-
том электрон-дырочного взаимодействия в трехмер-
ных кристаллах Li2O [6], Si [7], LiF и MgO [4],
Ge и GaAs [8], GaN и CaF2 [9], InN [10] и GeS
[11], в двумерных структурах [12–14], в одномер-
ных нанотрубках [15], в нанокластерах [16] и др. В
многочастичном приближении была оценена энер-
гия связи экситона в пренебрежении динамически-
ми эффектами в Li2O [6], получены спектры по-
глощения при включении экситонных эффектов в
Si [7], вычислена диэлектрическая функция в пол-
ном согласии со спектрами отражения в полупро-
водниках Si, Ge и GaAs [8], опробована новая схема
вычислений экситонных эффектов [9], основываю-
щаяся на представлении состояний электрон–дыр-
ка в базисе реального пространства [4], оценено
влияние кулоновского взаимодействия электрон-ды-
рочных пар на диэлектрическую функцию в InN
[10], исследованы температурно-зависимое оптичес-
кое поглощение и роль электрон-фононного взаи-
модействия в GeS [11]. Во всех случаях включение
электрон-дырочного взаимодействия в форме урав-
нения Бете –Солпитера оказалось определяющим
для корректной интерпретации экспериментальных
данных.
В данной работе исследуется проявление много-

частичных эффектов в оптическом спектре крис-
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талла α-B12. Кристалл α-B12 содержит 12-атомные
слегка деформированные икосаэдры B12 в верши-
нах ромбоэдрической ячейки [17], связанные меж-
ду собой в трехмерный каркас одноцентровыми и
двухцентровыми ковалентными связями. Простран-
ственная группа кристалла R3̄m(D5

3d), Z = 1. Крис-
талл α-B12 обладает высокой твердостью (около
40 ГПа [18]), большим объемным модулем (около
220 ГПа [19]) и высокой температурой плавления
(около 2400 К [20]). Энергетическая щель оценива-
ется из экспериментов как 2 эВ [21] и 2.4 эВ [22].
Много работ посвящено теоретическому исследо-

ванию физических свойств кристалла α-B12. Кро-
ме расчетов в приближении эмпирических потен-
циалов [23, 24], были использованы ab initio-методы
исследования структурных [25], механических [26],
фононных [24–29] и электронных [29–34] свойств.
Электронная структура в работах [30–34] исследова-
лась только с помощью локальных псевдопотенциа-
лов (LDA или GGA), и вычисленная энергетическая
щель была заметно ниже экспериментальной. В ра-
боте [29] мы представили результаты вычислений в
приближении гибридного функционала HSE06 [35],
который позволил получить энергетическую щель,
согласующуюся с экспериментом.
До сих пор оптические свойства кристалла

α-B12, или, более точно, частотно-зависимая ди-
электрическая функция не исследовалась методом
ab initio. Некоторое представление о ней можно
получить из анализа спектров энергетических по-
терь (EELS) [22]. Однако при этом диэлектрическая
функция зависит от правильного учета посторон-
них вкладов в спектры. Спектр EELS возникал,
начиная с энергии 2.4 эВ, что, по мнению авторов
[22], свидетельствует о начале прямых межзонных
переходов. В спектре наблюдался интенсивный ши-
рокий максимум вблизи энергии 24.5 эВ шириной
7.5 эВ из-за возбуждения плазменных колебаний
валентных электронов. Кроме того, была обнаруже-
на слабая структура в спектре ниже 10 эВ, которая
связана с возможными особенностями в плотности
состояний зоны проводимости или валентной зоны.
Также в работе [22] была оценена высокочастот-
ная диэлектрическая проницаемость, значение
которой (ε∞ = 6.5) коррелирует с вычисленным
нами в работе [29] (ε⊥∞ = 6.58, ε‖∞ = 5.2) методом
возмущенного Хартри –Фока (CPHF) [36].
В данной работе мы представляем вычисленные

оптические спектры кристалла α-B12 как в прибли-
жении независимых частиц [37], так и с учетом экси-
тонных эффектов [2], включая экранированное ку-
лоновское взаимодействие электронов и дырок (при-

тяжение) и обменное взаимодействие электронов и
дырок (отталкивание), ответственное за кристалли-
ческие эффекты локального поля. Мы приводим
систематическое сравнение вычисленных результа-
тов с известными экспериментальными данными.

2. МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Вычисления ab initio основывались на методе
DFT [1] с функционалом PBE [38]. Мы применяли
разложение собственных функций по плоским вол-
нам и псевдопотенциал ONCVPSP [39, 40], сохра-
няющий норму, используя ab initio-пакет ABINIT
[41]. Использование нелокального двухпроекцион-
ного псевдопотенциала ONCVPSP позволяет полу-
чить результаты, сопоставимые с полноэлектрон-
ными вычислениями со сравнительно невысоким
порогом обрезания кинетической энергии электро-
нов [39].

После релаксации атомов и параметров ячей-
ки остаточные силы между атомами не превышали
3 · 10−4 эВ/Å и параметры ромбоэдрической ячейки
(a = 5.038 Å и α = 57.99◦) отличались от экспери-
ментальных значений не более, чем на 0.4%.

При вычислении линейной оптической воспри-
имчивости χ(ω) [37] в одночастичном приближении
зона Бриллюэна (ЗБ) была квантована сеткой Мон-
хорста –Пека (МП) [42] 12×12×12, волновая функ-
ция представлялась при помощи 3496 плоских волн
npw (порог обрезания Ecut = 680 эВ), 118 электрон-
ных зон nband (18 занятых и 100 незанятых) и 1728
волновых векторов nkpt в ЗБ.

При вычислении диэлектрических функций ε(ω)
в приближении экситонного двухчастичного га-
мильтониана [2] интегрирование по ЗБ заменялось
суммированием по сетке МП 8×8×8 при npw = 4611

(Ecut = 816 эВ), nband = 118 и nkpt = 512. Энер-
гетический порог обрезания для волновых векто-
ров при вычислении экранирования кулоновского
потенциала составил Ecut = 164 эВ. В простран-
ство учитываемых переходов при решении уравне-
ния BSE [2] включались только электронные зоны
от 11 до 26 (из всего 36 зон в кристалле α-B12).
Неполный учет всех электронных зон ограничи-
вался компьютерными возможностями (для полно-
го учета требовался объем оперативной памяти и
на диске более 100 ГБ). Кроме того, решение BSE
производилось в приближении Тамма –Данкофа [43]
методом Хайдока [44] (200 итераций).
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Рис. 1. Действительная и мнимая части диэлектрической
функции для поляризаций xx (сплошные линии) и zz

(пунктир) в приближении независимых частиц

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ И ИХ
ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Приближение независимых частиц

Приближение независимых частиц [37] являет-
ся простейшим методом ab initio вычисления ком-
плексной диэлектрической проницаемости εij(ω). В
этом приближении

εij(ω) = δij + 4πχij(ω), (1)

где χij(ω) — линейная оптическая восприимчивость:

χij(ω) =
1

V
Σn,m,kfnm

rinmr
j
mn

ωmn − ω
. (2)

Здесь rnm — позиционный матричный элемент пе-
рехода между уровнями n и m. Для его вычисления
требуется градиент волновой функции ψKS

k по вол-
новому вектору во всей зоне Бриллюэна [37].
На рис. 1 представлены мнимые и действитель-

ные части диэлектрической функции для двух на-
правлений. Видны анизотропия мнимой части ε(ω)
из сравнения Im εxx(ω) и Im εzz(ω) и некоторая
структура в этих функциях при ω ≤ 10 эВ. Ани-
зотропия также проявляется в действительной час-
ти ε(ω). Функция Re ε(ω) сначала увеличивается с
ростом энергии ω до ω ≈ 3.5 эВ, потом уменьша-
ется, становится отрицательной и достигает мини-
мума вблизи энергии 10 эВ, а затем снова растет,
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Рис. 2. Экспериментальный (пунктир) и вычисленные для
поляризаций xx (сплошная линия) и zz (штриховая линия)
спектры энергетических потерь электронов в приближении

независимых частиц

становясь положительной при ω > 25 эВ. Значе-
ние Re ε(0), которое должно быть равно высокочас-
тотной диэлектрической проницаемости ε∞, замет-
но превышает экспериментальное [22] и вычислен-
ное нами [29] значения. Оптический спектр элек-
тронного поглощения определяется коэффициентом
поглощения, пропорциональным

[((Im ε(ω))2 + (Re ε(ω))2)1/2 − Re ε(ω)]1/2, (3)

и будет содержать особенности поведения диэлек-
трической проницаемости.
Для сопоставления с экспериментальным спект-

ром EELS мы вычислили интенсивность спектра
EELS по формуле

I(ω) =
Im ε(ω)

[Re ε(ω)]
2
+ [Im ε(ω)]

2 . (4)

Вычисленный спектр (рис. 2) оказался практиче-
ски одинаковым для поляризаций xx и zz, несмотря
на анизотропию диэлектрических свойств. Из сопо-
ставления вычисленных спектров с эксперименталь-
ным можно сделать вывод о близости положения ин-
тенсивного максимума вблизи энергии 25 эВ в обо-
их спектрах. Некоторые различия в области мень-
ших энергий можно отнести как за счет неполного
учета упругого рассеяния и многократного неупру-
гого рассеяния в экспериментальных спектрах, так
и за счет недостатков используемого приближе-
ния вычисления. В приближении DFT–PBE, кото-
рое использовалось в вычислениях, энергетическая
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щель (1.42 эВ) меньше экспериментального значе-
ния (2.4 эВ). Поэтому начало расчетного спектра
на рис. 2 не совпадает с экспериментом. Согласно
нашим расчетам электронной структуры [29] с при-
менением гибридного функционала HSE06, энерге-
тическая щель в кристалле α-B12 непрямая и со-
ставляет 2.16 эВ. В эксперименте непрямая щель,
по утверждению авторов, не видна, и в спектре
EELS проявляются лишь прямые переходы. В со-
ответствии с расчетом [29] первый прямой переход
действительно находится вблизи 2.4 эВ.

3.2. Вычисления в многочастичном
приближении

Вычисления диэлектрической функции в много-
частичном приближении позволяют учесть эффек-
ты, которые не могли быть рассмотрены в методе
независимых частиц. К ним относится учет влия-
ния локальных полей и возможного взаимодействия
электронов с экситонами.
В приближении многочастичной теории возму-

щений система взаимодействующих электронов и
экситонов описывается двухчастичной (четырехто-
чечной) корреляционной функцией L(r1, r

′
1; r2, r

′
2).

Функция L определяется из уравнения Дайсона
(L = L0 + L0ΣL), которое связывает функцию L

взаимодействующих частиц с аналогом L0 невзаи-
модействующих частиц с помощью ядра взаимодей-
ствияΣ. Определение L сводится к решению уравне-
ния Бете –Солпитера, т. е. к проблеме собственных
значений Eλ и собственных функций Aλ экситонно-
го гамильтониана HBSE [2]:

HBSE = (Eck − Evk)δnn′ + 〈n|v −W |n′〉, (5)

где |n〉 = |kvc〉 = ψKS
vk ψKS

ck , v — модифицирован-
ное кулоновское взаимодействие, учитывающее ло-
кальные эффекты за счет неравномерности распре-
деления электронной плотности в ячейках кристал-
ла, W описывает экранированное взаимодействие
электрон-дырка, Eck и Evk — квазичастичные энер-
гии соответственно в зоне проводимости (c) и в ва-
лентной зоне (v), полученные в приближении метода
функции Грина GW [45].
Используя собственные значения Eλ и собствен-

ные функции Aλ экситонного гамильтонианаHBSE ,
находим частотную зависимость макроскопической
диэлектрической функции [2]

ε(ω) =

= 1− lim
q→0

Σλ

∣
∣
∣ΣvckA

λ
vck〈ψKS

vk |e−ikr|ψKS
c,k+q〉

∣
∣
∣

2

Eλ − ω + iη
. (6)

Взаимодействия v и W в уравнении (5) опре-
деляют экситонные эффекты в системе. Если v

и W равны нулю и в качестве энергий Eck и
Evk взяты KS-орбитали из DFT-ONCVPSP, то ре-
шением уравнения BSE является диэлектрическая
функция εRPA(ω) в приближении хаотических фаз
(RPA) [46]:

εRPA(ω) = 1− vχ0(ω),

где v — кулоновское взаимодействие электронов,
χ0(ω) — поляризуемость невзаимодействующих
электронов в приближении теории возмущения [46].
Вычисления диэлектрической функции ε(ω) в

многочастичном приближении проводились в следу-
ющей последовательности.
После вычисления плотности электронных сос-

тояний ρ(ω) основного состояния кристалла α-B12

в приближении DFT-ONCVPSP несамосогласован-
ным методом строилась волновая функция WF1 с
увеличенным числом электронных зон (nband =

= 123). Волновая функция WF1 использовалась для
вычисления экранированного кулоновского взаимо-
действия W (ω) в статическом пределе [47]. Функ-
ция W (ω) будет использована при решении урав-
нения BSE. Чтобы обеспечить энергетическое раз-
решение в вычисленных функциях ε(ω), близкое к
эксперименту (0.15–0.2 эВ), мы построили волновую
функцию WF2 несамосогласованным методом с уве-
личенным числом не только электронных зон, но
и волновых векторов, в неприводимой части зоны
Бриллюэна (nkpt = 512 и nband = 123), используя
электронную плотность ρ(ω) основного состояния.
На конечном этапе вычислений в многочастичном
приближении, используя функцию W (ω) и волно-
вые функции WF2, решалось уравнение BSE.
При решении уравнения BSE мы использовали

часто применяющиеся упрощения. Учитывая, что
приближение GW только дает близкую к экспери-
менту энергетическую щель Eg без существенной
модификации дисперсии электронных зон, мы ис-
пользовали KS-орбитали из DFT–ONCVPSP после
сдвига зоны проводимости на 0.74 эВ, чтобы полу-
чить Eg = 2.16 эВ, предсказанную нами для крис-
талла α-B12 [29]. В расчете применялось прибли-
жение Тамма –Данкоффа [43], пренебрегающее кон-
стантами связи; оставались только резонансные чле-
ны в экситонной части гамильтониана.
В результате решения уравнения BSE мы по-

лучали три комплексные диэлектрические прони-
цаемости εRPA(ω), εGW (ω), εBSE(ω) для кристалла
α-B12 в оптическом пределе (волновой вектор пере-
носа q → 0). Функции εRPA(ω) и εGW (ω) вычис-

584



ЖЭТФ, том 152, вып. 3 (9), 2017 Экситонные эффекты в оптических спектрах кристалла. . .

0

0

5

5

10

10

15

20

25

15

5

5

10

10

15

15

Энергия, эВ

Энергия, эВ

Im ( )� �
xx

Im ( )� �
zz

Рис. 3. Мнимая часть диэлектрической функции с уче-
том локального поля (v) и электрон-дырочного взаимодей-
ствия (W ): сплошные линии — учет обоих вкладов, пунк-

тир — только v и штрихпунктир — только W

лялись без учета локальных полей. Диэлектричес-
кая функция εBSE(ω) могла быть вычислена как
с включением обоих вкладов v и W в HBSE , так
и с учетом только v или только W . Это позволя-
ет показать противоположное влияние вкладов v

и W в диэлектрическую функцию. При включе-
нии только v, учитывающего отталкивающее обмен-
ное электрон-дырочное взаимодействие [2], центр
тяжести Im ε(ω) (в xx- и zz-поляризациях) смеща-
ется к большим энергиям с понижением интенсив-
ности спектра (рис. 3). Учет только члена W , опре-
деляющего прямое электрон-дырочное притяжение
[2], смещает центр тяжести Im ε(ω) к меньшим энер-
гиям с увеличением амплитуды спектра.
На рис. 4 сравниваются мнимые части εBSE(ω)

в двух поляризациях (xx и zz) между собой и с
плотностью электронных состояний. Все максиму-
мы Im εBSE(ω) в поляризации xx видны и в поляри-
зации zz, кроме максимума вблизи энергии 10 эВ,
отсутствующего в спектре zz. Центр тяжести спект-
ра zz смещен по отношению к xx примерно на 2 эВ.
Анизотропия спектров свидетельствует о высокой
чувствительности диэлектрической функции отно-
сительно трехмерной упаковки икосаэдров в крис-
талле α-B12. Не все максимумы ρ(ω) отражаются в
Im εBSE(ω). В частности, отсутствует первый макси-
мум вблизи энергии 2.7 эВ в Im εBSE(ω) и практиче-
ски не видны максимумы в области выше 10 эВ. Но
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Рис. 4. Мнимая часть диэлектрической функции для по-
ляризаций xx (сплошная линия) и zz (штриховая линия)
в многочастичном приближении и плотность электронных

состояний ρ(ω) (пунктир)
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Рис. 5. Мнимая часть диэлектрической функции для по-
ляризаций xx и zz в многочастичном приближении BSE
(сплошные линии) и в приближении хаотических фаз RPA

(пунктир)

в остальной части спектра наблюдается удовлетво-
рительная близость максимумов Im εBSE(ω) и ρ(ω).
Обсудим поведение функции Im εzz(ω) (рис. 5) в

области ниже 15 эВ. В приближении RPA в мни-
мой части этой функции видно перераспределение
сил осциллятора в этой области с образованием че-
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Рис. 6. Действительная часть диэлектрической функции
для поляризаций xx и zz в многочастичном приближении
BSE (сплошные линии) и в приближении хаотических фаз

RPA (пунктир)

тырех максимумов (1, 2, 3, 4). Функция Im εBSE
zz (ω),

как и Im εRPA
zz (ω), содержит четыре максимума (1 ′,

2 ′, 3 ′, 4 ′), причем все эти максимумы несколь-
ко усилены по отношению к максимумам 1, 2, 3,
4. Увеличение их интенсивности можно отнести за
счет когерентного смешивания электронных и эк-
ситонных вкладов в Im εBSE

zz (ω), усиливающего ам-
плитуды максимумов. Увеличение невелико, вероят-
но, из-за экранирования электрон-экситонного взаи-
модействия большой диэлектрической проницаемо-
стью. Более интенсивные экситонные эффекты на-
блюдаются в кристаллах со слабым экранированием
электрон-экситонного взаимодействия (например, в
LiF [48] c ε∞ = 2).
Функция Im εRPA

xx (ω) также содержит четыре
максимума (рис. 5), но только максимумы 1 ′ и 2 ′

уверенно видны в Im εBSE
xx (ω) с заметным усилени-

ем, а максимумы 3 ′ и 4 ′ почти не идентифициру-
ются. Уменьшение интенсивности этих максимумов
может быть объяснено деструктивной интерферен-
цией электронных и экситонных вкладов в области
выше 6 эВ.
В действительных частях Re εBSE

xx (ω) и
Re εBSE

zz (ω) (рис. 6) также отражается структу-
ра, наблюдаемая в их мнимых частях (рис. 5) в
области малых энергий. Функции Re εBSE

xx (ω) и
Re εBSE

zz (ω) отрицательны в области выше 6 эВ и
изменяют знак вблизи энергии 21 эВ на частоте

0
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5 10 15
Энергия, эВ
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Рис. 7. Вычисленный в многочастичном приближении BSE
(сплошные линии, поляризация zz) и экспериментальный
(пунктир) спектры энергетических потерь электронов

плазмона валентных электронов, наблюдавшегося
в спектре EELS [22]. Неточное совпадение вычис-
ленной частоты плазмона с экспериментальным
значением можно отнести за счет ограничения
пространства электронных переходов в расче-
те (разд. 3.2). Лучшее совпадение достигнуто в
приближении независимых частиц (рис. 2), где учи-
тывались все электронные переходы. Отметим, что
действительные части Re εBSE

xx (0) и Re εBSE
zz (0) при

ω = 0 лучше соответствуют экспериментальному
значению высокочастотной диэлектрической прони-
цаемости [22], чем Re εRPA

xx (0) и Re εRPA
zz (0) (рис. 6)

и Re ε(0) (рис. 1) в приближении независимых час-
тиц. Также в соответствии с расчетом [29] из рис. 6
следует, что Re εBSE

xx (0)(ε⊥∞) > Re εBSE
zz (0)(ε

‖
∞).

На рис. 7 сравниваются экспериментальный [22]
и вычисленный спектры EELS в области малых
энергий. Соответствие между ними только каче-
ственное. Различия между ними можно объяснить
тем, что в эксперименте представлен деполяризо-
ванный спектр, а также возможно влияние посто-
ронних вкладов в наблюдаемый спектр.

4. ВЫВОДЫ

Используя как одночастичное, так и многоча-
стичное приближение, мы вычислили диэлектричес-
кие функции ромбоэдрического кристалла α-B12

и сопоставили с экспериментальными данными
энергетических потерь электронов. В вычислен-
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ном спектре энергетических потерь электронов в
одночастичном приближении обнаружен интен-
сивный пик плазменных колебаний валентных
электронов вблизи энергии 25 эВ, который ранее
наблюдался в эксперименте. Учет экситонных
эффектов в многочастичном приближении показал,
что включение только локального поля увеличивает
энергетическую щель и уменьшает интенсивность
диэлектрической функции, а включение только
притягивающего электрон-дырочного взаимодей-
ствия уменьшает щель и увеличивает амплитуду
диэлектрической функции. Исследование структу-
ры диэлектрической функции при учете экситонных
эффектов в области ниже 10 эВ показало усиление
всех максимумов в поляризации zz благодаря
когерентному смешиванию электронных и экситон-
ных состояний, в то время как в поляризации xx

возрастание интенсивности обнаружено для двух
первых максимумов, а остальные были ослаблены
из-за деструктивной интерференции двух вкладов.
Максимумы диэлектрической функции при учете
экситонных эффектов удовлетворительно корре-
лируют с особенностями в плотности электронных
состояний и в экспериментальных спектрах энер-
гетических потерь электронов. Также при учете
экситонных эффектов высокочастотная диэлектри-
ческая проницаемость соответствует измеренному
значению в эксперименте.

Вычисления выполнены на суперкомпьютере
МСЦ РАН.
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