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Построена модельная волновая функция основного состояния атома гелия и проведено сравнение свойств
данной функции с аналогичной функцией других авторов. Выполнен расчет средних величин, влияющих
на матричные элементы, возникающие при описании атомных процессов.
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Экспериментальные исследования двойной иони-
зации нейтральных атомов электронным ударом,
проведенные в 1999 г. группой авторов [1] в рам-
ках изучения процессов (e, 3e), привели к накопле-
нию массива численных данных и дали достаточно
большой материал для теоретического анализа этих
процессов (например, [2–8]). В серии экспериментов
[1] были измерены абсолютные пятикратные диф-
ференциальные сечения (FDCS) процесса (e, 3e) на
атоме гелия для случая, когда падающий и рассе-
янный электроны имеют достаточно большую энер-
гию (около 5 кэВ), а оба выбитых электрона имеют
энергии не более 10 эВ. Практически сразу обнару-
жилось, что имеющиеся к тому моменту теоретиче-
ские методы [2–4] могли воспроизвести формы кри-
вых FDCS весьма приближенно и требовали введе-
ния корректирующих множителей, поэтому экспе-
римент [1] стал эталоном оценки качества предла-
гаемых теоретических моделей и методов решения
кулоновской задачи трех тел, а также построенных
в их рамках волновых функций двухэлектронных
атомных систем.

В настоящей работе рассмотрен численный ме-
тод построения модельной волновой функции атома
гелия. Данная задача все еще является актуальной,
несмотря на многочисленные теоретические иссле-
дования, посвященные решению кулоновской зада-
чи трех тел, в силу невозможности получения точно-
го аналитического выражения для таких волновых
функций. Поэтому в последнее время стало уделять-

* E-mail: 000612@pnu.edu.ru

ся особое внимание построению модельных волно-
вых функций с относительно простыми аналитичес-
кими выражениями, которые позволили бы прове-
сти ясную интерпретацию атомных процессов.

Так, в 2008 г. вышла работа [5], в которой
был проведен подробный анализ модельных волно-
вых функций атома гелия и предложена модельная
функция, построенная на C3-базисе из работы [3],
которая в атомных единицах (me = e = � = 1) име-
ет вид

ϕC3 = 1.55314 exp(−2(r1 + r2)) ×
× (

1 + r12/2 + 0.03889r212
)
, (1)

где r1, r2 — модули радиус-векторов атомных элект-
ронов. Несомненным преимуществом предлагаемой
функции является лаконичный вид выражения (1)
и явный учет корреляции атомных электронов при
помощи параметра r12 = |r1 − r2|.

В работе [6] была показана методика решения
уравнения Шредингера, описывающего состояния
двухэлектронной атомной системы с зарядом яд-
ра Z: [

1

2
Δ1 − 1

2
Δ2 − Z

r1
− Z

r2
+

1

r12

]
ϕ = Eϕ. (2)

Очевидно, что волновая функция ϕ = ϕ(r1, r2),
описывающая начальное связанное состояние долж-
на принадлежать дискретному спектру (E ≤ 0) и
удовлетворять условиям

ϕ(r1, r2) = O(rli) при r → 0, i = 1, 2,

ϕ(r1, r2) → 0 при r → ∞, i = 1, 2.
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Функции основного состояния атома гелия: сплошная линия наш расчет (8), штриховая линия — расчет по формуле (1)

Модельная волновая функция основного состоя-
ния атома гелия (c Z = 2)

|ϕ0〉 =
∑
lλ

Nl∑
n=1

Nλ∑
ν=1

α0
nνlλ|(nl)(νλ) : 00〉, (3)

представляется в виде разложения по базисному на-
бору хартри-фоковского типа. Величина Nl подби-
рается независимо для каждой парциальной волны
для обеспечения оптимальной сходимости расчетов.

Отметим, что в выражении (3) нет явного учета
корреляции атомных электронов:

|(nl)(νλ) : LM〉 = 1

r1r2
×

× P
[
χ
(2)
nl (r2)χ

(2)
νλ (r1)YlλLM (r̂2, r̂1)

]
, n ≤ Nl,

|(nl)(νλ) : LM〉 = 1

r1r2
×

× P
[
χ
(2)
nl (r2)Φ

(2)
νλ (r1)YlλLM (r̂2, r̂1)

]
, n > Nl,

(4)

где

YlλLM (r̂2, r̂1) =
∑
mμ

〈lmλμ|LM〉Ylm(r̂2)Yλμ(r̂1).

Функция χ
(Z)
nl определяет псевдосостояние электро-

на в водородоподобном ионе с зарядом ядра Z и яв-
ляется решением двухчастичного уравнения Шре-
дингера:[

1

2

d2

dr2
− l(l + 1)

r2
+ εnl +

Z

r

]
χ
(Z)
nl = 0, (5)

где εnl — энергия псевдосостояния с квантовыми
числами nl. Волновые функции псевдосостояний в
предлагаемом методе ищутся в виде разложения по
квадратично-интегрируемым базисным функциям

χ
(Z)
nl (r) =

Nl∑
n=1

dlmnΦml(ξlr), (6)

где функции Φml(ξlr) образуют лагерровский базис

Φml(ξlr) =

√
m!

(m+ 2l+ 1)!
(ξlr)

l+1 ×

× exp

(
ξl
2
r

)
L2l+1
m (ξlr), (7)

ξl — параметр базиса, L2l+1
m (ξlr) — присоединенные

полиномы Лагерра.
В случае атома гелия использование предлага-

емого подхода позволяет получить энергию связи
атома гелия равной 2.90362 ат. ед., что находится в
очень хорошем согласии с экспериментальным зна-
чением 2.90370 ат. ед. Однако для получения тако-
го результата требуется учитывать более двадцати
членов разложения в выражении (6), что делает за-
труднительным аналитический анализ выражений,
использующих такую функцию.

В данной работе для упрощения вида модель-
ной волновой функции в выражении (3) мы огра-
ничились s-состояниями атома гелия. Для случая
Nl=0 = 3, ξl=0 = 4 волновая функция атома гелия,
построенная по методу псевдосостояний, имеет сле-
дующий вид (в ат. ед.):
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Таблица. Энергии и средние величины для модельных волновых функций

Модельная
функция

−〈E〉 〈ri〉 〈r2i 〉 〈1/ri〉 〈r12〉 〈r212〉 〈1/r12〉 〈r1r2〉

ϕC3 2.8785 0.8613 0.9951 1.7665 1.3385 2.2057 0.9934 −0.1168

ϕs
0 2.8781 0.9241 1.1694 1.6890 1.3725 2.3386 0.9935 +0.3651

Точные
значения из [9]

2.9037 0.9295 1.1935 1.6883 1.4221 2.5164 0.9458 −0.0647

ϕs
0 = P

[
1.94677e−2(r1+r2)(0.5− 0.60684r1 +

+ 0.65906r21 + 0.94300r1r2 − 1.00201r1r
2
2 +

+ 0.22041r21r
2
2)
]
. (8)

На рисунке приведено сравнение графиков вол-
новых функций (1) и (8) для двух случаев. В первом
случае при r1 = 0 (рис. а) волновые функции прак-
тически не отличаются друг от друга; во втором —
при r1 = r2 (рис. б) различия в волновых функциях
очевидны, хотя «отключение» радиальной корреля-
ции в (1) формально должны делать используемые
численные модели близкими.

В таблице проведено сравнение результатов рас-
четов по формулам (1) и (8) и точных значений
средних значений величин, входящих в (1), из чего
можно сделать выводы о качестве каждой из вол-
новых функций в различных областях конфигура-
ционного пространства. Из сравнения результатов
расчетов можно сделать вывод о том, что, несмот-
ря на отсутствие явного учета корреляции атомных
электронов в формуле (8), результаты этой модели
в целом несколько лучше модели (1), в которой вы-
полнен явный учет радиальной корреляции. Исклю-
чение составляет лишь последний столбец таблицы.

В заключение отметим, что несмотря на то, что в
данной работе не затрагивается вопрос построения
волновых функций непрерывного спектра атома
гелия, в работах [7, 8] показано, что учет корреля-
ции применительно к процессам рассеяния крайне

важен и должен вестись как в начальном, так и в
конечном состояниях квантовой системы.
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