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Представлены результаты численных исследований динамики двух одноименно заряженных частиц во
внешнем электрическом поле. Выполнен подробный анализ процессов формирования «скачков» (т. е.
спонтанной смены позиций) частиц в устойчивом квазиравновесном состоянии системы. Обнаружено,
что с ростом температуры частиц происходит существенное изменение как динамических, так и струк-
турных свойств моделируемых систем вблизи некоторого критического параметра неидеальности.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Вопросы о применимости теории скачков к опи-
санию процессов массопереноса в жидкости или в
твердом теле (кристаллической структуре) обсуж-
даются на протяжении нескольких последних деся-
тилетий [1–5] и вызывают значительный интерес в
различных областях науки и техники (физике плаз-
мы, биологии, физике полимеров и т. д.) [1–9]. В рам-
ках данной теории считается, что блуждание неко-
торой «активной» частицы по узлам реальной (для
твердого тела) или воображаемой (в случае жидко-
сти) кристаллической решетки после большого чис-
ла скачков описывается уравнением диффузии с ко-
эффициентом диффузии D, который имеет экспо-
ненциальную зависимость от температуры T час-
тиц:

D = D0 exp(−Q/T ), (1)

где D0 — коэффициент диффузии, а величина Q

определяется энергией активации скачков. Приме-
нимость такого подхода неоднократно обсуждалась
в литературе [2–9]. Проверка корректности аппрок-
симации (1) для сильно коррелированных жидкост-
ных сред с различными типами взаимодействия
между частицами системы была выполнена в чис-
ленных работах [10–12]. Результаты упомянутых ра-
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бот показывают, что для моделируемых систем с эф-
фективным параметром неидеальности Γ∗ в диапа-
зоне от Γ∗

c/2 до Γ∗
c соотношение (1) хорошо описыва-

ет температурную зависимость коэффициента диф-
фузии частиц; здесь Γ∗

c — величина параметра Γ∗ на
линии плавления кристаллической объемно-центри-
рованной решетки. (Для систем с кулоновским вза-
имодействием величина Γ∗ ≡ Γ = Q2/(T ld), Q — за-
ряд частиц, ld — среднее межчастичное расстояние,
T — температура частиц в энергетических едини-
цах.)

Тем не менее непосредственное наблюдение скач-
ков даже в случае моделируемых многочастичных
(протяженных) систем весьма затруднительно. Что
касается реальных экспериментов (например, в пы-
левой плазме) с малым количеством частиц, то за-
частую спонтанная смена позиций этих частиц про-
исходит за время, значительно меньшее доступного
физически, что вызывает трудности для коррект-
ной фиксации зависимости количества таких скач-
ков от времени современными средствами диагно-
стики. Само присутствие скачков в монослойной ра-
диальной системе, состоящей из семи заряженных
пылевых частиц, недавно наблюдалось как при чис-
ленном моделировании, так и в реальных экспери-
ментах, выполненных в плазме ВЧ-разряда [13].

В настоящей работе динамика формирования
скачков в системах заряженных частиц рассматри-
вается на примере двух частиц, взаимодействующих
с кулоновским потенциалом ϕ = Q/l (где l — рассто-
яние между частицами) для условий близких к усло-
виям лабораторных экспериментов в газоразрядной

423

http://dx.doi.org/10.7868/S0044451017080193


И. И. Лисина, О. С. Ваулина ЖЭТФ, том 152, вып. 2 (8), 2017

плазме. Анализ таких малоразмерных двухчастич-
ных систем позволяет получить качественную кар-
тину особенностей динамики скачков в протяжен-
ных системах, поскольку большинство из существу-
ющих теоретических и численных моделей, исполь-
зуемых для исследования физических характери-
стик неидеальных сред, опирается на приближение
парного взаимодействия.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Численное исследование структурных и динами-
ческих свойств систем, состоящих из двух иден-
тичных заряженных частиц массой M и зарядом
Q, взаимодействующих с кулоновским потенциалом,
выполнялось методом молекулярной динамики Лан-
жевена. Техника моделирования подробно описана в
работах [5, 6].

Заряженные частицы находились в поле силы тя-
жести Mg, скомпенсированном внешним электриче-
ским полем E(r, z) ловушки с цилиндрической сим-
метрией с радиальной составляющей Er = βrr и
вертикальной составляющей Ez = E0

z + βzz. Здесь
r ≡ (x2 + y2)1/2 — радиальная координата, z — вер-
тикальная координата (по оси, параллельной силе
тяжести), βr и βz — величины градиентов электри-
ческого поля, а значение E0

z определяется балансом
сил, действующих в системе. Отношение величин
градиентов внешнего электрического поля βr/βz из-
менялось от 1.5 до 3. В соответствии с теорией
[14–17] для случая двух идентичных частиц при
βr > βz наблюдалась их вертикальная конфигура-
ция (см. рис. 1).
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Рис. 1. Вертикальная конфигурация двух взаимодейству-
ющих частиц в электрическом поле ловушки E = E(z, r)

с цилиндрической симметрией

Величина параметра масштабирования ξ = ω/ν

варьировалась в диапазоне от ≈ 1/3 до 3, харак-
терном для условий лабораторных экспериментов в
газоразрядной плазме [5, 6]; здесь ω = Q(l3dM)−1/2,
a ν — коэффициент трения частицы за счет ее
столкновений с нейтральными частицами окружа-
ющего газа. Шаг интегрирования составлял Δt ≈
≈ (80max[ω; ν])−1, время расчетов после установле-
ния равновесного состояния tc системы варьирова-
лось в пределах от ∼ 105/ν до ∼ 106/ν.

В результате численных исследований наблюда-
лось формирование «скачков» частиц, заключаю-
щихся в спонтанной смене их позиций в процессе
существования устойчивой вертикальной конфигу-
рации системы.

Траектории частиц за время t ≈ 1000/ν и их вер-
тикальные смещения за время t ≈ 10000/ν для ци-
линдрической ловушки с βr/βz = 1.5 при различ-
ных параметрах неидеальности Γ = Q2/(T ld) пока-
заны на рис. 2. Скачок в системе заряженных час-
тиц — это процесс, имеющий случайную природу.
Для его возникновения необходимы удобное распо-
ложение, стечение направлений движения и абсо-
лютных значений скоростей частиц. Следует отме-
тить, что спонтанная смена позиций частиц в сис-
теме, состоящей из двух частиц, обычно происхо-
дит за время, много меньшее tl ≈ (max[ω; ν])−1,
а их частота N/(νt) � 1; здесь N/(νt) — количе-
ство скачков в единицу времени (N(t)/t ≈ сonst) за
время торможения, равное 1/ν. При этом величина
N/(νt) существенно уменьшается с ростом парамет-
ра Γ и/или с ростом коэффициента трения частиц ν

(см. рис. 3). Указанные обстоятельства могут приве-
сти к трудностям корректной фиксации количества
таких скачков современными средствами диагности-
ки в условиях реальных экспериментов.

Было обнаружено, что с ростом температуры
частиц (с уменьшением параметра Γ) происходило
существенное изменение структурных и динамичес-
ких свойств моделируемой системы вблизи некото-
рого критического параметра Γ ≈ Γ0, см. табл. 1.

Так, например, функциональная зависимость ко-
личества скачков N/t от параметра неидеальности,
N/t(Γ), как в области Γ > Γ0, так и в области Γ <

< Γ0 имела выраженный экспоненциальный харак-
тер (см. рис. 3), однако с разными коэффициентами
такой аппроксимации:

N

νt
≈ Ac exp

(
−BcΓ

Γ0

)
при Γ > Γ0, (2a)

N

νt
≈ Al exp

(
−BlΓ

Γ0

)
при Γ < Γ0. (2b)
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Рис. 2. Иллюстрации траекторий частиц за время t ≈ 1000/ν (верхний ряд) и их вертикальных смещений за время
t ≈ 10000/ν (нижний ряд) для системы при βr/βz = 1.5 и Γ = 40 (а), 32 (б), 24 (в). Траектории частиц отмечены

разными цветами

Таблица 1. Параметр Γ0 и коэффициенты аппроксимаций (2a), (2b) для ξ = 1 при различных отношениях βr/βz

βr/βz Γ0 Bc Bl Ac Al

3 3.750± 0.125 2.14± 0.05 1.69± 0.05 0.41 0.265

2 8.50± 0.25 2.95± 0.05 2.48± 0.05 0.395 0.23

1.5 20.8± 0.5 4.07± 0.05 3.56± 0.05 0.26 0.163

Коэффициенты аппроксимаций (2a), (2b) пред-
ставлены в табл. 1 для ξ = 1 при различ-
ных отношениях βr/βz. Зависимости коэффи-
циентов Bc = −Γ0 ln (N/(νt)/Ac) /Γ и Bl =

= −Γ0 ln (N/(νt)/Al) /Γ, найденных путем об-
работки численных данных N/t, от отношения
Γ/Γ0 для ξ = 1 представлены на рис. 4.

Зависимости коэффициентовBc и Bl от Γ/Γ0 для
случая βr/βz = 2 при разных параметрах масшта-
бирования ξ показаны на рис. 5. Легко увидеть, что
значения Bc и Bl изменяются в пределах числен-
ной ошибки и соответствуют значениям, указанным
в табл. 1. Коэффициенты Ac и Al аппроксимаций
(2a), (2b) для βr/βz = 2 при различных ξ даны в
табл. 2; ошибка указанных значений не превышает

3%. Было обнаружено, что отношение коэффициен-
тов Ac/Al практически не зависит от параметра ξ,
при этом их величина пропорциональна ξ∗ = ξ(ξ+1),
см. табл. 1.

В заключение отметим, что при Γ < Γ0 наб-
людалось изменение (уменьшение) наиболее веро-
ятного расстояния между двумя частицами систе-
мы ldm, которое соответствует максимуму парной
корреляционной функции g(l). Функции g(l/l0) для
βr/βz = 2 при различных параметрах Γ показаны на
рис. 6; здесь l0 — наиболее вероятное межчастичное
расстояние ldm при Γ > Γ0. Зависимости ldm/l0 от
отношения Γ/Γ0 для различных βr/βz представлены
на рис. 7.
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Таблица 2. Коэффициенты Ac и Al (2a), (2b) для βr/βz = 2 при различных ξ

ξ Ac Al Ac/Al ξ∗ = ξ(ξ + 1) Ac/ξ
∗ Al/ξ

∗

3 2.27 1.334 1.7 12 5.29 9.0

1.77 0.9 0.525 1.71 4.9 5.45 9.33

1 0.395 0.23 1.72 2 5.07 8.7

0.5 0.145 0.086 1.69 0.75 5.18 8.72

0.333 0.08 0.047 1.7 0.444 5.55 9.45

4 6 8 10 12 14

�
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10– 2
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N t/�

Рис. 3. Зависимости отношения N/(νt) от Γ для βr/βz = 2

при ξ = 1 (1), 0.5 (2). Символы — результаты численных
расчетов. Жирные кривые — аппроксимация (2b), тонкие
кривые — аппроксимация (2a). Коэффициенты аппрокси-

маций (2a), (2b) представлены в табл. 1, 2

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполнены численные исследования динамики
двух одноименно заряженных частиц в электричес-
ком поле ловушки с цилиндрической симметрией.
Расчеты выполнялись для кулоновского взаимодей-
ствия частиц при различных коэффициентах трения
и соотношениях величин градиентов (вертикального
и радиального) внешнего электрического поля.

Подробно исследованы процессы формирования
«скачков» частиц, заключающихся в спонтанной
смене их позиций, в условиях существования устой-
чивой вертикальной конфигурации системы. Обна-
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1
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3

� �/ 0

B B
c l
,

Рис. 4. Зависимости коэффициентов Bc (белые символы)
и Bl (серые символы) от отношения Γ/Γ0 для ξ = 1 при

различных βr/βz = 1.5 (1), 2 (2), 3 (3)

ружено, что с ростом температуры частиц проис-
ходит существенное изменение структурных и ди-
намических свойств моделируемой системы вблизи
некоторого критического параметра неидеальности
Γ = Γ0. Так, например, при Γ < Γ0 наблюдалось
изменение (уменьшение) наиболее вероятного меж-
частичного расстояния, а также изменение функци-
ональной зависимости количества скачков, N/t, от
величины параметра неидеальности системы. Сле-
дует отметить, что как в области Γ > Γ0, так и в
области Γ < Γ0 функция N/t имела выраженный
экспоненциальный характер, N/t ∝ exp(−BΓ), од-
нако значение коэффициента B существенно изме-
нялось: B = Bc при Γ > Γ0, B = Bl при Γ < Γ0, при
этом Bc > Bl.
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Рис. 5. Зависимости коэффициентов Bc (белые символы)
и Bl (серые символы) от отношения Γ/Γ0 для βr/βz = 2

при различных ξ = 3 (◦), 1 (�), 0.333 (♦)
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Рис. 6. Функция g(l/l0) для βr/βz = 2 при различных
Γ = 13.5 (1), 10 (2), 7.5 (3), 4 (4)

Предполагается, что особенности, наблюдаемые
вблизи Γ ≈ Γ0, могут быть обусловлены формиро-
ванием амплитудной неустойчивости в двухчастич-
ной системе (подобной той, что вызывает плавление
протяженных систем частиц). Данный вопрос тре-
бует отдельного рассмотрения.

Результаты настоящей работы могут быть
полезны для качественного анализа динамики про-
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Рис. 7. Зависимости ldm/l0 от отношения Γ/Γ0 для раз-
личных βr/βz = 1.5 (1), 2 (2), 3 (3). Сплошные линии

соответствуют ξ = 3, символы — ξ = 1/3

тяженных систем, которые представляют интерес
в физике плазмы, медицине, биологии, физике
полимеров и коллоидных систем.
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