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Исследованы свойства джозефсоновского перехода с 2π- и 4π-периодическими компонентами сверхпро-
водящего тока. Такой переход в области малых напряжений демонстрирует 4π-периодичность разности
фаз даже при амплитуде майорановского тока, много меньше джозефсоновского, что позволяет наблю-
дать осцилляции джозефсоновского тока с дробным периодом при малой диссипации β < 1 в области
гистерезиса. Влияние майорановской 4π-периодической компоненты тока проявляется также в изменении
последовательности ступенек в лестничной структуре, возникающей на вольт-амперной характеристике
перехода. Определен интервал амплитуд внешнего электромагнитного излучения, в котором наиболее
существенно проявление на вольт-амперной характеристике дробного эффекта Джозефсона.

DOI: 10.7868/S0044451017080156

1. ВВЕДЕНИЕ

Майорановские фермионы (частицы, которые
являются идентичными со своими анти-частицами
и описываются реальными волновыми функциями)
привлекают огромный интерес в последние годы в
связи с тем, что такие фермионы могут быть исполь-
зованы как кубиты в квантовом компьютере. Было
выдвинуто несколько предложений по обнаружению
таких фермионов в системах конденсированного со-
стояния [1–8]. В частности, майорановские ферми-
оны могут быть реализованы как локализованные
внутрищелевые состояния в сверхпроводнике [4–8].
Такие состояния могут возникать на концах одно-
мерной (1D) полупроводниковой проволоки с силь-
ной спин-орбитальной связью в магнитном поле под
воздействием эффекта близости s-волнового сверх-
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проводника [5, 6]. В таком случае в переходе мо-
жет течь как обычный 2π-периодический джозефсо-
новский ток, так и майорановский ток [9, 10]. Джо-
зефсоновский переход (ДП) в присутствии майора-
новских связанных состояний показывает 4π-перио-
дичность колебаний сверхпроводящего тока [11], а
вольт-амперная характеристика (ВАХ) такого ДП,
в отличие от его тривиальных аналогов, демонстри-
рует только четные ступени Шапиро. Эта особен-
ность названа дробным эффектом Джозефсона и
активно исследуется в последние годы в различных
системах, так как может являться эксперименталь-
ным свидетельством образования таких фермионов.
Другой возможностью обнаружить майорановские
состояния является измерение пика туннельной про-
водимости внутри сверхпроводящей щели [12].

Проведенные до настоящего времени экспери-
менты по обнаружению майорановских фермионов в
системах конденсированного состояния неоднознач-
ны. Экспериментальные измерения пика проводи-
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мости [13] показали, что этот пик не приводит к
ожидаемому значению 2e2/h туннельной проводи-
мости и слабо защищен от помех [14, 15]. Вслед-
ствие этого, обнаружение четных ступеней Шапи-
ро при V = n�ωJ/e (и отсутствие нечетных сту-
пеней (2n + 1)�ωJ/2e, где ωJ — частота Джозефсо-
на, n — целое число, V — приложенное внешнее на-
пряжение) обеспечивает более надежный способ де-
тектирования майорановских фермионов. Он пред-
ставляет собой фазово-чувствительный метод, кото-
рый свободен от влияния беспорядка [16]. Следова-
тельно, дробный эффект Джозефсона в переходах с
нетривиальными барьерами является одним из наи-
более перспективных методов обнаружения майора-
новских фермионов [17, 18].

Как было показано в работе [11], на ВАХ RCSJ-
перехода в присутствии майорановских связанных
состояний и при наличии внешнего излучения по-
являются также нечетные ступени Шапиро. Они
проявляются даже в отсутствие 2π-периодического
члена в ток-фазовом соотношении. Нечетные ступе-
ни имеют субгармоническую природу и качествен-
но отличаются от гармонических нечетных ступеней
обычных переходов [11]. Кроме того, в джозефсо-
новских переходах с емкостью в присутствии майо-
рановских связанных состояний на вольт-амперной
характеристике возникает дополнительная лестнич-
ная структура.

В работе [18] был рассмотрен джозефсоновский
переход в рамках RSJ-модели с двумя компонентами
тока. Полученные вольт-амперные характеристики
демонстрируют уменьшение размера нечетных сту-
пеней Шапиро при уменьшении частоты внешней
вынуждающей силы. Было показано, что подобное
поведение вызвано наличием майорановских свя-
занных состояний и может, в принципе, наблюдать-
ся даже при амплитуде 2π-периодической компонен-
ты тока, много большей амплитуды 4π-периодичес-
кой.

Однако в работе [18] не учитывается влияние ем-
кости перехода. Для того чтобы отразить экспери-
ментальную ситуацию, мы рассмотрели джозефсо-
новский переход с двумя компонентами сверхпрово-
дящего тока, описываемый в рамках RCSJ-модели.
В разд. 3 мы обсуждаем влияние диссипации на про-
явление периодичности в динамике разности фазы и
напряжения. В разд. 4 проведен сравнительный ана-
лиз лестничных структур для переходов типа s–s,
p–p и перехода с двумя компонентами сверхпрово-
дящего тока. В разд. 5 рассмотрено влияние ампли-
туды внешнего излучения на проявление дробного
эффекта Джозефсона.
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Рис. 1. a) Схематическое представление джозефсоновско-
го RCSJ-перехода в цепи [11]. Переход состоит из двух
s-волновых сверхпроводников и полупроводниковой про-
волоки на них. Проволока имеет диаметр L и длину r.
б) RCSJ-модель, учитывающая соответственно токи Джо-

зефсона IJ , смещения IC и квазичастичный IR

2. МОДЕЛЬ И МЕТОДЫ

Рассматриваемый нами джозефсоновский пере-
ход, подключенный к источнику постоянного тока,
показан на рис. 1. Он состоит из двух сверхпровод-
ников с s-спариванием и полупроводниковой про-
волоки. Проволока за счет эффекта близости ста-
новится сверхпроводящей с p-волновой симметрией.
Ее длина r � 1, следовательно, можно пренебречь
рекомбинацией майорановских состояний [18]. От-
метим, что данный анализ применим для топологи-
ческих сверхпроводников в 1D-геометрии [5, 6] при
условии, что поперечный размер проволоки L мень-
ше длины когерентности.

Джозефсоновский переход, показанный на
рис. 1, поддерживает локализованные андреевские
связанные состояния на краях проволоки, которые
могут быть получены в виде решения уравнения Бо-
голюбова – де Жена (BdG). Такие локализованные
решения имеют спектр1) [16]

E = −Δ0

√
D cos(ϕ/2), (1)

где Δ0 — амплитуда сверхпроводящей щели, ϕ —
разность фаз в переходе, D — параметр прозрачнос-
ти барьера.

1) Дисперсия энергии остается одинаковой для одномерных
джозефсоновских переходов с эффективным p-спариванием
[5, 6] без поперечной импульсной зависимости χ1. Поэтому
все наши результаты применимы к таким переходам без ин-
тегрирования по модам поперечного импульса в (2).
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Рис. 2. a) ВАХ перехода с двумя компонентами сверхпроводящего тока при β = 2, γ = 0.316, δ = 1; штриховыми линиями
обозначены области расчета временных зависимостей напряжения и разности фаз. б,в) Временная зависимость фазы
соответственно в областях I = 1.22 и I = 1.82. г,д) Временная зависимость напряжения; значения тока те же, что и для

рис. б,в

Джозефсоновский ток можно получить диффе-
ренцированием (6)

IJ (ϕ) =
2e

�

∂E

∂ϕ
=

eΔ0

�

√
D sin

(ϕ
2

)
, (2)

он имеет 4π-периодичность, и замена ϕ → 2eV t/� в
уравнении (2) при наличии базового напряжения V

ведет к дробному переменному эффекту Джозефсо-
на [16].

RCSJ-модель (см. вставку на рис. 1) включа-
ет резистивную компоненту, учитывающую процесс
диссипации, которая может возникнуть при квази-
частичном туннелировании, а также шунтирование
емкостью C, чтобы учесть токи смещения из-за воз-
можного накопления заряда на слоях [19]. Фазовая
динамика в этой модели с учетом уравнения (2) и в
присутствии внешнего излучения описывается урав-
нением [11,19]

ϕ̈+ βϕ̇+ IJ (ϕ) = I +A sin(ωτ), (3)

где A и ω — амплитуда и частота внешнего излу-
чения, β =

√
�/(2eIcR2C0), R и C0 — сопротивле-

ние и емкость перехода. Мы нормировали I, IJ и A

на критический ток перехода Ic, время нормирова-
но на обратную плазменную частоту τ = tωp, где
ωp =

√
2eIc/(�C0). Для расчета вольт-амперной ха-

рактеристики используется система уравнений

ϕ̈+ βϕ̇+ IJ (ϕ) = I +A sin(ωτ),

V = dϕ/dτ,
(4)

где V нормировано на V0 = �ωp/2e. Полученная сис-
тема решается численно методом Рунге –Кутта чет-
вертого порядка.

Возникновение майорановских состояний в сис-
теме не является помехой для протекания обычного
джозефсоновского тока [9, 10], и сверхпроводящий
ток может быть представлен суммой майорановско-
го и обычного джозефсоновского токов. В нормиро-
ванном виде выражение для сверхпроводящего тока
принимает вид

Is = IJ (φ)/Ic = γ sin(φ/2) + δ sin(φ), (5)

где параметры γ и δ определяют вклад соответ-
ственно 4π- и 2π-периодического джозефсоновского
тока. В рассматриваемых нами случаях δ = 0, 1.

3. ПЕРЕХОД С ДВУМЯ КОМПОНЕНТАМИ
СВЕРХПРОВОДЯЩЕГО ТОКА

Анализ поведения разности фаз и напряжения
для перехода с двумя компонентами сверхпроводя-
щего тока в 1D-геометрии приведен в приложении
к работе [18]. 4π-периодичность в динамике систе-
мы проявляется даже если величина майорановско-
го тока на порядок меньше обычного джозефсонов-
ского. В данной работе мы рассматриваем влияние
диссипации на свойства такого перехода.
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На рис. 2 приведены результаты расчетов при
параметре диссипации β = 2. Рисунок демонстри-
рует изменение периодичности в динамике разности
фаз и напряжения после перехода системы в рези-
стивное состояние. На рис. 2а мы видим безгисте-
резисную ВАХ со смещением критического тока на
величину ΔI ≈ γ/

√
2, что связано с увеличением

суммарной амплитуды сверхпроводящего тока. Ди-
намика разности фаз в области перехода в резистив-
ное состояние, представленная на рис. 2б, показыва-
ет 4π-периодичность, которая размывается по мере
удаления в область больших токов. Для значений
тока I = 1.82 колебания разности фаз имеют 2π-пе-
риодичность, что отражено на рис. 2в.

Подобное изменение динамики разности фаз
можно объяснить, рассмотрев временную зависи-
мость напряжения, представленную на рис. 2г,д.
Разница во времени между двойными пиками на-
пряжения Δτ в области перехода (Δτ ≈ 100, см.
рис. 2г) уменьшается по мере удаления от нее (Δτ ≈
≈ 10, см. рис. 2д). Уменьшение периода осцилляций
напряжения связано с изменением периода на вре-
менной зависимости разности фаз. Данные резуль-
таты, полученные при большой диссипации, хорошо
согласуются с результатами, полученными в рабо-
те [18].

Уменьшение параметра диссипации β = 0.8 при-
водит к появлению гистерезиса на ВАХ перехода
с двумя компонентами сверхпроводящего тока (см.
рис. 3а). Значение среднего напряжения в области
переключения в этом случае больше, a период раз-
ности фаз равен 2π, это показано на рис. 3б. Рас-
чет временной зависимости разности фаз, прове-
денный в области тока возврата и представленный
на рис. 3в, показывает 4π-периодичность. Отметим,
что, как и в случае с β = 2, 4π-периодичность на-
блюдается при малых значениях напряжения.

Таким образом, можно сделать вывод о том, что
периодичность в динамике системы с двумя компо-
нентами тока зависит от величины среднего напря-
жения на переходе. При малом значении V период
равен 4π, при значениях больше V = 1.5 период ста-
новится 2π. Следовательно, вклад 4π-периодической
компоненты тока играет существенную роль при ма-
лых значениях напряжения. Изменение диссипации
же приводит к увеличению или уменьшению накло-
на ВАХ, в результате чего дробный эффект Джо-
зефсона при β < 1 может проявляться только в об-
ласти гистерезиса.
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Рис. 3. a) ВАХ перехода с двумя компонентами сверхпро-
водящего тока при β = 0.8, γ = 0.316, δ = 1; штриховыми
линиями обозначены области расчета временных зависи-
мостей разности фаз, а полые стрелки указывают направ-
ление расчета. б) Временная зависимость разности фаз в
области I = 1.22 при γ = 0.316, δ = 1. в) Временная зави-
симость разности фаз в области тока возврата при I = 1,

γ = 0.316, δ = 1
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Рис. 4. Лестничные структуры на ВАХ, возникающие под действием внешнего излучения с частотой ω = 0.5: a — обыч-
ный джозефсоновский переход (амплитуда внешнего излучения A = 0.8, β = 0.2); б — p–p-переход с коэффициентом
прозрачности барьера D = 0.7 (A = 0.6); в — переход с двумя компонентами тока при δ = 1 и γ = 0.316 (A = 0.72)

4. СВЕРХПРОВОДЯЩИЙ ТОК В ОБЛАСТИ
ЛЕСТНИЧНОЙ СТРУКТУРЫ

Учет емкости джозефсоновского перехода при-
водит к хаотическому поведению системы во внеш-
нем электромагнитном поле в некоторой области па-
раметров. В частности, облучение перехода элек-
тромагнитными волнами с малой частотой приво-
дит к появлению таких эффектов, как структурный
хаос, «танцующие» ступеньки Шапиро и лестнич-
ные структуры на ВАХ [20,21]. Таким образом, на-
блюдать дробный эффект Джозефсона в емкостно-
шунтированном переходе с двумя компонентами то-
ка затруднительно. Одним из путей решения этой
проблемы является анализ структур с непрерывны-
ми дробями, описывающих последовательности сту-
пенек Шапиро в лестничных структурах.

Анализ различных наблюдаемых лестничных
структур, проведенный в работе [20], показывает,
что в общем случае положение ступеней Шапиро
следует формуле для непрерывных дробей:

V =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
N ± 1

n± 1

m± 1

p± . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ω, (6)

где N,n,m, p, . . . — положительные целые числа.
Члены, которые включают только N , соответству-
ют гармоникам основной ступеньки Шапиро. Дру-
гие члены описывают субгармоники, или дробные
ступеньки. Обычно в математической литературе
используется положительный знак для выражения
непрерывных дробей [22, 23]. Знак «минус» в фор-
муле (6) включен только для удобства, что позволя-
ет легко анализировать субгармоники в выбранном
интервале напряжения (или частоты).

На рис. 4 приведены лестничные структуры, воз-
никающие на ВАХ различных переходов. Лестнич-
ная структура обычного джозефсоновского перехо-
да при амплитуде A = 0.8 и частоте ω = 0.5 пока-
зана на рис. 4а. Порядок формирования ступеней
в такой структуре может быть описан непрерыв-
ной дробью V = (N +1/n)ω. В противоположность,
последовательность, возникающая в переходе, под-
держивающем майорановские связанные состояния,
описывается соотношением V = (N + 2/n)ω (см.
рис. 4б). Как уже отмечалось в работе [11], измене-
ния, возникающие в лестничных структурах, могут
рассматриваться как проявление майорановских со-
стояний в переходе. На рис. 4в видно, что переход
с двумя компонентами сверхпроводящего тока де-
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Рис. 5. a) ВАХ перехода с двумя компонентами тока при β = 1.2, ω = 3, A = 1, δ = 1; все кривые сдвинуты вправо на
величину δI = 0.5, а вставки демонстрируют ω- и 2ω-ступеньки. б) Зависимость ширины 2ω- и ω-гармоник ступеньки
Шапиро от амплитуды внешнего излучения A при γ = 0.95, D = 0.9, β = 1.2, ω = 3. Кружками на рисунке отмечены

данные для ω-ступеньки, квадратами — для 2ω-ступеньки

монстрирует последовательность ступенек, описы-
ваемую непрерывной дробью V = (N + 2/n)ω. Сле-
довательно, лестничная структура такого перехода,
несмотря на малую величину амплитуды майора-
новской составляющей γ = 0.316, отражает 4π-пе-
риодичность. Таким образом, последовательность
ступенек на ВАХ является универсальным мето-
дом детектирования майорановских фермионов в
емкостно-шунтированном джозефсоновском перехо-
де.

5. ВЛИЯНИЕ АМПЛИТУДЫ ВНЕШНЕГО
ИЗЛУЧЕНИЯ НА ДРОБНЫЙ ЭФФЕКТ

ДЖОЗЕФСОНА

Интересный результат можно получить при ис-
следовании влияния амплитуды внешнего излуче-
ния на дробный эффект Джозефсона в переходе
с двумя компонентами сверхпроводящего тока. На
рис. 5а показана ВАХ такого перехода при различ-
ных значениях параметра γ = 0, 0.7, 0.95. Амплиту-
да и частота внешнего излучения принимались рав-
ными соответственно A = 1 и ω = 3. На вставках
на рис. 5а видно, что величина ω-ступеньки не из-
меняется с изменением γ. В то же время ширина
2ω-ступеньки увеличивается при увеличении ампли-
туды майорановской компоненты. Сравнение ω- и
2ω-ступенек показывает, что величина первой гар-

моники больше второй при любых значениях ампли-
туды 4π-периодической компоненты тока.

С другой стороны, при расчете зависимости ши-
рины ступенек Шапиро от амплитуды внешнего из-
лучения, представленной на рис. 5б, мы наблюдаем
изменение ситуации. На рис. 5б видно, что четные
ступени преобладают над нечетными при A > 18.
Таким образом, 4π-периодичность сверхпроводяще-
го тока может проявлять себя при больших ампли-
тудах внешнего излучения.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение отметим, что в джозефсоновском
переходе с двумя компонентами сверхпроводя-
щего тока разность фаз при малых значениях
напряжения демонстрирует 4π-периодичность и
становится 2π-периодической с ростом напряжения.
Следовательно, вклад майорановской компоненты
тока играет существенную роль только при малых
значениях напряжения. Учет емкости ведет к
появлению хаоса на ВАХ при облучении перехода
электромагнитными волнами с малой частотой, что
делает невозможным наблюдать дробный эффект
Джозефсона при малых значениях напряжения.
Рассмотрение малых значений частоты внешнего
излучения ω = 0.5 приводит к появлению лест-
ничной структуры на ВАХ. Последовательность
ступеней в лестничной структуре перехода с двумя
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компонентами сверхпроводящего тока описывается
соотношением, совпадающим с таковым для пе-
рехода в присутствии майорановских связанных
состояний. Таким образом, анализ бесконечной
дроби, описывающей лестничную структуру, яв-
ляется универсальным методом детектирования
майорановских связанных состояний. Мы также
показали, что дробный эффект Джозефсона может
проявляется в переходе с двумя компонентами тока
при значениях амплитуды внешнего излучения
A > 18, где ширина 2ω-ступеньки больше ширины
ω-ступенек.

Исследования выполнены при финансовой
поддержке РФФИ (проекты №№15-51-61011,
16-52-45011), а также фонда поддержки науки при
Президенте Азербайджанской Республики (проект
№EIF-KETPL-2-2015-1(25)-56/01/1).
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