
ЖЭТФ, 2017, том 152, вып. 1 (7), стр. 197–204 c© 2017

УТОЧНЕННЫЙ ДИНАМИЧЕСКИЙ СТРУКТУРНЫЙ ФАКТОР
ЛИПИДНОГО БИСЛОЯ НА МАСШТАБАХ,

СРАВНИМЫХ С ЕГО ТОЛЩИНОЙ

В. Е. Захватаев*

Федеральный исследовательский центр
«Красноярский научный центр Сибирского отделения Российской академии наук»

660036, Кpаcнояpcк, Россия

Сибирский федеральный университет
660041, Кpаcнояpcк, Россия

Поступила в редакцию 13 января 2017 г.

Структурная неоднородность липидного бислоя является препятствием к применению классической мо-
дели Канхама –Хелфриха для описания его динамики на наноразмерных пространственных масштабах.
В настоящей работе для описания динамики флуктуаций плотности липидов используется уточненное
выражение для свободной энергии однокомпонентного липидного бислоя. В частности, для свободной
энергии, отнесенной к одной молекуле липида, используется выражение со слагаемым с градиентом
площади, приходящейся на молекулу липида [8]. Получено уточненное выражение для динамического
структурного фактора свободного липидного бислоя в гидродинамической области, которое приводит к
различиям в интерпретации и значениях параметров бислоя в сравнении со стандартной моделью.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Флуктуации плотности липидных бислоев на на-
норазмерных пространственных масштабах и пико-
секундных временных масштабах широко исследу-
ются теоретически и экспериментально [1–5]. Фо-
нонные возбуждения, соответствующие продольной
акустической моде, отвечают движениям углеводо-
родных цепей липидов в плоскости бислоя и воз-
никают в том числе в гидродинамической области
[4]. Эти высокочастотные (ГГц/ТГц) звуковые вол-
ны могут быть важны для функционирования био-
мембран, в частности для пассивного мембранного
транспорта [1–5].
В соответствии с результатами работ [3, 4] об-

ласть применимости гидродинамического описания
липидных мембран простирается до волновых чи-
сел фононных возбуждений 4–5 нм−1. Стандартный
подход к гидродинамическому описанию липидного
бислоя как двумерной пленки сжимаемой жидкости
состоит в использовании классических уравнений
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линейной неравновесной термодинамики — уравне-
ний Навье –Стокса в сопряжении со свободной энер-
гией Канхама –Хелфриха [6, 7]. Структурная неод-
нородность жидкого бислоя на пространственных
масштабах, сравнимых с толщиной бислоя, является
препятствием к применению классической модели
Канхама –Хелфриха [8]. Кроме того, этим простран-
ственным масштабам соответствуют временные мас-
штабы, сравнимые со временем релаксации напря-
жений τ , на которых липидный бислой приобретает
свойства вязкоупругой среды. На основе расчетов
методом молекулярной динамики в работе [3] пока-
зано, что для волновых чисел, меньших чем 5 нм−1,
динамика флуктуаций плотности однокомпонентно-
го липидного бислоя может быть описана в рамках
следующей двумерной гидродинамической модели:

∂ρ′

∂t
+ ρ′0divV

′ = 0,

ρ′0
∂V′

∂t
= −c′2

γ′ ∇ρ′ − c′2α′ρ′0
γ′ ∇T ′+

+

(
4

3
η′S + η′B

)
∇divV′,

ρ′0c
′
v

∂T ′

∂t
− (γ′ − 1)c′v

α′
∂ρ′

∂t
= λ′∇2T ′,

(1)
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где t — время, ρ′ и ρ′0 — поверхностная плотность
липидов и ее равновесное значение, V′ — (безвихре-
вое) поле скоростей, T ′ — температура, c′ — адиаба-
тическая скорость звука, η′S — сдвиговая вязкость
липидов, η′B — объемная вязкость, λ′ — теплопро-
водность, c′v — удельная теплоемкость при постоян-
ном объеме, γ′ — отношение удельных теплоемкос-
тей при постоянных давлении и объеме, α′ — коэф-
фициент теплового расширения, ∇ и div — градиент
и дивергенция по переменным в плоскости бислоя.
Несмотря на то что в выражениях (1) не учиты-

вается явно зависимость модулей упругости и ко-
эффициентов переноса от частоты, учет эффекта
вязкоупругости проводится неявно: высокочастот-
ные значения параметров в (1) получаются при под-
гонке данных моделирования методом молекуляр-
ной динамики к уравнениям (1). Таким образом,
система (1) рассматривалась в работе [3] в рам-
ках подхода обобщенной гидродинамики, в котором
модельные уравнения сохраняют форму уравнений
Навье –Стокса, но коэффициенты переноса зависят
от частоты возбуждений [9, 10].
На примере гидратированного бислоя 1,2-дими-

ристоил-sn-глицеро-3-фосфатидилхолина в работе
[3] было показано, что для волновых чисел, меньших
чем 5 нм−1, при соответствующей подгонке пара-
метров гидродинамические уравнения (1) достаточ-
но хорошо описывают динамический структурный
фактор липидного бислоя (триплет Рэлея –Бриллю-
эна), а скорость звука и коэффициент его затухания
соответствуют своим экспериментальным значени-
ям, несмотря на некоторые отклонения. Проводи-
мый ниже анализ основывается на этом результа-
те. В настоящей работе проведено обобщение систе-
мы уравнений (1) на основе уточненного выражения
[8] для свободной энергии липидного бислоя на про-
странственных масштабах, сравнимых с толщиной
бислоя. Получено соответствующее улучшенное вы-
ражение для динамического структурного фактора
липидной мембраны, которое приводит к различиям
в интерпретации и значениях параметров монослоев
в сравнении со стандартной моделью.

2. ГИДРОДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Пусть x, y, z — прямоугольные декартовы коор-
динаты. Рассмотрим свободную однокомпонентную
бислойную липидную мембрану, состоящую из двух
одинаковых монослоев, «+» и «−» (+/−). В рав-

новесном состоянии нормаль к бислою параллельна
оси z и монослои разделены плоскостью xy. Урав-
нение

z = h±(x, y, t)

задает положение границы раздела между гид-
рофобной частью монослоя +/− и гидрофильной
частью монослоя +/− относительно плоскости xy.
Усредненная форма мембраны и ее малые смещения
описываются уравнением

z = h(x, y, t) ≡ (h+ + h−)/2.

Толщина гидрофобной части монослоя +/− вдоль
нормали к границе раздела z = h±(x, y, t) определя-
ется как

u+/−(x, y) + d0,

где d0 — равновесная толщина гидрофобной части
монослоя. Локальные толщины монослоев опреде-
ляются конформацией углеводородных цепей липи-
дов, локальные изменения которой осуществляют-
ся на пикосекундном масштабе времени. Предпола-
гается, что гидрофобные цепи липидов (объемно)
несжимаемы, так что вариации толщины монослоя
эквивалентны вариациям поверхностной плотности
липидов:

u±

d0
=

ϕ±A − ρA0
ρA0

=
Σ0 − Σ±

Σ± ,

где ϕ±A — поверхностная плотность липидов на ней-
тральной поверхности в монослое +/− (приближен-
но совпадающей с границей раздела z = h±(x, y, t)),
ρA0 — равновесное значение поверхностной плотнос-
ти, Σ± — площадь, приходящаяся на молекулу ли-
пида монослоя +/−, Σ0 — соответствующая равно-
весная площадь.
В работе [8] использовалось следующее выраже-

ние для свободной энергии на одну молекулу липида
в монослое +/−:

a1
(
Σ±−Σ0

)2±a2H
±±a3

(
Σ±−Σ0

)
H±+a4(H

±)2 +

+ a5K
± + a6

(∇Σ±)2 + a7∇2Σ± + a8
(∇2Σ±)2 − μ,

где H± — средняя кривизна монослоя +/− (H± =

= ∇2h±/2), K± — его гауссова кривизна, μ — хи-
мический потенциал, a1–8 — постоянные коэффици-
енты. В предположении, что вариации поверхност-
ной плотности липидов и смещения мембраны малы,
свободная энергия бислоя запишется в представле-
нии Монжа в виде (с точностью до величин второго
порядка малости) [8]
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F =

∫ {
σ

(
ϕ+

1

2
(∇h)2 +

d20
2
(∇ϕ)2

)
+

+ kc
[
(ϕ−1)2+ϕ′2]+kb

[
(∇2h)2+d20(∇2ϕ)2

]
+

+ 2kbCd0∇2ϕ+
kb
d0

(C − C′Σ0) ×
× [

4d20(ϕ− 1)∇2ϕ+ 4d0ϕ
′∇2h

]
+

+ kgd
2
0

[
(∇ϕ)2 + (∇ϕ′)2

]
+

+ kg2d
4
0

[
(∇2ϕ)2 + (∇2ϕ′)2

]}
dx dy. (2)

Здесь

ϕ =
ϕ+A + ϕ−A

2ρA0
, ϕ′ =

ϕ+A − ϕ−A

2ρA0
,

kc = 2a1Σ0 — модуль поверхностной (изотермичес-
кой) сжимаемости монослоя, kb = a4/2Σ0 — изгиб-
ная жесткость монослоя, связанная с его средней
кривизной, C = a2/a4 — спонтанная кривизна мо-
нослоя, C′ = a3/a4 — модифицированная спонтан-
ная кривизна, обусловленная вариациями площади
поверхности монослоя, kg = 2(a6Σ0 + a7)/d

2
0 — по-

ложительный коэффициент, связанный с энергети-
ческим вкладом градиента площади, приходящейся
на молекулу липида, kg2 = 2a8Σ0/d

4
0 — коэффици-

ент, связанный со вкладом в свободную энергию от
лапласиана площади, приходящейся на одну моле-
кулу липида, σ = −2μ/Σ0 соответствует приложен-
ному натяжению. Считается, что деформации мем-
браны осуществляются без изменения ее топологии,
так что вклад в свободную энергию бислоя, связан-
ный с гауссовой кривизной, не учитывается. Выра-
жение (2) дано для изотермического случая.
Формально уравнение (2) соответствует извест-

ным ранее моделям липидного бислоя [11–14], одна-
ко имеются различия в интерпретации и значениях
коэффициентов. Слагаемые с коэффициентом kc в
подынтегральном выражении в (2) отражают вклад
сжатия – растяжения в свободную энергию. Также
в соотношении (2) отражен вклад изгибной энер-
гии монослоев [6,7]. Эти эффекты хорошо изучены.
Слагаемые с градиентом плотности липидов также
традиционно используются при описании вариаций
толщины мембраны [11–14]. Вклад в них могут да-
вать спонтанная кривизна мембраны, приложенное
извне натяжение и, как показано в работах [8,15,16],
градиент площади, приходящейся на молекулу ли-
пида (слагаемые с коэффициентом kg). Энергетиче-
ский вклад градиента площади, приходящейся на
молекулу липида, (градиента локальной толщины
бислоя) может быть обусловлен тем, что градиент
локальной толщины сопряжен с увеличением кон-

такта гидрофобных цепей липидов с водой, а так-
же другими физическими эффектами [8]. При на-
личии резкого градиента локальной толщины моно-
слоя значительная часть гидрофобных углеводород-
ных цепей липидов должна была бы оказаться в кон-
такте с водой (см. рис. 2 в [8] и рис. 1 в [17]), что по-
требовало бы высоких энергетических затрат. Энер-
гетически выгодней затратить энергию на упругие
деформации липидов так, чтобы сгладить скачок и
минимизировать суммарную (упругую и гидрофоб-
ную) энергию [17]. Деформации молекул липидов
в области значительных градиентов локальной тол-
щины монослоя могут соответствовать сжатию–рас-
тяжению и градиенту площади, приходящейся на
молекулу липида.
Коэффициент kg оценен [8] следующим образом:

kg ≈ 26–120 мН/м. Для экспериментальных данных
по грамицидиновому каналу, проанализированных в
работе [8], вклад kg существенно превосходит вкла-
ды спонтанной кривизны и натяжения мембраны.
Следует подчеркнуть, что добавление в выражение
для свободной энергии слагаемого с коэффициентом
kg согласуется с результатами экспериментов и чис-
ленных расчетов на наномасштабах [8]. Отметим,
что деформации молекул липидов в области суще-
ственных градиентов локальной толщины монослоя
могут также соответствовать сжатию–растяжению
и наклону молекул липидов к поверхности монослоя
(тилту) [17]. В приближении объемной несжимаемо-
сти угол t± наклона молекулы липида к нормали к
поверхности монослоя +/− подчиняется соотноше-
нию

t± = −∂u±

∂x
,

а в силу условия объемной несжимаемости имеем

∂(u±/d0)
∂x

=
∂(ϕ±A/ρA0 )

∂x
.

Поэтому слагаемое kgd
2
0(∇ϕ±A/ρA0 )

2 в выражении
для свободной энергии (2) эквивалентно энергетиче-
скому вкладу деформации тилта с заменой kg → kt,
где kt — упругий модуль тилта, оцениваемый как
40 мН/м [17]:

ktt
2 = ktd

2
0

(
∇ρ±A

ρA0

)2

.

Значение коэффициента kg2 пока не оценено.
Все величины в выражении (2) определены на

нейтральной поверхности каждого монослоя. Когда
мембрана искривлена, поверхностные плотности ли-
пидов, проектируемые на срединную поверхность
бислоя (граница контакта гидрофобных цепей ли-
пидов разных монослоев), обозначаемые далее как
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ρ±A, будут отличаться от плотностей ϕ±A на ней-
тральных поверхностях монослоев. Связь между ни-
ми определяется соотношением (с точностью до сла-
гаемых большего порядка малости)

ϕ±A = ρ±A(1± d0∇2h). (3)

Гидродинамическая модель свободной бислой-
ной липидной мембраны в изотермическом случае
записывается в виде [6, 7]

∂ρ±A

∂t
+ ρ±A

0 divV± = 0, (4a)

ρA0
∂V±

∂t
= −ρA0 ∇

δF

δρ±A
+

(
4

3
ηS+ηB

)
∇divV±±

± b(V− −V+), (4b)
δF

δh
= 0, (4c)

где V± — поле скоростей в монослое +/−, ηS —
поверхностная сдвиговая вязкость липидного моно-
слоя, ηB — объемная вязкость монослоя, b — фе-
номенологический коэффициент трения монослоев.
Рассматривается симметричный случай, когда ко-
эффициенты переноса липидных монослоев одина-
ковы. Уравнение (4a) выражает баланс массы, урав-
нение (4b) — баланс импульса в плоскости бислоя, а
(4c) — баланс импульса в поперечном направлении.
Слагаемое ρA0 ∇δF/δρ±A в уравнении (4b) соответ-
ствует градиенту поверхностного давления в моно-
слое при постоянной температуре.
Обобщим гидродинамическую модель липидно-

го бислоя на неизотермический случай. Во-первых,
выражение (2) для свободной энергии бислоя преоб-
разуем следующим образом:

F → F + F ′,

F ′ = −cvρ
A
0

2T0

[
(T+ − T0)

2 + (T− − T0)
2
]
+

+
kcα

ρA0

[
(ϕ+−ρA0 )(T

+−T0)+(ϕ−−ρA0 )(T
−−T0)

]
, (5)

где T± — температура в монослое +/−, T0 — равно-
весное значение температуры, γ — отношение удель-
ных теплоемкостей монослоя при постоянных дав-
лении и объеме, α — (изобарический) коэффициент
теплового расширения монослоя. Во-вторых, учтем
перенос энергии в бислое:

ρA0 T0
∂s±

∂t
= λ∇2T±, (6)

где s± — удельная энтропия в монослое +/−,
λ — теплопроводность монослоя. Обобщая извест-
ную формулу для поверхностной энтропии

s = − 1

Σ

∂F

∂T
,

определим s = −δF/δT , так что

s± = − 1

ρA0

δF

δT± . (7)

С учетом соотношений (2), (5) и (7) уравнение (6)
примет вид

ρA0 cv
∂T±

∂t
− (γ − 1)cv

α

∂ϕ±

∂t
= λ∇2T±,

где cv — удельная теплоемкость монослоя при по-
стоянном объеме.
В результате получим следующую систему урав-

нений:

∂ρ±A

∂t
+ ρA0 divV

± = 0,

ρA0
∂V±

∂t
= −ρA0 ∇

δF

δρ±A
+

(
4

3
ηS + ηB

)
×

×∇divV± ± b(V− −V+),

ρA0 cv
∂T±

∂t
− (γ − 1)cv

α

∂ϕ±

∂t
= λ∇2T±,

δF

δh
= 0.

(8)

Положим

ρ = ρ+A+ρ−A, ρ′ = ρ+A−ρ−A, V = V++V−,

V′ = V+ −V−, T = T+ + T−, T ′ = T+ − T−.

В системе (2), (3), (5), (8) задача для ρ′, V′, T ′ и h

отщепляется от задачи для ρ, V и T . В численных
расчетах и в экспериментах [1–5] исследовалась пре-
имущественно динамика только в плоскости бислоя,
что соответствует переменным ρ, V и T . Выпишем
задачу для этих переменных:

∂ρ

∂t
+ ρA0 divV = 0,

ρA0
∂V

∂t
= − 1

ρA0
(kc−k1∇2+k2∇4)∇ρ−kcα∇T +

+

(
4

3
ηS + ηB

)
∇divV,

ρA0 cv
∂T

∂t
− (γ − 1)cv

α

∂ρ

∂t
= λ∇2T,

(9)

где

k1 =

(
kg +

σ

2
− kb

C − C′Σ0

d0

)
d20,

k2 = (kb + d20kg2) d
2
0.

(10)
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Система уравнений (9) обобщает систему (1), сво-
дясь к последней при k1 = 0 и k2 = 0.
Несмотря на то что нами, как и в работе [3], не

учитывается явно зависимость модулей упругости и
коэффициентов переноса от частоты, учет эффекта
вязкоупругости проводится неявно: высокочастот-
ные значения параметров берутся из [3]. При этом
мы основываемся на результате работы [3], согласно
которому для волновых чисел, меньших чем 5 нм−1,
при соответствующей подгонке параметров система
уравнений (1) достаточно хорошо описывает дина-
мический структурный фактор и эксперименталь-
ные значения параметров липидного бислоя.

3. ДИНАМИЧЕСКИЙ СТРУКТУРНЫЙ
ФАКТОР ДЛЯ ЛИПИДНОГО БИСЛОЯ

Следуя работе [18], исключим divV из уравнений
(9) и применим к полученным уравнениям преоб-

разование Фурье по пространственным переменным
и преобразование Лапласа по времени. Тогда для
преобразования Фурье –Лапласа флуктуации плот-
ности,

ρ(q, s) =

∞∫
0

dt e−st

∫
R2

dr eir·qρ(r, t)

(r = (x, y), q = (qx, qy)),

и для преобразования Фурье начальных данных,

ρ(q) =

∫
R2

dr eir·qρ(r, 0),

получим

ρ(q, s) = ρ(q)
s2 + (a+ b)q2s+ abq4 + kc(γ − 1)q2/ρ0

s3 + (a+ b)q2s2 + [(γkc + k1q2 + k2q4)/ρ0 + abq2] q2s+ a(kc + k1q2 + k2q4)q4/ρ0
, (11)

где q = |q|, a = λ/ρA0 cv, b = (4ηS/3 + ηB)/ρ
A
0 .

Знаменатель в выражении (11) определяет дис-
персионное соотношение

s3+(a+b)q2s2+
[
(γkc+k1q

2+k2q
4)/ρ0+abq2

]
q2s+

+ a(kc + k1q
2 + k2q

4)q4/ρ0 = 0. (12)

Согласно результатам экспериментов и числен-
ных расчетов для гидратированных бислойных ли-
пидных мембран коэффициент затухания звука β =

= [b + a(1 − γ−1)]/2 и скорость звука c составля-
ют β ≈ 2.8 · 10−7 м2/с, c ≈ 2000 м/с в диапазоне
волновых чисел от 0.34 нм−1 до 5 нм−1 [3] и β ≈
≈ 5 · 10−7 м2/с, c ≈ 2000 м/с для волновых чисел
в окрестности 5 нм−1 [1]. При β ≈ 2.8 · 10−7 м2/с и
c ≈ 2000 м/с для q ≈ 0.5 нм−1 получим βq/c ≈ 0.07.
Соответственно имеем

bq

c
∼ O(βq/c),

aq

c
≤ O(βq/c).

Для низкочастотного (кГц/МГц) случая γkc ≈
≈ 0.14 Н/м [7]. В рассматриваемом высокочастот-
ном случае γkc = ρ0c

2 ≈ 16 Н/м при c ≈ 2000 м/с
по данным работы [3]. Для случая частот ГГц/ТГц
оценки коэффициентов k1, kb и kg2 автору неизвест-
ны. Для низкочастотного случая kb ≈ 4.15·10−20 Дж
[19] и k1/d

2
0 ≈ 26–120 мН/м [8]. В рамках макс-

велловской модели вязкоупругой среды натяжение

с ростом частоты преобразуется аналогично моду-
лю сжимаемости [20]. Слагаемое с коэффициентом
kg также соответствует поверхностному (линейно-
му) натяжению (на границе раздела фаз в монослое)
и вносит основной вклад в k1 [8].

Мы сделаем следующее ниже предположение
(13) о порядках значений параметров в высокоча-
стотном случае, основываясь на согласованности ре-
зультатов, полученных ниже на основе (13), с ре-
зультатами численного моделирования и экспери-
ментальных исследований:

bq/c0 ∼ O(ε), aq/c0 ∼ O(ε), (13a)

k1
ρ0

(
q

c0

)2

∼ O(ε),
k2q

2

ρ0

(
q

c0

)2

∼ O(ε), (13b)

где ε — малый параметр, c0 =
√
γkc/ρ0. Отме-

тим, что (13a) совпадает с условием, использован-
ным в [3].

Тогда для корней уравнения (12) в первом по-
рядке имеем

s = −a

γ
q2,

201



В. Е. Захватаев ЖЭТФ, том 152, вып. 1 (7), 2017

s = ±iqc0

{
1 +

q2

2c20

[
k1
ρ0

+
k2
ρ0

q2 − β2 +

+ (γ − 1)

(
γb

a
− 1

)
a2

γ2

]}
− βq2.

Динамический структурный фактор для липидного
бислоя, определяемый по корреляционной функции
Ван Хова,

S(q, ω) = 2Re lim
ε→0

〈ρ∗(q), ρ(q, s = ε+ iω)〉,

где 〈. . .〉 обозначает усреднение по начальным состо-
яниям, дается в результате выражением

S(q, ω)

S(q)
= A

Γh

ω2 + Γ2
h

+

+B

(
Γs + ξ(ω + ωs)

(ω + ωs)2 + Γ2
s

+
Γs − ξ(ω − ωs)

(ω − ωs)2 + Γ2
s

)
, (14)

где

ωs = qc0

{
1 +

q2

2c20

[
k1
ρ0

+
k2
ρ0

q2 − β2 +

+ (γ − 1)

(
γb

a
− 1

)
a2

γ2

]}
, (15)

Γh = γ−1aq2, Γs = βq2, A = 2

(
1− 1

γ

)
,

B =
1

γ
, ξ =

[
β + a

(
1− 1

γ

)]
q

c

(16)

и S(q) = (1/2π)
∫∞
−∞ dω S(k, ω) — статический струк-

турный фактор. Выражения для параметров (16) с
учетом их явной зависимости от частоты и време-
ни релаксации напряжений в вязкоупругом случае
приведены в работе [21].
Из выражений (14)–(16) видно, что в рассматри-

ваемом приближении исследуемые физические фак-
торы, соответствующие слагаемым с коэффициен-
тами k1 и k2 во втором уравнении (9), индуцируют
сдвиг линий Мандельштама –Бриллюэна ωs относи-
тельно значения

ω(0)
s = qc0

{
1− q2

2c20

[
β2−(γ−1)

(
γb

a
−1

)
a2

γ2

]}
, (17)

соответствующего случаю k1 = k2 = 0, рассчиты-
ваемому по стандартной теории (система уравне-
ний (1)).
C учетом того, что величина a/γ ≈ 0.42·10−10 м2/с

мала в сравнении с β = [b+a(1−γ−1)]/2 ≈ 2.8·10−7 м2/с
[3], пренебрежем теплопроводностью. Тогда без

предположения малости параметров (13) из вы-
ражения (11) получим для линий Мандельшта-
ма –Бриллюэна

ωs = q

√
γkc
ρ0

+

(
k1
ρ0

− b2

4

)
q2 +

k2
ρ0

q4,

S(q, ω)

S(q)
= B

(
Γs+ξ(ω+ωs)

(ω+ωs)2+Γ2
s

+
Γs−ξ(ω−ωs)

(ω−ωs)2+Γ2
s

)
,

(18)

где Γs, B и ξ определены в (16). В случае k1 = k2 = 0

выражение (18) принимает вид

ω(0)
s = q

√
γkc
ρ0

− b2

4
q2. (19)

Заметим, что (15) соответствует (18) при a = 0 и
условиях (13).

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Как видно из формулы (15) (формулы (18)) и
определения коэффициентов k1 и k2 (10), изгиб-
ная жесткость монослоя, спонтанная кривизна мо-
нослоя, приложенное натяжение и эффекты, обу-
словленные энергетическим вкладом градиента и
(или) лапласиана площади, приходящейся на моле-
кулу липида, могут индуцировать сдвиг линий Ман-
дельштама –Бриллюэна.
Подгонка методом наименьших квадратов соот-

ношения (18) к данным, представленным на рис. 7
в работе [3], в диапазоне волновых чисел 1–6 нм−1

дает следующие значения параметров:

γkc
ρ0

≈ 4.0 · 106 м
2

с2
,

b2

4
− k1

ρ0
≈ 8.1 · 10−14 м4

с2
,

k2
ρ0

≈ 5.8 · 10−34 м6

с2
,

а подгонка соотношения (19) дает

γkc
ρ0

≈ 3.6 · 106 м
2

с2
,

b2

4
≈ 5.1 · 10−14 м4

с2
.

Отметим, что полученные значения параметров
оправдывают используемые предположения (13). Из
приведенных выше оценок видно, что на простран-
ственных масштабах, сравнимых с толщиной би-
слоя, значение модуля поверхностной сжимаемости
должно быть на самом деле выше, чем дают стан-
дартные оценки [3]: использование уточненной фор-
мулы (15) (формулы (18)) вместо (17) (соответствен-
но (19)) приводит к более высоким значениям моду-
ля поверхностной сжимаемости за счет факторов,
объединяемых слагаемыми с коэффициентами k1 и
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k2. Развитая модель дает возможность также оце-
нить k2: k2 ≈ 4.2 · 10−39 кг·м4/с2 (при характерном
значении ρ0 ≈ 4 · 10−6 кг/м2).
В настоящее время единственным эксперимен-

тальным исследованием дисперсионного соотноше-
ния липидного бислоя, хотя бы частично охваты-
вающим рассматриваемую область волновых чисел
от 0.34 нм−1 до 5 нм−1, является работа [5]. В ней
исследовался гидратированный бислой дипальми-
тоилфосфатидилхолина. К сожалению, полученные
нами результаты трудно сопоставить с результатами
работы [5] по причине того, что результаты толь-
ко двух измерений, приведенные в [5], попадают в
гидродинамическую область q ≤ 5 нм−1. Как от-
мечено в работе [3], некоторое соответствие между
динамикой флуктуаций плотности липидного бис-
лоя и гидродинамической моделью (1) сохраняется
и для бо́льших, чем 5 нм−1, значений волновых чи-
сел, поэтому для сопоставления мы несколько рас-
ширим рассматриваемый диапазон волновых чисел
до 8.3 нм−1, увеличив число рассматриваемых то-
чек, приведенных на рис. 5a в работе [5], до пяти.
Соответственно приводимые ниже оценки являют-
ся прикидочными. Подгонка методом наименьших
квадратов соотношения (18) к данным рис. 5a [5]
(для продольной акустической моды для Lα-фазы)
в диапазоне 2.5–8.3 нм−1 дает следующие значения
параметров:

γkc
ρ0

≈ 8.3 · 106 м
2

с2
,

b2

4
− k1

ρ0
≈ 1.4 · 10−13 м4

с2
,

k2
ρ0

≈ 9.3 · 10−34 м6

с2
,

а подгонка (19) дает

γkc
ρ0

≈ 6.4 · 106 м
2

с2
,

b2

4
≈ 5.2 · 10−14 м4

с2
.

Эти оценки по порядку величин совпадают с при-
веденными выше оценками, сделанными по данным
численного моделирования [3].
Заметим, что из настоящего рассмотрения вы-

пали некоторые диссипативные факторы, которые
могут проявиться в реальной мембранной системе.
Как отмечено выше, в численных расчетах [3] и в
экспериментах [5] исследовалась динамика только в
плоскости бислоя, что объясняет выбор переменных
ρ,V и T для анализа в настоящей работе. Как видно
из выражений (9), взаимное вязкое трение моносло-
ев не влияет на поведение этих переменных. Также
отметим, что в работах [3, 5] исследовались свобод-
ные бислои. Конечно, в мембранных системах, со-

ответствующих, например, биологическим мембра-
нам, нужно учитывать как вязкое трение и теп-
лопроводность водного окружения, так и дополни-
тельные моды (описываемые переменными ρ′,V′, T ′

и h), для которых вязкое проскальзывание моносло-
ев уже существенно. Указанные факторы приводят,
вообще говоря, к дополнительному затуханию. Од-
нако, как показывают оценки [6,22], в рассматрива-
емом в настоящей работе диапазоне волновых чисел
эти диссипативные факторы не являются домини-
рующими в сравнении с вязким трением липидов в
отдельном монослое.
Таким образом, на пространственных масшта-

бах, сравнимых с толщиной липидного бислоя,
вклад градиента и (или) лапласиана площади, при-
ходящейся на молекулу липида, в свободную энер-
гию, отнесенную к молекуле липида, а также изгиб-
ная жесткость монослоя и спонтанная кривизна мо-
нослоя могут приводить к значительным изменени-
ям в дисперсии скорости продольных акустических
фононов в бислое. Эти эффекты нужно учитывать
при интерпретации данных численных расчетов и
экспериментальных исследований по неупругому
рассеянию рентгеновских лучей/нейтронов липид-
ными бислоями.

Автор выражает благодарность Р. Г. Хлебопросу
за внимание к работе. Работа выполнена при под-
держке проекта Erasmus Mundus ERANET-Mundus,
финансируемого Европейской Комиссией и коорди-
нируемой Университетом Барселоны, номер проекта
2011-2573/001-001-EMA2.
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