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Проведено обобщение теории переноса флуктуирующего двухчастотного излучения оптического диапа-
зона в газе трехуровневых атомов при наличии радиочастотного излучения, формирующего замкнутый
контур возбуждения. Теория базируется на квантовых кинетических уравнениях для атомной матрицы
плотности, решаемых совместно с волновыми уравнениями для классических электромагнитных полей.
После усреднения по ансамблю флуктуаций излучения проводится переход к уравнениям для атомно-по-
левых корреляционных функций и уравнениям переноса спектральной плотности полей.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Взаимодействие бихроматического лазерного из-
лучения с щелочными атомами представляет со-
бой важную задачу атомной спектроскопии. В та-
ких системах может возникать явление когерентно-
го пленения населенностей (КПН) [1, 2]. Суть яв-
ления КПН заключается в исчезновении населен-
ности верхнего уровня при возбуждении квантовой
системы сильным когерентным двухчастотным ла-
зерным полем (образующим Λ-схему). Другими сло-
вами, система переходит в состояние, в котором она
перестает взаимодействовать с падающим на него
излучением. Это проявляется как увеличение про-
пускания в спектре поглощения системы, причем
ширина окна прозрачности может быть на несколь-
ко порядков уже естественной ширины возбужден-
ного уровня в атоме. Такая особенность эффекта
КПН позволила ему найти широкое применение в
квантовых стандартах частоты нового поколения
[3], оптических магнитометрах [4, 5], спектроскопи-
ческих устройствах высокого разрешения [6, 7].

При определенных условиях возбуждения при-
нято говорить о родственном эффекту КПН явле-
нии — эффекте электромагнитно-индуцированной
прозрачности (ЭИП) [8,9]. ЭИП представляет собой,
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по сути, появление квантовой интерференции и, как
следствие, возникновение области прозрачности для
слабого пробного поля в оптически плотной среде
при наличии сильного контрольного поля. Пробное
поле может быть как постоянным по амплитуде, так
и импульсным. Явление ЭИП широко используется
при создании устройств записи и хранения кванто-
вой информации [10–12], а также при разработке ла-
зеров без инверсии [13–16].

Современные работы по исследованию эффек-
тов КПН и ЭИП показывают, что физика процес-
сов, возникающих при наличии квантовой интер-
ференции, является не до конца изученной, о чем
свидетельствует интерес к этому вопросу широкого
круга исследователей, а также обнаружение новых
эффектов. Так, из недавних работ можно отметить
теоретическое предсказание возможности появле-
ния псевдорезонанса в поле сонаправленных волн
[17]. В работах [18, 19] представлено эксперимен-
тальное подтверждение этих результатов в атомах
87Rb. Исследование зависимости амплитуд резонан-
са ЭИП от направления внешнего магнитного по-
ля в конфигурации линейно-поляризованного двух-
частотного лазерного излучения изучено в работе
[20]. В работе [21] исследованы общие принципы ра-
боты атомных векторных магнитометров на осно-
ве резонансов ЭИП в поле двух разнонаправлен-
ных волн. Обнаружение в натрии узкой линии ре-
зонанса когерентного пленения населенностей опи-
сано в работе [22]. Использование зонной накачки,
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как выяснилось, также может приводить к прояв-
лению новых особенностей эффекта КПН, а имен-
но — к сужению линии резонанса [23–25]. Отдельно
можно выделить работы по исследованию эффекта
КПН при импульсной (рамзеевской) схеме накачки.
В работе [26] теоретически и экспериментально ис-
следованы световые сдвиги в атомах 133Cs в усло-
виях возбуждения КПН резонанса методом Рамзея.
Форма линии темного резонанса и вызванный свето-
индуцированный сдвиг этого резонанса при накачке
излучением с периодической модуляцией фазы тео-
ретически изучены в работе [27]. В работе [28] иссле-
довано распространение двухчастотного флуктуи-
рующего лазерного излучения в ячейке с буферным
газом и обнаружено искажение формы спектра при
прохождении через ячейку. Таким образом, можно
видеть, что имеет место большой интерес к явлени-
ям КПН и ЭИП.

Работы [17–28] посвящены исследованию взаимо-
действия атома с двухчастотным лазерным полем. В
то же время наличие дополнительного радиочастот-
ного поля в Λ-схеме позволяет образовать замкну-
тый контур возбуждения (так называемаяΔ-схема).
В этом случае важным параметром системы являет-
ся алгебраическая сумма фаз между действующими
полями. Варьирование этой результирующей фазы
между полями может приводить к возникновению
или полному разрушению эффекта КПН [29–31]. Та-
кая особенность управления окном пропускания вы-
звала определенный интерес исследователей. В ра-
боте [32] была теоретически исследована возмож-
ность управления монохроматичными непрерывны-
ми лазерными полями в условиях эффекта ЭИП
в случае замкнутого контура возбуждения. В ра-
боте [33] было проведено экспериментальное под-
тверждение разрушения и восстановления состоя-
ния ЭИП посредством изменения относительнойфа-
зы возбуждающих полей. В работе [34] исследова-
лось поглощение излучения в газовой ячейке для си-
стем с замкнутым контуром возбуждения в случае
четырех оптических импульсных полей. Фазочув-
ствительную зависимость КПН предложено исполь-
зовать в качестве оптического разделителя в работе
[35]. Исследованию свойств коэффициента поглоще-
ния и показателя преломления в замкнутой схеме
возбуждения посвящены работы [36–40]. В работах
[37,38] показано, что при наличии замыкающего ра-
диочастотного поля в Λ-схеме может возникать об-
ласть с отрицательным показателем преломления.
Наличие квазипериодической структуры показате-
ля преломления продемонстрировано в работе [40].
Возникновение резонансного триплета каждой ком-

поненты электромагнитного поля, которые форми-
руют резонанс ЭИП, исследовано в работе [41].

Однако стоит отметить, что в работах [36–40]
рассматривалось монохроматическое лазерное излу-
чение, при этом атомы, на которые воздействовало
лазерное излучение, предполагались стоячими. В то
же время важным обстоятельством является одно-
временный учет конечной ширины спектра лазерно-
го излучения и движения активных атомов, а так-
же влияние буферного газа, который, как правило,
вводится в ячейку с атомами для увеличения вре-
мени когерентного взаимодействия атомов с полем.
Это, в частности, приводит к снижению негативно-
го влияния однородного уширения на форму линии
резонанса КПН (ЭИП).

Настоящая работа посвящена исследованию вза-
имодействия двухчастотного оптического флуктуи-
рующего излучения с щелочными атомами при на-
личии радиочастотного поля, образующего замкну-
тую схему возбуждения. Предполагается, что атомы
щелочного металла находятся в газовой ячейке при
комнатной температуре, также в ячейке находится
буферный газ. В работе построена теория перено-
са излучения в такой среде, базирующаяся на кван-
товых кинетических уравнениях для атомной мат-
рицы плотности, решаемых совместно с волновыми
уравнениями для классических электромагнитных
полей.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

2.1. Квантовые кинетические уравнения для
атомной матрицы плотности

Рассмотрим взаимодействие квазирезонансного
лазерного излучения с атомным газом (рабочи-
ми атомами) в газовой ячейке при температурах
30◦–70 ◦C. Схема энергетических уровней рабочих
атомов представляет собой трехуровневую Λ-схему.
На переходах |1〉 ↔ |3〉 и |2〉 ↔ |3〉 действуют квази-
резонансные поля оптического диапазона с несущи-
ми частотами ω1 и ω2, а на переходе |1〉 ↔ |2〉 дей-
ствует поле радиочастотного диапазона с несущей
частотой ω3, образуя замкнутый контур возбужде-
ния (рис. 1, так называемая Δ-схема), причем ин-
тересен случай, когда несущие частоты этих полей
подчиняются условию

ω1 = ω2 + ω3, (1)

потому что их относительная фаза при этом не из-
меняется во времени. Как показано в работе [31], в
такой схеме возбуждения оптические свойства газа
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Рис. 1. Схема энергетических уровней атома и действую-
щие на него электромагнитные поля оптического диапазо-
на с частотами Раби Ω1, Ω2 и фазами ϕ1, ϕ2, и поле ра-
диочастотного диапазона с частотой Раби U и фазой ϕ3,
Δ1,2 — отстройки оптических полей от соответствующих

переходов

будут существенно зависеть от относительной фазы
Φ0 = ϕ1 −ϕ2 −ϕ3, где ϕj — начальные фазы полей.

В ячейку, помимо рабочих атомов, введен буфер-
ный газ, не взаимодействующий с излучением, кон-
центрация которого на 6–7 порядков выше концен-
трации рабочих атомов. При этом длина свободного
пробега рабочих атомов становится много меньше
размеров ячейки и частота столкновений со стен-
ками резко снижается. Это значительно уменьшает
скорость деполяризации (разрушения недиагональ-
ных элементов матрицы плотности) рабочих атомов
на стенках. В данной работе в качестве буферного
газа взят азот N2. При столкновении возбужденного
рабочего атома с молекулой N2 с большой вероят-
ностью происходит тушение возбуждения рабочего
атома. При этом энергия уходит на колебательно-
вращательное движение атомов N в молекуле азота.
Подобное тушение позволяет пренебречь флуорес-
центным излучением.

Будем описывать состояние атомов матрицей
плотности в представлении Вигнера σ̂(p, r, t), где
p и r — импульс и координата атома в лаборатор-
ной системе отсчета. Концентрация щелочных ато-
мов na предполагается такой, что на длину волны λ

оптического излучения приходится в среднем мень-
ше одного атома (параметр naλ

3 < 1), что позволя-
ет использовать одноатомную матрицу плотности и
не учитывать кооперативные многоатомные эффек-
ты [42–44]. Квантовое кинетическое уравнение для
матрицы плотности имеет вид [45]

(
∂

∂t
+

p

ma
∇
)
σ̂(p, r, t) = − i

�

[
Ĥ, σ̂(p, r, t)

]
+

+R{σ̂(p, r, t)} + S{σ̂(p, r, t)}, (2)

где ma — масса рабочего атома, R и S — суперопе-
раторы релаксации и столкновений. Гамильтониан
может быть представлен в виде суммы Ĥ = Ĥ0+ V̂ ,
где Ĥ0 — оператор внутренней энергии атома в от-
сутствие излучения, а V̂ — оператор взаимодействия
излучения с атомом, который в дипольном прибли-
жении может быть записан в виде

V̂ = �Ω1 exp {−i[ω1t− k1z + ϕ1]} |3〉〈1|+
+ �Ω2 exp {−i[ω2t− k2z + ϕ2]} |3〉〈2|+

+ �U exp {−i[ω3t+ ϕ3]} |2〉〈1|+H.c., (3)

где поля оптического диапазона сонаправлены
и распространяются вдоль оси z, Ωj(z, t) =

= −d3jE
0
j (z, t)/� — частоты Раби полей опти-

ческого диапазона, dab — матричный элемент
оператора дипольного момента, E0

j — комплексные
амплитуды полей. Их зависимость от времени t

обусловлена амплитудными и фазовыми флук-
туациями, U(z) = −μ21H

0(z)/� — частота Раби
поля радиочастотного диапазона, действующего
на магнито-дипольном переходе, μ21 — матричный
элемент оператора магнито-дипольного момента,
H0 — комплексная амплитуда магнитного поля
радиочастотной волны. Радиочастотное поле по-
лагается монохроматическим и может быть как
бегущей волной, так и стоячей волной, находящейся
в резонаторе. Положим отсутствие зависимости
от координат его частоты Раби U(z) = const. В
выражении (3) мы намеренно выделили фазы полей
ϕj , полагая частоты Раби при z = t = 0 веществен-
ными. Естественно полагать, что при фазовых
флуктуациях полей значения ϕ1,2 будут играть
роль только в коротком временном промежутке
сразу после t = 0, а потом система «забудет» о
начальных фазах. Однако это не так при скор-
релированности фазовых флуктуаций, поскольку
разность фаз ϕ1 − ϕ2, а значит и Φ0, могут при
этом оставаться неизменными.

В приближении плоского фронта волны и ма-
лой пристеночной релаксации можно свести задачу
к одномерной, в которой оптические поля и матри-
ца плотности атомов изменяются только вдоль оси
z. Матрица плотности в силу доплеровского сдви-
га частоты будет существенно зависеть только от
проекции скорости атома на направление луча ла-
зера. На основе сказанного выше можно положить
ρ̂(p, r, t) = ρ̂(v, z, t), где v = pz/ma — проекция ско-
рости атома на ось z.
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Подставляя явный вид гамильтониана (3) в кван-
товое кинетическое уравнение (2) для матрицы
плотности, проведем следующую замену перемен-
ных:

σ12(v, z, t) = ρ12(v, z, t)e
i(ω3t+ϕ3),

σj3(v, z, t) = ρj3(v, z, t)e
i(ωjt−kjz+ϕj), j = 1, 2,

σnn(v, z, t) = ρnn(v, z, t), n = 1, 2, 3.

(4)

В приближении вращающейся волны, после подста-
новки столкновительных членов в модели сильных
столкновений [45] и с учетом (1) система уравнений
для матрицы плотности в точке z в момент времени
t выглядит следующим образом:(

∂

∂t
+ v

∂

∂z

)
ρ11(v) = iUρ12(v) − iU∗ρ21(v)+

+ iΩ1ρ13(v)− iΩ∗
1ρ31(v) + γ13ρ33(v)− νρ11(v)+

+M(v)

{
νgg

∫
ρ11(v

′) dv′ + νgg
′
∫

ρ22(v
′) dv′ +

+ ν31
∫

ρ33(v
′) dv′

}
, (5)

(
∂

∂t
+ v

∂

∂z

)
ρ22(v) = iU∗ρ21(v)− iUρ12(v)+

+ iΩ2ρ23(v)− iΩ∗
2ρ32(v) + γ23ρ33(v)− νρ22(v)+

+M(v)

{
νgg

∫
ρ22(v

′) dv′ + νgg
′
∫

ρ11(v
′) dv′ +

+ ν32
∫

ρ33(v
′) dv′

}
, (6)

(
∂

∂t
+ v

∂

∂z

)
ρ33(v) = iΩ∗

1ρ31(v)− iΩ1ρ13(v)−

− iΩ2ρ23(v) + iΩ∗
2ρ32(v)− γρ33(v)− νρ33(v)+

+M(v)νee
∫

ρ33(v
′) dv′, (7)

(
∂

∂t
+ v

∂

∂z

)
ρ12(v) = [i(Δ2 −Δ1)− Γ′

12] ρ12(v)+

+ iU∗ [ρ11(v)− ρ22(v)] + iΩ2e
i(Φ0−qz)ρ13(v)−

− iΩ∗
1e

i(Φ0−qz)ρ32(v) +M(v)νrf

∫
ρ12(v

′) dv′, (8)

(
∂

∂t
+ v

∂

∂z

)
ρ31(v) = [i(Δ1 − k1v)− Γ′

13] ρ31(v)−

− iΩ1 [ρ11(v)− ρ33(v)] − iΩ2e
i(Φ0−qz)ρ21(v)+

+ iUei(Φ0−qz)ρ32(v), (9)

(
∂

∂t
+ v

∂

∂z

)
ρ32(v) = [i(Δ2 − k2v)− Γ′

23] ρ32(v)−

− iΩ2 [ρ22(v)− ρ33(v)] − iΩ1e
−i(Φ0−qz)ρ12(v)+

+ iU∗e−i(Φ0−qz)ρ31(v). (10)

Для краткости в аргументах частот Раби и элемен-
тов матрицы плотности опускается зависимость от
координаты z и времени t. Здесь Γ′

mn = Γmn + ν —
модифицированные за счет столкновений скорости
распада когерентностей, Γmn — скорости распада
когерентностей изолированного атома, γ = γ13 +

+ γ23 — скорость распада возбужденного состояния
изолированного атома, где γmn — скорость распада
по каналу m–n, ν — полная частота столкновений
атома, νeg — частота столкновений, при которых
происходит переход из возбужденного состояния в
основное, νgg

′
— частота столкновений, при кото-

рых происходит переход между подуровнями основ-
ного мультиплета, νgg , νee — частоты столкновений,
при которых не происходит переходов между уров-
нями, а только меняется скорость атома. Индекс g

пробегает нижние уровни, индекс e соответствует
возбужденному уровню, νrf — частота столкнове-
ний, при которых сохраняется радиочастотная ко-
герентность, q = k1 − k2 ≈ ω3/c — разностное вол-
новое число, M(v) = (

√
πvt)

−1 exp(−v2/v2t ) — рас-
пределение Максвелла по проекции скорости, vt =

=
√
2kBT/ma — наиболее вероятная скорость, T —

температура, kB — постоянная Больцмана.
Из уравнений (8)–(10) следует, что относитель-

ная фаза Φ(z) = Φ0 − qz между полями изменяется
при перемещении вдоль оси z c характерным мас-
штабом радиочастотной длины волны λrf = 2π/q.
Если рассматривать в качестве радиочастотного пе-
рехода |1〉 ↔ |2〉 сверхтонкий переход основного со-
стояния атома 87Rb, для него λrf = 4.4 см, что срав-
нимо с размерами газовой ячейки.

При отсутствии радиочастотного поля (U = 0,
Φ(z) = 0) система уравнений (5)–(10) переходит в
систему, выведенную в работе [28].

Рассмотрим в системе уравнений (5)–(10) дрей-
фовое слагаемое v∂ρab(v)/∂z. Как уже говорилось,
в ячейку помимо рабочих атомов с концентрацией
na введен буферный газ с концентрацией nbuf , при-
чем na 	 nbuf , что делает длину свободного пробе-
га l рабочего атома много меньше размеров ячейки,
поэтому перемещение рабочих атомов с определен-
ной матрицей плотности в объеме ячейки, вызван-
ное пространственными градиентами, имеет диффу-
зионный характер. Причинами градиентов матрицы
плотности в ячейке являются пристеночная релак-
сация и изменение характеристик излучения вдоль

8
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среды за счет поглощения и преломления. Оценим
влияние диффузии на итоговое распределение мат-
рицы плотности в ячейке. Если домножить дрейфо-
вое слагаемое для населенности ρgg(v) на концентра-
цию рабочих атомов и проинтегрировать по скоро-
стям, то под знаком производной возникнет поток
jgg атомов, находящихся на уровне |g〉. Поток мо-
жем заменить согласно первому закону Фика через
градиент концентрации:

∞∫
−∞

nav
∂ρgg(v, z, t)

∂z
dv =

∂jgg(z, t)

∂z
=

= −D
∂2ngg(z, t)

∂z2
, (11)

где ngg — концентрация атомов на уровне |g〉, D —
коэффициент диффузии. Длина свободного пробе-
га атома при концентрации буферного газа nbuf ∼
∼ 1017 см−3 составляет l ≈ 1/(nbufπ(rbuf + ra)

2) ∼
∼ 10−3 см для пары рубидий–азот. Тогда коэффици-
ент диффузии имеет порядок величины D = lvt/3 ∼
∼ 10 см2/с при температуре 60 ◦C. Как было сказа-
но, градиент матрицы плотности может иметь ме-
сто в пристеночной области: атом в когерентном со-
стоянии, прорелаксировав на стенке, может продиф-
фундировать некое расстояние перед тем, как излу-
чение снова переведет его в когерентное состояние
(на это понадобится время порядка обратной час-
тоты Раби Ω−1). Образуется пристеночный слой с
пониженной атомной когерентностью. Толщина это-
го слоя

√
DΩ−1 ∼ 10−3 см для частоты Раби Ω =

= 106 c−1 при рассматриваемых размерах ячейки
порядка 1 см. Иными словами, при данных пара-
метрах атомы всегда успевают перейти в равновес-
ное с полем состояние и эффектом диффузионного
перемешивания можно пренебречь. Таким образом,
далее мы приравниваем нулю производную по коор-
динате в левых частях уравнений (5)–(10).

Система уравнений (5)–(10) описывает динамику
матрицы плотности газа в ячейке с буферным газом
во флуктуирующем электромагнитном поле. Ясно,
что элементы матрицы плотности ρab(v, z, t) так-
же будут случайными функциями времени. Решение
этой системы уравнений будет содержать информа-
цию о распределении атомов как по энергетическим
уровням, так и по скоростям, поскольку равновесное
распределение Максвелла может быть существен-
но изменено электромагнитным полем. Но нахожде-
ние матрицы плотности из этой системы уравнений
крайне затруднительно ввиду ее интегрального и од-
новременно стохастического характера. Более того,
нас интересуют средние значения матрицы плотно-

сти, а не мгновенные. Поэтому в дальнейшем мы
перейдем к усредненной по ансамблю флуктуаций
электромагнитного поля системе уравнений, кото-
рая будет содержать корреляционные функции по-
ля.

2.2. Переход к уравнениям для средних
значений матрицы плотности и

спектральному представлению лазерных
полей

Как было сказано в предыдущем разделе, нам
необходимо перейти к уравнениям для матрицы
плотности, усредненным по ансамблю флуктуаций
полей оптического диапазона. При усреднении урав-
нений (5)–(10) в правых частях возникнут средние
произведения вида 〈Ω∗

n(t)ρ3m(t)〉, для нахождения
которых нужно подставить в них выражения для оп-
тических когерентностей. Чтобы выразить из урав-
нений (9) и (10) оптические когерентности, нужно
будет решить неоднородную систему дифференци-
альных уравнений. Уравнения (9) и (10) могут быть
записаны в матричном виде следующим образом:

∂

∂t
ρ(v, t) = Aρ(v, t) + b(v, t). (12)

Здесь введены обозначения:

ρ(v, t) =

(
ρ31(v, t)

ρ32(v, t)

)
, (13)

A =

(
iΔ1(v)− Γ′

13 iUeiΦ

iU∗e−iΦ iΔ2(v)− Γ′
23

)
, (14)

b(v, t) =

=

(
−iΩ1(t) [ρ11−ρ33] (v, t)−iΩ2(t)e

iΦρ21(v, t)

−iΩ2(t) [ρ22−ρ33] (v, t)−iΩ1(t)e
−iΦρ12(v, t)

)
=

=

(
A(v, t)

B(v, t)

)
, (15)

где Δj(v) = Δj − kjv — отстройка j-го поля от пе-
рехода атомов скоростной группы v. Уравнение (12)
представляет собой линейную неоднородную систе-
му дифференциальных уравнений первого порядка
относительно вектора ρ. Решая уравнение на соб-
ственные значения, получим два собственных числа
матрицы A:

λ±(v) = −Γopt +
i

2

(
Δ1(v) + Δ2(v)±

±
√
(Δ1(v)−Δ2(v))2 + 4|U |2

)
, (16)

9



К. А. Баранцев, А. Н. Литвинов, Е. Н. Попов ЖЭТФ, том 152, вып. 1 (7), 2017

где положено, что скорости распада оптических ко-
герентностей примерно равны: Γ′

13 ≈ Γ′
23 = Γopt.

Собственные векторы матрицы A определены с точ-
ностью до множителя. Выберем два собственных
вектора, отвечающих различным собственным чис-
лам, в следующем виде:

f+(v) =

(
1

c+(v)

)
, f−(v) =

(
c−(v)

1

)
, (17)

где

c+(v) =
−iU∗e−iΦ

iΔ2(v)− Γopt − λ+(v)
,

c−(v) =
−iUeiΦ

iΔ1(v)− Γopt − λ−(v)
.

(18)

Нетрудно показать, что f∗− · f+ = 0, т. е. собственные
векторы ортогональны. Будем искать решение сис-
темы (12) в виде разложения по собственным векто-
рам:

ρ(v, t) = a1(t)e
λ−(v)tf−(v) + a2(t)e

λ+(v)tf+(v). (19)

Подставляя (19) в (12) и пользуясь равенством
Af± = λ±f±, найдем неизвестные коэффициенты
a1(t) и a2(t). В итоге получим следующие выраже-
ния для оптических когерентностей:

ρ31(v, t) =
1

1− c−(v)c+(v)

t∫
−∞

dt′eλ+(v)(t−t′) ×

× {A(v, t′)−B(v, t′)c−(v)}+ c−(v)
1−c−(v)c+(v)

×

×
t∫

−∞
dt′eλ−(v)(t−t′) {B(v, t′)−A(v, t′)c+(v)} , (20)

ρ32(v, t) =
1

1− c−(v)c+(v)

t∫
−∞

dt′eλ−(v)(t−t′) ×

× {B(v, t′)−A(v, t′)c+(v)}+ c+(v)

1−c−(v)c+(v)
×

×
t∫

−∞
dt′eλ+(v)(t−t′) {A(v, t′)−B(v, t′)c−(v)} , (21)

где A(v, t) и B(v, t) — свободные члены в правой ча-
сти системы (12). Когда радиочастотное поле равно
нулю, имеем c±(v) = 0, и в правых частях выра-
жений (20), (21) «выживает» только одно слагае-
мое, соответствующее выражению через квадрату-
ры оптических когерентностей напрямую из урав-
нений (9), (10).

Для нахождения искомых средних произведений
〈Ω∗

n(t)ρ3m(t)〉 запишем следующий коррелятор:
t∫

−∞
dt′eλη(v)(t−t′)〈Ω∗

n(t)A(v, t
′)〉 =

=

t∫
−∞

dt′eλη(v)(t−t′) ×

× {− i〈Ω∗
n(t)Ω1(t

′) [ρ11 − ρ33] (v, t
′)〉−

− i〈Ω∗
n(t)Ω2(t

′)ρ21(v, t′)〉eiΦ
}
, (22)

где n = 1, 2; η = ±. Проведем «расцепление» трой-
ных корреляторов, полагая, что состояние атомной
системы в момент времени t′ не влияет на состоя-
ние поля в последующие моменты t в той же точ-
ке пространства [46]. Далее, поскольку поля стацио-
нарны, заменим по теореме Винера –Хинчина пар-
ные корреляторы поля через фурье-преобразование
спектральной плотности Jnm(ω):

〈Ω∗
n(t)Ωm(t′)ρhj(v, t′)〉 =

= 〈Ω∗
n(t)Ωm(t′)〉〈ρhj(v, t′)〉 =

= 〈ρhj(v, t′)〉
∞∫

−∞
Jnm(ω)eiω(t−t′)dω. (23)

Тогда выражение (22) после интегрирования по t′

примет вид

t∫
−∞

dt′eλη(v)(t−t′)〈Ω∗
n(t)A(v, t

′)〉 =

= iWn1(λη, v) [〈ρ11(v)〉 − 〈ρ33(v)〉] +
+ iWn2(λη, v)〈ρ21(v)〉eiΦ, (24)

где

Wnm(λη, v) =

∞∫
−∞

Jnm(ω) dω

λη(v) + iω

— известные функции. Аналогично запишем второй
коррелятор:

t∫
−∞

dt′eλη(v)(t−t′)〈Ω∗
n(t)B(v, t′)〉 =

= iWn2(λη, v) [〈ρ22(v)〉 − 〈ρ33(v)〉] +
+ iWn1(λη , v)〈ρ12(v)〉e−iΦ. (25)

Тогда искомые средние произведения после подста-
новки в них оптических когерентностей (20), (21) и
с использованием (24), (25) примут вид

10
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〈Ω∗
n(t)ρ31(v, t)〉 =
=

i

1− c−(v)c+(v)

{
[〈ρ11(v)〉 − 〈ρ33(v)〉]×

× [Wn1(λ+, v)− c−(v)c+(v)Wn1(λ−, v)] +

+ 〈ρ21(v)〉eiΦ [Wn2(λ+, v)−c−(v)c+(v)Wn2(λ−, v)]
}
+

+
ic−(v)

1− c−(v)c+(v)

{
[〈ρ22(v)〉 − 〈ρ33(v)〉] ×

× [Wn2(λ−, v)−Wn2(λ+, v)] +

+ 〈ρ12(v)〉e−iΦ [Wn1(λ−, v)−Wn1(λ+, v)]
}
, (26)

〈Ω∗
n(t)ρ32(v, t)〉 =
=

i

1− c−(v)c+(v)

{
[〈ρ22(v)〉 − 〈ρ33(v)〉] ×

× [Wn2(λ−, v)− c−(v)c+(v)Wn2(λ+, v)] +

+〈ρ12(v)〉e−iΦ [Wn1(λ−, v)−c−(v)c+(v)Wn1(λ+, v)]
}
+

+
ic+(v)

1− c−(v)c+(v)

{
[〈ρ11(v)〉 − 〈ρ33(v)〉] ×

× [Wn1(λ+, v)−Wn1(λ−, v)] +

+ 〈ρ21(v)〉eiΦ [Wn2(λ+, v)−Wn2(λ−, v)]
}
,

n = 1, 2. (27)

Для того чтобы избавиться от интегрального ха-
рактера уравнений (5)–(10), нужно проинтегриро-
вать их по скоростям атомов. Рассмотрим, как пре-
образуются выражения (26), (27) после такого ин-
тегрирования. Здесь от скорости зависят не только
функции Wnm(λη, v) и элементы матрицы плотно-
сти 〈ρab(v)〉, но и коэффициенты cη(v), так как в них
входят собственные числа λη(v). Последние, в свою
очередь, зависят от скорости через доплеровские от-
стройки Δj(v) = Δj − kjv. Подставим в выражение
для Wnm(λη , v) явный вид собственных чисел (16):

Wnm(λ±, v) =

=

∞∫
−∞

Jnm(ω) dω

i
[
2ω+Δ−Qv ±√(δ−qv)2+4|U |2

]
/2−Γopt

,

(28)

где Δ = Δ1 +Δ2 — сумма однофотонных отстроек,
δ = Δ1 − Δ2 — двухфотонная отстройка, Q = k1 +

+ k2 — суммарное волновое число, q = k1 − k2 —
радиочастотное волновое число. Видно, что зависи-
мость выражения (28) от скорости обусловлена в ос-
новном слагаемым Qv в квадратных скобках знаме-
нателя. Вкладом в эту зависимость слагаемого qv

под корнем можно пренебречь ввиду соотношения
Q � q. Далее, подставив в выражения для cη(v) соб-
ственные числа (16), получим

c+(v) =
2U∗e−iΦ

δ − qv +
√
(δ − qv)2 + 4|U |2

∣∣∣∣∣
q�Q

≈

≈ const(v). (29)

Здесь важно отметить, что когда δ = v = 0, при
стремлении радиочастотного поля к нулю выраже-
ние (29) стремится к конечному пределу. Аналогич-
но получим:

c−(v) = −c∗+(v) ≈ const(v). (30)

Таким образом, при интегрировании (26), (27) по
скорости необходимо оставить под знаком интегра-
ла только функцииWnm(λη, v) и элементы матрицы
плотности 〈ρab(v)〉.

Положим поля достаточно слабыми (Ω1,2, U 	
	 ν). Тогда распределение тех элементов матрицы
плотности по скоростям, которые не разрушаются
при большом числе столкновений, можно считать
максвелловским и положить

〈ρnn(v, z)〉 = M(v)〈ρnn(z)〉, n = 1, 2,

〈ρ12(v, z)〉 = M(v)〈ρ12(z)〉.
(31)

После этого интегрирование (26), (27) по скорости
дает

〈Ω∗
n(t)ρ31(t)〉 =

i

1− c−c+

{
[〈ρ11〉 − 〈ρ33〉] ×

× [Wn1(λ+)− c−c+Wn1(λ−)] +

+ 〈ρ21〉eiΦ [Wn2(λ+)− c−c+Wn2(λ−)]
}
+

+
ic−

1−c−c+

{
[〈ρ22〉−〈ρ33〉] [Wn2(λ−)−Wn2(λ+)] +

+ 〈ρ12〉e−iΦ [Wn1(λ−)−Wn1(λ+)]
}
, (32)

〈Ω∗
n(t)ρ32(t)〉 =

i

1− c−c+

{
[〈ρ22〉 − 〈ρ33〉] ×

× [Wn2(λ−)− c−c+Wn2(λ+)] +

+ 〈ρ12〉e−iΦ [Wn1(λ−)− c−c+Wn1(λ+)]
}
+

+
ic+

1−c−c+

{
[〈ρ11〉−〈ρ33〉] [Wn1(λ+)−Wn1(λ−)] +

+ 〈ρ21〉eiΦ [Wn2(λ+)−Wn2(λ−)]
}
, n = 1, 2, (33)
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Рис. 2. Коэффициенты в выражениях (32) и (33) в зависимости от двухфотонной отстройки при U = 0.01γ

где функции Wnm(λ±) имеют вид

Wnm(λ±) =

∞∫
−∞

Jnm(ω) dω×

×
∞∫

−∞

M(v) dv

i
[
2ω+Δ−Qv ±√δ2+4|U |2

]
/2−Γopt

. (34)

Их вещественные части представляют собой интег-
рал перекрытия спектральной плотности излучения
и линии поглощения газа, причем линия поглощения
газа имеет отличие от контура Фойгта, связанное с
наличием радиочастотного поля U . Действительно,
на одну подобную функциюWnm(δ) в отсутствие ра-
диополя приходится пара функций Wnm(λ±) в при-
сутствии радиополя, сдвинутых по шкале отстроек
на величины ±√δ2 + 4|U |2, что свидетельствует о
расщеплении Аутлера –Таунса [47] линии поглоще-
ния газа на каждом из оптических переходов Λ-схе-
мы. Эта пара функций входит в выражения (32) и
(33) в виде разности с весовыми коэффициентами,
определяемыми функциями c±.

На рис. 2 показаны зависимости этих коэффици-
ентов от двухфотонной отстройки. Первые два ко-
эффициента, присутствующие в первых двух сла-
гаемых выражений (32) и (33), представлены на
рис. 2a. Видно, что при сканировании δ сначала
определяющий вклад дает только одно слагаемое в
разности функций Wnm(λ±). Далее, при переходе
нулевой двухфотонной отстройки, плавно начина-
ет давать вклад второе слагаемое, и в конце ска-
нирования оно дает определяющий вклад. Модуль
третьего коэффициента, присутствующего в (32) и
(33) при последних двух слагаемых, представлен на
рис. 2б. Он представляет собой резонансную особен-
ность при нулевой двухфотонной отстройке. Шири-

на резонанса, так же как и ширина «ступеньки» на
рис. 2a, пропорциональна U .

Таким образом, система уравнений для матрицы
плотности после усреднения по флуктуациям полей
и интегрирования по скорости имеет вид

0 = iU〈ρ12〉 − iU∗〈ρ21〉+ i〈Ω1(t)ρ13(t)〉−
− i〈Ω∗

1(t)ρ31(t)〉 + (γ13 + ν31)〈ρ33〉+
+ νgg

′
(〈ρ22〉 − 〈ρ11〉), (35)

0 = iU∗〈ρ21〉 − iU〈ρ12〉+ i〈Ω2(t)ρ23(t)〉−
− i〈Ω∗

2(t)ρ32(t)〉 + (γ23 + ν32)〈ρ33〉+
+ νgg

′
(〈ρ11〉 − 〈ρ22〉) , (36)

0 = i〈Ω∗
1(t)ρ31(t)〉−i〈Ω1(t)ρ13(t)〉 − i〈Ω2(t)ρ23(t)〉+

+ i〈Ω∗
2(t)ρ32(t)〉 − (γ + νeg)〈ρ33〉, (37)

0 = [i(Δ2−Δ1)−Γrf ] 〈ρ12〉+ iU∗ (〈ρ11〉−〈ρ22〉) +
+ i〈Ω2(t)ρ13(t)〉eiΦ − i〈Ω∗

1(t)ρ32(t)〉eiΦ. (38)

Средние произведения 〈Ω∗
n(t)ρab(t)〉 здесь подстав-

ляются из выражений (32), (33). Видно, что уравне-
ние (37) получается из уравнений (35), (36) простым
их сложением. Поэтому вместо уравнения (37), для
того чтобы система перестала быть переполненной,
используется условие нормировки 〈ρ33〉 = 1−〈ρ11〉−
− 〈ρ22〉. Здесь Γrf = Γ′

12 − νrf .

2.3. Уравнения переноса спектральной
плотности излучения

Волновые уравнения для медленноменяющихся
комплексных амплитуд напряженности электричес-
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кого поля могут быть записаны для частот Раби по-
лей оптического диапазона в следующем виде [28]:

(
∂

∂z
+
1

c

∂

∂t

)
Ωj(z, t) = −iqjρ3j(z, t), j = 1, 2, (39)

где qj = 4πna|dj3|2ωj/c�, c — скорость света в вакуу-
ме. Путем домножения уравнения (39) на Ω∗

n(z, t) и
усреднения по ансамблю флуктуаций полей оптиче-
ского диапазона получим уравнение переноса кор-
реляционной функции в стационарном случае:

∂

∂z
〈Ω∗

n(z, t)Ωm(z, t′)〉 = −i
[
qm〈Ω∗

n(z, t)ρ3m(z, t′)〉−
− qn〈Ωm(z, t′)ρn3(z, t)〉

]
. (40)

Чтобы найти корреляторы в правой части (40),
воспользуемся выражениями (32) и (33), которые
были выведены для равновременных корреляторов
〈Ω∗

n(z, t)ρ3m(z, t′)〉, t = t′. В случае различных вре-
менных аргументов в них нужно провести заме-
ну Wnm(λ±) → Wnm(λ±)eiω(t−t′). Тогда, приравни-
вая фурье-компоненты, получим уравнения перено-
са энергетических спектров оптических полей:

∂J11(ω, z)

∂z
= 2q1 Im

(
i

1− c−c+

{
[〈ρ11(z)〉 −

− 〈ρ33(z)〉] [W11(λ+, ω, z)−c−c+W11(λ−, ω, z)] +

+ 〈ρ21(z)〉eiΦ(z) [W12(λ+, ω, z) −
− c−c+W12(λ−, ω, z)]

}
+

ic−
1− c−c+

×

×
{
[〈ρ22(z)〉 − 〈ρ33(z)〉] [W12(λ−, ω, z) −
− W12(λ+, ω, z)] + 〈ρ12(z)〉×

× e−iΦ(z) [W11(λ−, ω, z)−W11(λ+, ω, z)]
})

, (41)

∂J22(ω, z)

∂z
= 2q2 Im

(
i

1− c−c+

{
[〈ρ22(z)〉 −

− 〈ρ33(z)〉] [W22(λ−, ω, z)−c−c+W22(λ+, ω, z)] +

+ 〈ρ12(z)〉e−iΦ(z) [W21(λ−, ω, z) −
− c−c+W21(λ+, ω, z)]

}
+

ic+
1− c−c+

×

×
{
[〈ρ11(z)〉 − 〈ρ33(z)〉] [W21(λ+, ω, z) −
− W21(λ−, ω, z)] + 〈ρ21(z)〉eiΦ(z) ×

× [W22(λ+, ω, z)−W22(λ−, ω, z)]
})

, (42)

Уравнение переноса взаимного спектра:

∂J12(ω, z)

∂z
= − iq2

1− c−c+

{
i [〈ρ22(z)〉 −

− 〈ρ33(z)〉] [W12(λ−, ω, z)−c−c+W12(λ+, ω, z)] +

+ i〈ρ12(z)〉e−iΦ(z) [W11(λ−, ω, z) −
− c−c+W11(λ+, ω, z)]

}
− iq2c+

1− c−c+
×

×
{
i [〈ρ11(z)〉 − 〈ρ33(z)〉] [W11(λ+, ω, z) −
− W11(λ−, ω, z)] + i〈ρ21(z)〉eiΦ(z) ×

× [W12(λ+, ω, z)−W12(λ−, ω, z)]
}
− iq1
1−c−c+

×

×
{
i [〈ρ11(z)〉 − 〈ρ33(z)〉] [W ∗

21(λ+, ω, z) −
− c−c+W ∗

21(λ−, ω, z)] + i〈ρ12(z)〉e−iΦ(z) ×

× [W ∗
22(λ+, ω, z)−c−c+W ∗

22(λ−, ω, z)]
}
− iq1c

∗
−

1−c−c+
×

×
{
i [〈ρ22(z)〉 − 〈ρ33(z)〉] [W ∗

22(λ−, ω, z) −
− W ∗

22(λ+, ω, z)] + i〈ρ21(z)〉eiΦ(z) ×
× [W ∗

21(λ−, ω, z)−W ∗
21(λ+, ω, z)]

}
. (43)

Здесь в правой части уравнений функции
Wnm(λ±, ω, z) имеют вид

Wnm(λ±, ω, z) = Jnm(ω, z)×

×
∞∫

−∞

M(v) dv

i
[
2ω+Δ−Qv ±√δ2+4|U |2

]
/2−Γopt

. (44)

Они представляют собой подынтегральные функ-
ции в выражении (34) и имеют физический смысл
«силы» взаимодействия фурье-компоненты с часто-
той ω с линией поглощения атомного газа в точке z.

Совместное решение системы уравнений
(35)–(38) для матрицы плотности атомов с урав-
нениями переноса спектра полей (41)–(43) дает
информацию о распределении энергетического и
взаимного спектров излучения и состояния атомов
в объеме ячейки. Во все уравнения входит относи-
тельная фаза Φ, что определяет зависимость от нее
оптических свойств газа.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В этом разделе будет анализироваться решение
системы уравнений (35)–(38) для усредненной по
флуктуациям излучения и проинтегрированной по
скоростям матрицы плотности 〈ρ̂〉 атомов совместно

13
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Рис. 3. Распространение энергетических спектров оптических полей вдоль координаты z для узкого спектра на вхо-
де (ΓL = 1γ, a,б) и широкого спектра на входе (ΓL = 200γ, в,г) по сравнению с шириной линии поглощения газа

(kvt ≈ 50γ). Параметры: Φ0 = π/4, Ω1(0) = Ω2(0) = 108 c−1, U = 5 · 105 c−1, na = 2 · 1011 см−3, T = 55 ◦C

с системой уравнений (41)–(43) для переноса спект-
ральных плотностей излучения Jmn, выведенных в
предыдущем разделе работы.

На рис. 3 представлены формы энергетических
спектров J11 и J22, определяемых выражением (23),
для двух оптических полей с частотами Раби со-
ответственно Ω1 и Ω2 в зависимости от координа-
ты z вдоль распространения излучения для случая,
когда ширина спектра много меньше ширины ли-
нии поглощения газа (ΓL 	 kvt, рис. 3a,б) и много
больше ширины линии поглощения газа (ΓL � kvt,
рис. 3в,г). Из рис. 3 следует, в первую очередь,
что характерный период пространственных осцил-
ляций интенсивности спектральных компонент воз-
рос приблизительно на два порядка по сравнению
со случаем холодных атомов [40]. Это объясняется
тем, что атомы за счет движения имеют доплеров-

скую отстройку и, следовательно, вероятность вы-
нужденного рамановского рассеяния на каждый фо-
тон уменьшается. Поэтому значительная перекачка
энергии из одной моды в другую достигается через
большее расстояние.

В случае узкого спектра (рис. 3а,б) осцилляции
спектра происходят без его искажения, зависимость
от z для каждой спектральной компоненты повто-
ряет эту зависимость для интегральной интенсив-
ности. Для широкого спектра на входе (рис. 3в,г)
при прохождении среды возникают его искажения
в виде провала для больших z. Помимо этого, на
«хвостах» спектра возникают высшие гармоники
пространственных осцилляций спада интенсивно-
сти, связанные с тем, что дисперсионная кривая
среды значительно изменяется от центра спектра к
его краям и вызывает фазовые набеги частотных
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компонент, отличные от фазовых набегов в центре
спектра.

На рис. 4a показано, как меняется спад интен-
сивности

I1(z) = 〈Ω∗
1(z, t)Ω1(z, t)〉(�2c)/(8π|d3j |2)

одной из оптических компонент при изменении ши-
рины и формы спектра на входе. На данном гра-
фике при увеличении ширины спектра интеграль-
ная интенсивность на входе удерживается постоян-
ной. Широкий спектр захватывает больше скорост-
ных групп атомов, но на них приходится меньшая
интенсивность, поэтому вероятность вынужденного
рамановского рассеяния изменяется незначительно.
Изменение происходит в меньшую сторону, так как

период осцилляций при этом возрастает. Для ши-
рины спектра ΓL = 40γ и его лоренцевой формы
на входе (сплошная кривая) интеграл перекрытия с
контуром поглощения газа немного больше, чем для
гауссовой формы (пунктир), поэтому периоды этих
кривых различаются.

На рис. 4б показана зависимость пространствен-
ных осцилляций интенсивности от температуры
ячейки. Увеличение температуры влияет на харак-
теристики газа тройственным образом. В первую
очередь возрастает концентрация насыщенных па-
ров рабочих атомов. Поэтому с увеличением тем-
пературы распределение интенсивности вдоль оси
z сжимается обратно пропорционально изменению
коэффициентов q1,2 в системе уравнений (41)–(43).
Во-вторых, возрастает частота столкновений рабо-
чих атомов между собой, со стенками ячейки и с
буферными атомами, что увеличивает скорость раз-
рушения радиочастотной когерентности. Это вызы-
вает увеличение наклона линейного участка спа-
да интенсивности, что видно на сплошной кри-
вой. В-третьих, возрастает неоднородное доплеров-
ское уширение линии. Последний фактор вызывает
незначительное (в пределах изменения температуры
на рис. 4б) уменьшение интеграла перекрытия спек-
трального контура излучения с линией поглощения
газа, но по сравнению с влиянием первых двух фак-
торов этим эффектом можно пренебречь.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе построена теория переноса спектраль-
ной плотности излучения при замкнутой схеме воз-
буждения в модели трехуровневой схемы атомных
уровней (Δ-схема). Выведены уравнения (35)–(38)
(при подстановке в них выражений (32), (33)) для
матрицы плотности атомов в газовой ячейке с бу-
ферным газом при возбуждении трехкомпонентным
излучением (два поля оптического диапазона и одно
поле радиочастотного диапазона).

В случае оптически плотной среды система
(35)–(38) должна решаться совместно с уравне-
ниями переноса спектральной плотности (41)–(43)
полей оптического диапазона. В этих уравнениях
учитывается относительная фаза полей, изменение
формы энергетических спектров и корреляции меж-
ду компонентами при прохождении среды. При этом
для радиочастотного поля среда полагается оптиче-
ски тонкой.

Найдено, что в оптически плотной среде имеет
место квазипериодическое изменение спектральной
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плотности компонент излучения оптического диа-
пазона, вызванное обменом энергией между этими
компонентами при вынужденном рамановском
рассеянии под действием радиочастотного поля при
относительной фазе Φ0 = π/4. Показано, что пе-
риод пространственных осцилляций интенсивности
излучения зависит от интеграла перекрытия спек-
тральной плотности излучения и линии поглощения
и дисперсии среды.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Министерства образования и науки РФ в рамках
ФЦП «Исследования и разработки по приоритет-
ным направлениям развития научно-технологичес-
кого комплекса России на 2014–2020 гг. (соглашение
№14.578.21.0211, уникальный идентификатор согла-
шения RFMEFI157816X0211)».
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