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Получен новый тип крупномасштабной неустойчивости во вращающейся стратифицированной влажной
атмосфере с мелкомасштабной турбулентностью. Турбулентность возбуждается внешней мелкомасштаб-
ной силой с малым числом Рейнольдса. Теория построена на основе метода многомасштабных асимп-
тотических разложений. Нелинейные уравнения для крупномасштабных движений получены в третьем
порядке теории возмущений. Исследована линейная неустойчивость и стационарные нелинейные режи-
мы. Получены решения в виде локализованных вихревых структур или кинков нового типа.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известно, что крупномасштабные вих-
ревые структуры (КВС) типа тайфунов, торнадо,
циклонов и антициклонов играют важную роль в
динамике атмосферы Земли. Именно они определя-
ют глобальный перенос воздушных масс, формиру-
ют погоду и климат как на нашей планете, так и
на других планетах [1–6]. Характерные масштабы
таких вихревых структур намного превышают ха-
рактерные масштабы турбулентности или волн, на
фоне которых они возникают. Поэтому их называ-
ют крупномасштабными. Исследование механизмов
генерации КВС мелкомасштабной турбулентностью
является одним из важных направлений в разви-
тии нелинейной физики. Следует отметить, что осо-
бую роль в процессах генерации КВС в атмосфере
Земли и других планет играет свободная конвекция
или тепломассоперенос вещества в поле силы тяже-
сти [7].

Возникновение КВС в конвективных системах
изучалось в рамках как ламинарной теории [8], так
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и турбулентной [9–16]. Наибольшее развитие полу-
чила турбулентная теория (вихревое динамо), в ко-
торой показано существование крупномасштабной
неустойчивости в конвективных системах с мел-
комасштабной спиральной турбулентностью [9–11],
вследствие которой образуется одна конвективная
ячейка, интерпретируемая как огромный вихрь ти-
па тропического циклона. Эта теория нашла под-
тверждение в ряде численных [12] и аналитических
[13] расчетов. В работе [11] изучался процесс зарож-
дения крупномасштабной неустойчивости в конвек-
тивной турбулентности с учетом фазовых переходов
влаги. Там же было показано, что во влажной кон-
векции уменьшается порог неустойчивости, что эк-
вивалентно появлению дополнительного источника
энергии.

Крупномасштабная вихревая неустойчивость во
вращающихся турбулентных потоках исследовалась
во многих работах [14–18]. Так, при рассмотрении
вращающихся конвективных систем были предпри-
няты попытки применения полученных результа-
тов к теории возникновения тропических цикло-
нов. Дальнейшее развитие теория конвективного
вихревого динамо получила в работах [19, 20], где
был применен метод многомасштабных асимптоти-
ческих разложений. Этот метод, в отличие от при-
меняемой в работах [8–18] функциональной техники
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[21,22], позволяет строго выделить из всей иерархии
возмущений главный порядок, в котором возникает
неустойчивость. Впервые, для описания генерации
КВС в отражательно-неинвариантной турбулентно-
сти метод многомасштабных асимптотических раз-
ложений был применен в работе [23]. В качестве ма-
лого параметра асимптотического разложения здесь
использовалось число Рейнольдса R � 1 для мелко-
масштабных пульсаций скорости, вызванных мелко-
масштабной спиральной силой. Нелинейная стаби-
лизация конвективной крупномасштабной неустой-
чивости, рассмотренной в работах [19,20], приводит
к образованию спиральных вихревых солитонов или
кинков нового типа.

Новый тип крупномасштабной неустойчи-
вости во вращающейся жидкости, подверженной
действию мелкомасштабной внешней силы, был рас-
смотрен в работе [24]. В результате развития этой
неустойчивости во вращающейся жидкости возни-
кают нелинейные крупномасштабные спиральные
вихревые структуры типа вихрей Бельтрами или
локализованные кинки с внутренней спиральной
структурой. Внешняя мелкомасштабная сила моде-
лирует действие мелкомасштабной турбулентности
и находится в плоскости XY , которая перпендику-
лярна оси вращения, т. е. ось Z направлена вдоль
вектора угловой скорости вращения Ω. Найденная
в работе [24] неустойчивость принадлежит классу
неустойчивостей, которые называют гидродинами-
ческим α-эффектом. Настоящая работа посвящена
обобщению этой неустойчивости на случай страти-
фицированной влажной атмосферы. Специальный
выбор вида внешней мелкомасштабной силы, как и
в работе [24], позволил учесть влияние силы Корио-
лиса и стратификации во влажной атмосфере.

Содержание работы изложено в следующих раз-
делах: в разд. 2, применяя метод многомасштабных
асимптотических разложений, мы получили усред-
ненные уравнения во вращающейся влажной атмо-
сфере для крупномасштабных полей. Детали выво-
да уравнений многомасштабного асимптотического
разложения приведены в Приложении A. Корреля-
ционные функции, входящие в усредненные урав-
нения, выражаются через мелкомасштабные поля в
нулевом приближении по R. Для получения усред-
ненных уравнений в замкнутом виде в Приложе-
нии B найдены решения для мелкомасштабных по-
лей нулевого порядка. Используя эти решения, в
разд. 3 мы получили уравнения нелинейного вих-
ревого динамо в замкнутом виде. Там же получе-
на система уравнений для крупномасштабных воз-
мущений скорости малой амплитуды, описывающая

неустойчивость гидродинамического α-эффекта и
определены критерии развития этой неустойчивости
в зависимости от вращения и стратификации сре-
ды. Проведенный в разд. 4 численный анализ нели-
нейных уравнений в стационарном режиме показал
существование локализованных спиральных вихре-
вых структур типа кинков. Полученные результаты
могут найти применение во многих задачах метео-
рологии.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ
КРУПНОМАСШТАБНЫХ ВИХРЕВЫХ

ПОЛЕЙ

Для описания процесса влажной конвекции за-
пишем известную систему гидродинамических урав-
нений для возмущений скорости v, температуры T ,
давления P и удельной водности m в приближении
Буссинеска во вращающейся системе координат:

∂vi
∂t

+ vk
∂vi
∂xk

= νΔvi − 1

ρ

∂P

∂xi
+ 2εijkvjΩk +

+ gei (βT + β1m) + F i
0 , (1)

∂T

∂t
+ vk

∂T

∂xk
−Aekvk = χΔT +

L

cp
K, (2)

∂m

∂t
+ vk

∂m

∂xk
−Bekvk = dΔm+K, (3)

∂vi
∂xi

= 0. (4)

Система уравнений (1)–(4) описывает эволюцию
возмущений на фоне основного равновесного состоя-
ния T (z), ρ (z), m (z), задаваемого постоянным гра-
диентом температуры ∇T = −Ae (A > 0) (подгрев
снизу), равновесным градиентом удельной водности
∇m = −Be (B < 0) и гидростатическим давлени-
ем: ∇P = ρg − [Ω× [Ω× r]], где r — радиус-век-
тор элемента жидкости. Здесь g — вектор ускоре-
ния свободного падения, направленный по оси Z,
g = (0, 0, −g). Вектор угловой скорости вращения
Ω считаем постоянным (твердотельное вращение) и
направленным по оси Z, Ω = (0, 0, Ω) . В уравнение
теплового баланса (2) включен источник выделения
скрытой теплоты конденсации насыщенного возду-
ха [11]:

Q =
L

cp
K =

L

cp
cAekvk, c =

dqn

dT
, (5)

где L — удельная теплота конденсации водяного па-
ра, cp — теплоемкость сухого воздуха при посто-
янном давлении, K — скорость конденсации, qn —
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удельная насыщенная влажность или массовая доля
насыщенного пара. Вектор e = (0, 0, 1)— единичный
вектор в направлении оси Z, направленной верти-
кально вверх, β — коэффициент теплового расши-
рения, β1 = −(1/ρ) (∂ρ/∂m)T,P , d — коэффициент
диффузии, ν — коэффициент турбулентной вязко-
сти. В уравнение Навье –Стокса (1) включена внеш-
няя мелкомасштабная сила F0, которая моделирует
источник возбуждения в среде мелкомасштабных и
высокочастотных пульсаций поля скорости v0 с ма-
лым числом Рейнольдса R = v0t0/λ0 � 1. Собствен-
но, ее основная роль состоит в поддержании неболь-
шого уровня мелкомасштабных движений в присут-
ствии диссипации. Здесь мы рассмотрим мелкомас-
штабную внешнюю силу F0 со следующими свой-
ствами:

divF0 = 0, F0 rotF0 �= 0, (6)

F0 = f0F0

(
x

λ0
;
t

t0

)
,

где λ0 — характерный масштаб, t0 — характерное
время, f0 — характерная амплитуда. Характерная
скорость v0, вызванная внешней силой, имеет следу-
ющие характерные масштабы: v0 = v0 (x/λ0, t/t0).

Для удобства введем безразмерные переменные

x → x

λ0
, t → t

t0
, v → v

v0
, F0 → F0

f0
,

P → P

ρp0
, t0 =

λ2
0

ν
, p0 =

v0ν

λ0
, f0 =

v0ν

λ2
0

,

T → T

λ0A
, m → m

λ0B
.

(7)

При этом уравнения (1)–(4) принимают вид

∂vi
∂t

+Rvk
∂vi
∂xk

= Δvi − ∂P

∂xi
+Dεijkvj +

+ ei

(
R̃aT + R̃mm

)
+ F i

0 , (8)

∂T

∂t
+Rvk

∂T

∂xk
− aekvk = Pr−1 ΔT, (9)

∂m

∂t
+Rvk

∂m

∂xk
− bekvk = S−1Δm, (10)

∂vi
∂xi

= 0. (11)

Здесь R̃a = Ra/Pr, Ra = gβAλ2
0/νχ — число Рэ-

лея на масштабе λ0, Pr = ν/χ — число Прандтля,
R̃m = Rm/S, Rm = gβ1Bλ4

0/νd — диффузионный
аналог числа Рэлея на масштабе λ0, S = ν/d — чис-
ло Шмидта, D = 2Ωλ2

0/ν — безразмерный параметр
вращения на масштабе λ0, связанный с числом Тей-
лора Ta = D2 [7] и являющийся характеристикой

степени превалирования сил Кориолиса над вязки-
ми силами, a = 1 + (c/cp)L, b = 1 + (cA/B). Ма-
лым параметром асимптотического разложения бу-
дем считать число Рейнольдса R мелкомасштабных
движений, а параметры Ra, Rm и D будем считать
произвольными, не влияющими на схему разложе-
ния.

Рассмотрим следующую постановку задачи.
Пусть на некотором участке атмосферы влажный
воздух представляет собой смесь сухого воздуха,
водяного пара и капель жидкой воды. В такой
среде присутствуют мелкомасштабные и высоко-
частотные движения, которые поддерживаются
внешней мелкомасштабной силой. Восходящие
потоки воздуха закручиваются силой Кориолиса
и сопровождаются конденсацией водяного пара
в новую субстанцию, называемую водностью с
выделением скрытой тепловой энергии. Стацио-
нарные вертикальные градиенты температуры и
давления определяют отрицательный градиент
насыщенного значения удельной влажности в ат-
мосфере. Учет влияния фазовых переходов влаги
может оказать существенное влияние на динамику
крупномасштабных или усредненных полей. Иссле-
дование этого вопроса и является основной целью
работы. При усреднении быстроосциллирующие
мелкомасштабные осцилляции дают нуль. Однако
из-за нелинейного взаимодействия между ними
могут возникать члены, которые при усреднении не
обращаются в нуль. Такие члены называются секу-
лярными и их обращение в нуль является условием
разрешимости многомасштабного асимптотического
разложения. Нахождение и исследование уравнений
разрешимости или, другими словами, замкнутых
уравнений для крупномасштабных возмущений и
является основной задачей этой работы.

Для построения многомасштабных асимптотиче-
ских разложений используем метод развитый в ра-
ботах [19, 20, 23]. Обозначим мелкомасштабные пе-
ременные x0 = (x0, t0), а крупномасштабные X =

= (X, T ). Производную ∂/∂xi
0 обозначим ∂i, а про-

изводную ∂/∂t0 — ∂t. Для обозначения крупномас-
штабных пространственных и временных производ-
ных будут использованы обозначения

∂

∂Xi
≡ ∇i,

∂

∂T
≡ ∂T .

Представим пространственные и временные произ-
водные в уравнениях (8)–(11) в виде

∂

∂xi
→ ∂i +R2∇i,

∂

∂t
→ ∂t +R4∂T . (12)
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При построении нелинейной теории переменные v,
T , m, P представим в виде асимптотических рядов:

V (x, t) =
1

R
W−1 (X) + v0 (x0) +Rv1 +

+R2v2 +R3v3 + . . . ,

T (x, t) =
1

R
T−1 (X) + T0 (x0) +RT1 +

+R2T2 +R3T3 + . . . ,

P (x, t) =
1

R3
P−3 +

1

R2
P−2 +

1

R
P−1 + P0 +

+R[P1 + P 1 (X)] +R2P2 +R3P3 + . . . ,

m (x, t) =
1

R
M−1 (X) +m0 (x0) +

+Rm1 +R2m2 +R3m3 + . . .

(13)

Подставляя разложения (12), (13) в систему уравне-
ний (8)–(11) и собирая вместе члены с одинаковыми
порядками по R до степени R3 включительно, полу-
чаем уравнения многомасштабного асимптотическо-
го разложения. Алгебраическая структура асимпто-
тического разложения уравнений (7)–(9) в различ-
ных порядках по R приведена в Приложении A. Там
же показано, что именно в порядке R3 получаются
основные секулярные уравнения, или уравнения для
крупномасштабных полей во влажной атмосфере:

∂TW
i
−1 −ΔW i

−1 +∇k

(
vk0v

i
0

)
= −∇iP 1, (14)

∂TT−1 − Pr−1 ΔT−1 = −∇k

(
vk0T0

)
, (15)

∂TM−1 − S−1ΔM−1 = −∇k

(
vk0m0

)
. (16)

Уравнения (14)–(16) дополняются секулярными
уравнениями, полученными в Приложении A:

−∇iP−3 + R̃a eiT−1 + eiR̃mM +DεijkW
k
−1 = 0,

W k
−1∇kW

i
−1 = −∇iP−1,

W k
−1∇kT−1 = 0,

W k
−1∇kM−1 = 0,

∇iW
i
−1 = 0,

W z
−1 = 0.

Этим уравнениям удовлетворяют крупномасштаб-
ные поля бельтрамиевского типа:

W−1 =
(
W x

−1 (Z) ,W y
−1 (Z) , 0

)
,

M−1 = M−1 (Z) , T−1 = T−1 (Z) ,

P−1 = const.
(17)

В рамках квазидвумерной задачи крупномасштаб-
ные производные по Z предпочтительнее, т. е.

∇Z ≡ ∂

∂Z
� ∂

∂X
,

∂

∂Y
.

Тогда система уравнений (14)–(16) упрощается и
принимает следующий вид:

∂TW1 −∇2
ZW1 +∇Z

(
vz0v

x
0

)
= 0, W1 ≡ W x

−1, (18)

∂TW2 −∇2
ZW2 +∇Z

(
vz0v

y
0

)
= 0, W2 ≡ W y

−1, (19)

∂TT−1 − Pr−1 ΔT−1 +∇Z

(
vz0T0

)
= 0, (20)

∂TM−1 − S−1ΔM−1 +∇Z

(
vz0m0

)
= 0. (21)

Система уравнений (18)–(21) описывает эволюцию
крупномасштабных возмущений во вращающейся
влажной атмосфере в рамках модели конденсаци-
онного тепловыделения (см. формулу (5)). Для ис-
следования динамики крупномасштабного вихрево-
го поля необходимо получить уравнения (18), (19)
в замкнутом виде, т. е. вычислить напряжения Рей-
нольдса ∇k

(
vk0v

i
0

)
, которые будут найдены в следу-

ющем разделе.

3. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВИХРЕВОГО
ДИНАМО И КРУПНОМАСШТАБНАЯ

НЕУСТОЙЧИВОСТЬ

Для замыкания системы уравнений (18), (19),
описывающих зволюцию крупномасштабных полей
скорости W, необходимо вычислить корреляторы
следующего вида:

T 31 = w0u0 = w01 (u01)
∗ + (w01)

∗ u01 +

+ w03 (u03)
∗ + (w03)

∗ u03, (22)

T 32 = w0v0 = w01 (v01)
∗
+ (w01)

∗
v01 +

+ w03 (v03)
∗
+ (w03)

∗
v03. (23)

Формулы (22), (23) определяют напряжения Рей-
нольдса, для вычисления которых нам потребуются
выражения для мелкомасштабных полей скорости
(95), явный вид которых приведен в Приложении B.
После подстановки этих выражений в формулы (22),
(23) находим

T 31 = −2 |C1|2 + C2A
∗
2 + C∗

2A2, (24)

T 32 = −2 |C2|2 − (C1A
∗
1 + C∗

1A1) . (25)
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Используя формулы (96), выпишем ряд полезных
соотношений:

|C1,2|2 = C1,2C
∗
1,2 =

f2
0

16
×

×D2

∣∣∣∣∣D̂2
1,2 +

D2

2
−
(
R̃a

a

2

D̂1,2

D̂θ1,2

+ R̃m
b

2

D̂1,2

D̂m1,2

)∣∣∣∣∣
−2

,

C1,2A
∗
1,2 + C∗

1,2A1,2 =
f2
0

2
×

×D

⎛⎜⎝1− R̃a
a

2

Pr−1∣∣∣D̂θ1,2

∣∣∣2 − R̃m
b

2

S−1∣∣∣D̂m1,2

∣∣∣2
⎞⎟⎠ ×

×
∣∣∣∣∣D̂2

1,2 +
D2

2
−
(
R̃a

a

2

D̂1,2

D̂θ1,2

+ R̃m
b

2

D̂1,2

D̂m1,2

)∣∣∣∣∣
−2

.

Подставляя эти соотношения в формулы (23), (24),
находим выражения для напряжений Рейнольдса:

T 31 = −f2
0

8
×

×D2

∣∣∣∣∣D̂2
1 +

D2

2
−
(
R̃a

a

2

D̂1

D̂θ1

+ R̃m
b

2

D̂1

D̂m1

)∣∣∣∣∣
−2

+

+
f2
0

2
D

⎛⎜⎝1− R̃a
a

2

Pr−1∣∣∣D̂θ2

∣∣∣2 − R̃m
b

2

S−1∣∣∣D̂m2

∣∣∣2
⎞⎟⎠ ×

×
∣∣∣∣∣D̂2

2 +
D2

2
−
(
R̃a

a

2

D̂2

D̂θ2

+ R̃m
b

2

D̂2

D̂m2

)∣∣∣∣∣
−2

, (26)

T 32 = −f2
0

8
×

×D2

∣∣∣∣∣D̂2
2 +

D2

2
−
(
R̃a

a

2

D̂2

D̂θ2

+ R̃m
b

2

D̂2

D̂m2

)∣∣∣∣∣
−2

−

− f2
0

2
D

⎛⎜⎝1− R̃a
a

2

Pr−1∣∣∣D̂θ1

∣∣∣2 − R̃m
b

2

S−1∣∣∣D̂m1

∣∣∣2
⎞⎟⎠ ×

×
∣∣∣∣∣D̂2

1 +
D2

2
−
(
R̃a

a

2

D̂1

D̂θ1

+ R̃m
b

2

D̂1

D̂m1

)∣∣∣∣∣
−2

. (27)

В результате уравнения (18), (19) замыкаются и
принимают вид

∂TW1 −∇2
ZW1 +∇ZT

31 = 0, (28)

∂TW2 −∇2
ZW2 +∇ZT

32 = 0. (29)

Раскрывая модули, запишем напряжения Рейнольд-
са (26), (27) в явном виде:

T 31 = −f2
0

8
×

×D2

{
16 (1−W1)

2
+

[
D2

2
+ 4− (1−W1)

2

]2
+

+ R1

[
4 + (1−W1)

2
]
+

D2

2
Φ1

}−1

+

+
f2
0

2
D

(
1− R̃a

a

2

Pr−1

4Pr−2 +(1−W2)
2 −

− R̃m
b

2

S−1

4S−2 + (1−W2)
2

)
×

×
{
16 (1−W2)

2
+

[
D2

2
+ 4− (1−W2)

2

]2
+

+ R2

[
4 + (1−W2)

2
]
+

D2

2
Φ2

}−1

, (30)

T 32 = −f2
0

8
×

×D2

{
16 (1−W2)

2 +

[
D2

2
+ 4− (1−W2)

2

]2
+

+ R2

[
4 + (1−W2)

2
]
+

D2

2
Φ2

}−1

−

− f2
0

2
D

(
1− R̃a

a

2

Pr−1

4Pr−2 +(1−W1)
2 −

− R̃m
b

2

S−1

4S−2 + (1−W1)
2

)
×

×
{
16 (1−W1)

2 +

[
D2

2
+ 4− (1−W1)

2

]2
+

+ R1

[
4 + (1−W1)

2
]
+

D2

2
Φ1

}−1

. (31)

Здесь введены следующие обозначения:

R1,2 =
a2

4

R̃a
2

4Pr−2 +(1−W1,2)
2 +

+
b2

4

R̃2
m

4S−2 + (1−W1,2)
2 +

ab

4
R̃aR̃m ×

× 8S−1Pr−1 +2 (1−W1,2)
2[

4Pr−2 +(1−W1,2)
2
] [

4S−2+(1−W1)
2
] +Φ1,2,
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Φ1,2 = −R̃a
a

2

8Pr−1 −2 (1−W1,2)
2

4Pr−2 +(1−W1,2)
2 −

− R̃m
b

2

8S−1 − 2 (1−W1,2)
2

4S−2 + (1−W1,2)
2 .

Формулы (30), (31) несколько упрощаются, если
свойства среды таковы, что числа Прандтля Pr =

= ν/χ и числа Шмидта S = ν/d равны единице,
Pr = S = 1. В результате находим

T 31 = −f2
0

8
D2
(
4 + W̃ 2

1

)
×

×
{(

4+W̃ 2
1

)[
16W̃ 2

1+

[
D2

2
+4−W̃ 2

1

]2
+
R̃2

4

]
−

− R̃
(
16− W̃ 4

1

)
−D2 R̃

2

(
4− W̃ 2

1

)}−1

+

+
f2
0

2
D

(
4 + W̃ 2

2 − R̃

2

)
×

×
{(

4+W̃ 2
2

)[
16W̃ 2

2+

[
D2

2
+4−W̃ 2

2

]2
+
R̃2

4

]
−

− R̃
(
16− W̃ 4

2

)
−D2 R̃

2

(
4− W̃ 2

2

)}−1

, (32)

T 32 = −f2
0

8
D2
(
4 + W̃ 2

2

)
×

×
{(

4+W̃ 2
2

)[
16W̃ 2

2+

[
D2

2
+4−W̃ 2

2

]2
+
R̃2

4

]
−

− R̃
(
16− W̃ 4

2

)
−D2 R̃

2

(
4− W̃ 2

2

)}−1

−

− f2
0

2
D

(
4 + W̃ 2

1 − R̃

2

)
×

×
{(

4+W̃ 2
1

)[
16W̃ 2

1+

[
D2

2
+4−W̃ 2

1

]2
+
R̃2

4

]
−

− R̃
(
16− W̃ 4

1

)
−D2 R̃

2

(
4− W̃ 2

1

)}−1

. (33)

В формулах (32), (33) приняты обозначения W̃1 =

= 1−W1, W̃2 = 1−W2, R̃ = aRa+ bRm. Как прави-
ло, в атмосферной конвекции равновесный градиент
удельной водности мал, |B| � c |A|, и, принимая во
внимание, что |L/cp| � |β1/β|, выражение для R̃

можно представить в виде суммы:

R̃ =

(
1 + L

c

cp

)
Ra = Ra+Rq,

где Ra = gβAλ4
0/ν

2 — число Рэлея для «сухой» кон-
векции при ν = χ = d, Rq = gβ (γm − γa)/ν

2 — чис-
ло, характеризующее интенсивность конденсацион-
ного тепловыделения [8], γm — влажноадиабатичес-
кий и γa = g/cp — сухоадиабатический градиенты,
связанные соотношением [25]

γm = γa +
L

cp

dqn
dz

. (34)

Заметим, что для случая однородной среды (R̃a =

= R̃m = 0) формулы (32), (33) совпадают с резуль-
татами работы [24]. Уравнения (28), (29) соответ-
ствуют уравнениям нелинейного вихревого динамо
во вращающейся влажной атмосфере с мелкомас-
штабной внешней силой. Если эффект вращения ис-
чезнет (Ω = 0) или амплитуда внешней силы равна
нулю (f0 = 0), то происходит обычное диффузион-
ное расплывание крупномасштабных полей.

Так же как в работах [19,20,24], рассмотрим вна-
чале устойчивость малых возмущений, а затем ис-
следуем вопрос о возможном существовании стаци-
онарных структур. При малых значениях W1,2 на-
пряжения Рейнольдса (32), (33) можно разложить в
ряд по W1,2. С учетом формулы∣∣∣∣∣D̂2

1,2 +
D2

2
− R̃

2

∣∣∣∣∣
−2

≈ α0 + αW1,2 + . . . , (35)

где

α0 =
4

(D2 + 6)2 + 64 + R̃2 − 12R̃

(
1 +

D2

10

) ,

α =

32D2

(
10−D2 + R̃

(
1 +

D2

10

)
+

3

50
R̃D2

)
(
(D2 + 6)

2
+ 64 + R̃2 − 12R̃

(
1 +

D2

10

))2 ,

получаем линеаризованные уравнения (28), (29):

∂TW1 −∇2
ZW1 = α1∇ZW1 − α2∇ZW2, (36)

∂TW2 −∇2
ZW2 = α1∇ZW2 + α2∇ZW1. (37)

Здесь

α1 =
f2
0

8
D2α, α2 =

f2
0

2
D

(
α

(
1− R̃

10

)
−α0

R̃

25

)
.

Решение линейной системы уравнений (36), (37) бу-
дем искать в виде плоских волн с волновым векто-
ром K, параллельным оси Z, т. е.

W1,2 = AW1,2 exp (−iωT + iKZ) . (38)
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Рис. 1. Зависимости α-эффекта от параметра стратификации среды ˜R (а) и от параметра вращения среды D (б)

Подставим (38) в систему уравнений (36), (37) и по-
лучим дисперсионное уравнение(−iω +K2 − iα1K

)2 − α2
2K

2 = 0. (39)

Представив ω из уравнения (39) в виде ω = ω0 + iΓ,
находим

ω0 = Reω = −α1K, Γ = Imω = ±α2K −K2. (40)

Решения (40) указывают на существование неустой-
чивых колебательных решений для крупномасштаб-
ных вихревых возмущений. Заметим, что для малых
амплитуд крупномасштабных возмущений, коэффи-
циент усиления α2 зависит от амплитуды внеш-
ней силы f0 (интенсивности турбулентности), пара-
метра вращения D и параметра стратификации R̃,
включающего в себя характеристики «сухой» Ra и
«влажной» Rq конвекций. Выясним сначала, как из-
меняются значения α2 в зависимости от параметра
R̃ при фиксированном параметре вращения D = 1 и
амплитуде внешней силы f0 = 10. Функциональная
зависимость α2(R̃) изображена на рис. 1.

Значение коэффициента α2 при R̃ = 0 соответ-
ствует однородной среде. В этом пределе генерация
крупномасштабных вихревых возмущений вызвана
действием вешней мелкомасштабной силы и силы
Кориолиса [24]. На рис. 1 видно, что наличие темпе-
ратурной стратификации (Ra �= 0) и дополнитель-
ного источника конденсационного тепловыделения
(Rq �= 0) может привести к увеличению коэффици-
ента α2 и, как следствие, к более быстрой генерации

крупномасштабных вихревых возмущений, чем в од-
нородной среде. При некотором критическом значе-
нии параметра стратификации R̃ = R̃0 генерация
возмущений пропадает, поскольку α2 = 0. Далее,
при числах R̃ > R̃0 происходит изменение знака ко-
эффициента усиления α2. Тогда нарастающая мода
станет затухающей, и наоборот.

Представляет также интерес выяснить влияние
эффекта вращения среды на коэффициент усиле-
ния α2 или процесс генерации крупномасштабных
возмущений. Для этих целей зафиксируем значе-
ние параметра R̃ = 2 и амплитуду внешней силы
f0 = 10. В этом случае функциональная зависи-
мость α2(D) изображена на рис. 1б. Анализ зависи-
мости α2(D) от параметра вращения D показывает,
что при «быстром» вращении (D → ∞) происхо-
дит уменьшение коэффициента α2 → 0, т. е. подав-
ление α-эффекта. Из графика зависимости α2(D)

видно, что существуют значения параметра D, при
которых генерация вихревых возмущений пропада-
ет (α2 = 0). Графическое изображение совместно-
го влияния эффекта вращения и стратификации в
плоскости (D, R̃) представлено на рис. 2а. Здесь об-
ласть неустойчивости α2 > 0 выделена серым цве-
том.

Максимальный инкремент неустойчивости
Γmax = α2

2/4 достигается на волновых числах
Kmax = α2/2. График зависимости (рис. 2б) инкре-
мента неустойчивости Γ от волновых чисел K имеет

13 ЖЭТФ, вып. 6
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Рис. 2. а) График для α2 в плоскости (D, ˜R): серая область соответствует положительным значениям α2 (неустойчивые
решения), а белые области — отрицательным значениям α2. б) Зависимость инкремента неустойчивости от волновых

чисел K для параметров D = 1, ˜R = 2 и f0 = 10

стандартный вид, характерный для α-эффекта. В
результате развития крупномасштабной неустой-
чивости во вращающейся влажной атмосфере
генерируются крупномасштабные спиральные цир-
кулярно-поляризованные вихри бельтрамиевского
типа.

В заключение раздела оценим характерный про-
странственный масштаб неустойчивой моды Lmax ∼
∼ 1/α2 и характерный временной масштаб ее нарас-
тания Tmax ∼ 1/α2

2 в условиях возникновения гид-
родинамического α-эффекта во вращающейся влаж-
ной атмосфере. Для этого вычислим коэффициент
α2, используя типичные характеристики атмосфер-
ной турбулентности. Так, следуя работе [26], выби-
раем характерную скорость v0 � 0.1 м/с и масштаб
пульсаций λ0 � 103 м, турбулентную вязкость ν �
� 105 м2/c аналогично [27]. Тогда характерное вре-
мя турбулентных пульсаций t0 = λ2

0/ν � 10 c и, со-
ответственно, величина параметра вращения D =

= 2Ωλ2
0/ν � 1.4 · 10−3 (угловая скорость вращения

Земли Ω ≈ 7 · 10−5 c−1) и число Рейнольдса R =

= v0λ0/ν � 10−3. Сравним безразмерные парамет-
ры D, Ra, Rm по отношению к числу Рейнольдса R:
D/R > 1, Ra /R = βA·106 > 1, Rm/R = β1B·106 > 1,
что согласуется со схемой асимптотического разло-
жения, используемого в работе. Малость параметра
вращенияD позволяет пренебречь членами порядка

D2 при оценке коэффициента α2:

α2 =
f2
0

2
Dk, (41)

где величина k ≈ 4.5 ·10−2 вычислена согласно фор-
мулам (35) для параметра стратификации R̃ = 5.
Выразим гидродинамическую спиральность αv �
� (t0/3)v0 rotv0(см., например, [11]) через безраз-
мерную амплитуду источника:

αv =
t0v

2
0

3λ0
f2
0 . (42)

Здесь f0 — безразмерная амплитуда внешней силы,
входящая в формулу (41). При выводе этой форму-
лы предполагается наличие баланса между источ-
ником и диссипацией, что соответствует стационар-
ному случаю. Подставляя (42) в (41), находим вы-
ражения для характерных пространственного и вре-
менного масштабов:

Lmax ≈ 2

3

αv

v0R
Dk = 106 км,

Tmax ≈ 4

9

t0v
2
0R

2

α2
vD

2k2
= 1.3 дн.

(43)

Здесь коэффициент гидродинамической спирально-
сти мы считали равным αv ≈ 10−2 м/с [28].
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Таким образом, мы получили вполне приемле-
мые оценки характерных масштабов неустойчивос-
ти, которые могут объяснить происхождение круп-
номасштабной спиральной структуры облачных ме-
зовихрей [29], тайфунов на начальной стадии разви-
тия.

4. СТАЦИОНАРНЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ
ВИХРЕВЫЕ СТРУКТУРЫ

Очевидно, что с ростом амплитуды возмущений
W1,2 нелинейные члены уменьшаются и неустойчи-
вость насыщается. В результате образуются нели-
нейные вихревые структуры. Для их нахождения
положим ∂T = 0 в уравнениях (28), (29) и проинте-
грируем их один раз по Z. В итоге получим систему
нелинейных уравнений следующего вида:

dW̃1

dZ
= −D2 f

2
0

8

(
4 + W̃ 2

1

)
×

×
{(

4+W̃ 2
1

)[
16W̃ 2

1+

[
D2

2
+4−W̃ 2

1

]2
+
R̃2

4

]
−

− R̃
(
16− W̃ 4

1

)
−D2 R̃

2

(
4− W̃ 2

1

)}−1

+

+D
f2
0

2

(
4 + W̃ 2

2 − R̃

2

)
×

×
{(

4+W̃ 2
2

)[
16W̃ 2

2+

[
D2

2
+4−W̃ 2

2

]2
+
R̃2

4

]
−

− R̃
(
16− W̃ 4

2

)
−D2 R̃

2

(
4− W̃ 2

2

)}−1

+C1, (44)

dW̃2

dZ
= −D2 f

2
0

8

(
4 + W̃ 2

2

)
×

×
{(

4+W̃ 2
2

)[
16 (1−W2)

2 +

[
D2

2
+4−W̃ 2

2

]2
+
R̃2

4

]
−

− R̃
(
16− W̃ 4

2

)
−D2 R̃

2

(
4− W̃ 2

2

)}−1

−

−D
f2
0

2

(
4 + W̃ 2

1 − R̃

2

)
×

×
{(

4+W̃ 2
1

)[
16W̃ 2

1+

[
D2

2
+4−W̃ 2

1

]2
+
R̃2

4

]
−

− R̃
(
16− W̃ 4

1

)
−D2 R̃

2

(
4− W̃ 2

1

)}−1

+C2. (45)
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Рис. 3. Штриховой линией отмечена граница области па-
раметров на плоскости (C1, C2), при которых на фазовом
портрете присутствуют две неподвижные точки. Внутри
этой области появляются четыре неподвижные точки: две
гиперболические и устойчивый и неустойчивый фокусы.
Вне этой области неподвижные точки отсутствуют. Об-

ласть построена численно при f0 = D = 1, ˜R = 2

Здесь C1, C2 — произвольные постоянные интег-
рирования. Выясним теперь, какие типы стацио-
нарных вихревых структур описываются системой
уравнений (44), (45).

Начнем качественный анализ системы уравне-
ний (44), (45), полагая для простоты расчетов без-
размерные параметры турбулентности f0, враще-
ния D и стратификации R̃ соответственно равными
f0 = D = 1, R̃ = 2.

Тогда при фиксированных значениях этих пара-
метров фазовый портрет уравнений (44), (45) опре-
деляется значениями постоянных C1 и C2. Стан-
дартными методами можно доказать, что система
уравнений (44), (45) имеет четыре неподвижные
точки в области, показанной на рис. 3. Вне этой об-
ласти неподвижные точки отсутствуют. На границе
реализуются вырожденные случаи двух неподвиж-
ных точек. При небольшом изменении значений па-
раметра, например D, область существования четы-
рех неподвижных точек незначительно деформиру-
ется и меняет свои размеры и форму.

При значениях постоянных C1 и C2 (см. рис. 3),
когда присутствуют четыре неподвижные точки,
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W~
1

W~
2

Рис. 4. Фазовый портрет системы уравнений (44), (45) при
f0 = D = 1, ˜R = 2, C1 = −0.01 и C2 = 0.01. Видно присут-
ствие двух гиперболических особых точек и устойчивого и

неустойчивого фокусов

установим тип неподвижных точек, линеаризуя век-
торное поле (44), (45) в окрестности неподвижных
точек. В случае четырех неподвижных точек две из
них гиперболические, остальные две — устойчивый
и неустойчивый фокус. Положение и тип неподвиж-
ных точек позволяют построить фазовый портрет
системы (44), (45). Знание фазового портрета позво-
ляет качественно описать все возможные стационар-
ные вихревые решения. Типичный фазовый портрет
системы уравнений (44), (45) показан на рис. 4.

Наиболее интересные локализованные решения
соответствуют траекториям фазового портрета, со-
единяющим неподвижные точки на фазовой плоско-
сти. В частности, сепаратриса, соединяющая гипер-
болическую особую точку с устойчивым фокусом,
соответствует решению для локализованной вихре-
вой структуры типа кинка с вращением. Это ре-
шение, приведенное на рис. 5, получено численным
интегрированием.

Другой вид спирального кинка соответствует ре-
шению, для которого на фазовой плоскости сепа-
ратриса связывает неустойчивый и устойчивый фо-
кусы (см. рис. 5). Всем этим решениям соответ-
ствуют крупномасштабные локализованные вихре-
вые структуры типа кинков с вращением, которые
порождаются найденной в работе неустойчивостью.
Полученные здесь новые вихревые структуры ана-
логичны ранее найденным для однородной вращаю-
щейся жидкости [24].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получена замкнутая система нелиней-
ных уравнений для вихревых крупномасштабных
возмущений (вихревое динамо), описывающих как
линейную, так и нелинейную стадии нарастания воз-
мущений в стратифицированной влажной вращаю-
щейся атмосфере с внешней мелкомасштабной си-
лой. Внешняя сила поддерживает малые флуктуа-
ции поля скорости и создает мелкомасштабную тур-
булентность с малым числом Рейнольдса R � 1.
Асимптотическое разложение уравнений движения
по малому числу Рейнольдса позволяет получить
уравнения движения для больших масштабов. Учет
эффектов стратификации во вращающейся среде
(для нашей задачи это — температурный подогрев и
дополнительный источник конденсационного тепло-
выделения) приводит к усилению крупномасштаб-
ных возмущений. Особенно заметна роль этих эф-
фектов при малых параметрах вращения D (см.
рис. 2а). В этом случае тепловая энергия среды
наиболее эффективно трансформируется в энергию
мелкомасштабных движений с ненулевой спираль-
ностью h = v0 rotv0 �= 0. Спиральность мелко-
масштабного поля скорости обусловлена не толь-
ко действием силы Кориолиса, как в однородной
среде [24], но и стратификацией влажной атмосфе-
ры. Это обстоятельство приводит к появлению но-
вой неустойчивости типа α-эффекта, в результате
которой генерируются крупномасштабные вихревые
структуры.

В работе рассмотрена линейная стадия гене-
рации крупномасштабных вихревых возмущений и
определена область возникновения этой неустойчи-
вости в зависимости от параметров вращения D и
стратификации R̃. Размер и форма области неустой-
чивости естественно изменяются в зависимости от
интенсивности турбулентности. С ростом амплиту-
ды вихревых возмущений неустойчивость стабили-
зируется и переходит в стационарный режим. В этом
режиме мы получили численным методом нелиней-
ные стационарные решения в виде спиральных кин-
ков, подобные тем, которые были найдены в одно-
родной вращающейся жидкости [24].

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Уравнения многомасштабного
асимптотического разложения

Приведем алгебраическую структуру асимпто-
тического разложения уравнений (8)–(11) в различ-
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Рис. 5. а) Кинк, связывающий гиперболическую точку с устойчивым фокусом; при подходе к устойчивому фокусу вид-
ны вращения поля скорости. б) Кинк, связывающий неустойчивый и устойчивый фокусы; видна внутренняя спиральная

структура кинка; решения получены при параметрах f0 = D = 1, ˜R = 2 и C1 = −0.01, C2 = 0.01

ных порядках по R, начиная с наименьшего. В по-
рядке R−3 имеется только одно уравнение

∂iP−3 = 0 ⇒ P−3 = P−3 (X) . (46)

В порядке R−2 имеем уравнение

∂iP−2 = 0 ⇒ P−2 = P−2 (X) . (47)

В порядке R−1 получаем систему уравнений

∂tW
i
−1 +W k

−1∂kW
i
−1 = −∂iP−1 −∇iP−3 +

+ ∂2
kW

i
−1+DεijkW

j
−1ek+R̃aeiT−1+R̃meiM−1, (48)

∂tT−1 − Pr−1 ∂2
kT−1 = −W k

−1∂kT−1 + aW z
−1, (49)

∂tM−1 − S−1∂2
kM−1 = −W k

−1∂kM−1 + bW z
−1, (50)

∂iW
i
−1 = 0. (51)

Усреднение уравнений (47)–(51) по быстрым пере-
менным дает секулярные уравнения

−∇iP−3 + R̃aeiT−1 + eiR̃mM−1+

+DεijkW
j
−1ek = 0, (52)

W z
−1 = 0. (53)

В нулевом порядке R0 имеем следующую систему
уравнений:

∂tv
i
0 +W k

−1∂kv
i
0 + vk0∂kW

i
−1 = −∂iP0 −∇iP−2 +

+ ∂2
kv

i
0 +Dεijkv

j
0ek + R̃aeiT0 + R̃meim0 + F i

0, (54)

∂tT0 − Pr−1 ∂2
kT0 = −W k

−1∂kT0 −
− ∂k(v

k
0T−1) + avz0 , (55)

∂tm0 − S−1∂2
km0 = −W k

−1∂km0 −
− ∂k(v

k
0M−1) + bvz0 , (56)

∂iv
i
0 = 0. (57)

Эти уравнения дают один секулярный член:

∇P−2 = 0 ⇒ P−2 = const. (58)

Рассмотрим приближение первого порядка R1:

∂tv
i
1 +W k

−1∂kv
i
1 + vk0∂kv

i
0 + vk1∂kW

i
−1 +

+W k
−1∇kW

i
−1 = −∇iP−1 − ∂i

(
P1 + P 1

)
+

+ ∂2
kv

i
1 + 2∂k∇kW

i
−1 + R̃aeiT1 + R̃meim1 +

+Dεijkv
j
1ek, (59)

∂tT1−Pr−1 ∂2
kT1−Pr−1 2∂k∇kT−1 = −W k

−1∂kT1−
−W k

−1∇kT−1 − vk0∂kT0 − vk1∂kT−1 + avz1 , (60)

∂tm1−S−1∂2
km1−S−12∂k∇kM−1 = −W k

−1∂km1 −
−W k

−1∇kM−1 − vk0∂km0 − vk1∂kM−1 + bvz1 , (61)

∂iv
i
1 +∇iW

i
−1 = 0. (62)
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Из этой системы уравнений следуют секулярные
уравнения

W k
−1∇kW

i
−1 = −∇iP−1, (63)

W k
−1∇kT−1 = 0, (64)

W k
−1∇kM−1 = 0, (65)

∇iW
i
−1 = 0. (66)

Секулярные уравнения (63)–(66) удовлетворяют
следующей геометрии полей:

W−1 =
(
W x

−1 (Z) ,W y
−1 (Z) , 0

)
,

M−1 = M−1 (Z) , T−1 = T−1 (Z) ,

P−1 = const.
(67)

Для второго порядка R2 получим уравнения

∂tv
i
2+W k

−1∂kv
i
2+vk0∂kv

i
1+W k

−1∇kv
i
0+vk0∇kW

i
−1 +

+ vk1∂kv
i
0 + vk2∂kW

i
−1 = −∇iP2 −∇iP0+

+ ∂2
kv

i
2+2∂k∇kv

i
0 + R̃aeiT2 + R̃meim2 +

+Dεijkv
j
2ek, (68)

∂tT2 − Pr−1 ∂2
kT2−Pr−1 2∂k∇kT0 = −W k

−1∂kT2−
−W k

−1∇kT0 − vk0∂kT1 − vk0∇kT−1−
− vk1∂kT0 − vk2∂kT−1 + avz2 , (69)

∂tm2−S−1∂2
km2−S−12∂k∇km0 = −W k

−1∂km2 −
−W k

−1∇km0 − vk0∂km1 − vk0∇kM−1 −
− vk1∂km0 − vk2∂kM−1 + bvz2 , (70)

∂iv
i
2 +∇iv

i
0 = 0. (71)

После усреднения системы уравнений (68)–(71) по
быстрым переменным видно, что в порядке R2 се-
кулярных членов нет. Наконец приходим к наибо-
лее важному порядку R3. В этом порядке уравнения
имеют вид

∂tv
i
3+∂TW

i
−1+W k

−1∂kv
i
3+vk0∂kv

i
2+W k

−1∇kv
i
1 +

+ vk0∇kv
i
0 + vk1∂kv

i
1 + vk1∇kW

i
−1 + vk2∂kv

i
0 +

+ vk3∂kW
i
−1 = −∂iP3 −∇i

(
P1 + P 1

)
+ ∂2

kv
i
3 +

+ 2∂k∇kv
i
1 +ΔW i

−1 + R̃aeiT3 + R̃meim3 +

+Dεijkv
j
2ek, (72)

∂tT3 + ∂TT−1 − Pr−1 ∂2
kT3 − Pr−1 2∂k∇kT1−

− Pr−1 ΔT−1 = −W k
−1∂kT3−W k

−1∇kT1−vk0∂kT2 −
− vk0∇kT0 − vk1∇kT1 − vk1∇kT−1 − vk2∂kT0 −

− vk3∂kT−1 + avz3 , (73)

∂tm3 + ∂TM−1 − S−1∂2
km3 − S−12∂k∇km1 −

− S−1ΔM−1 = −W k
−1∂km3 −W k

−1∇km1 −
− vk0∂km2 − vk0∇km0 − vk1∇km1 − vk1∇kM−1 −

− vk2∂km0 − vk3∂kM−1 + bvz3 , (74)

∂iv
i
3 +∇iv

i
1 = 0. (75)

Усредняя эту систему уравнений по быстрым пере-
менным, получим основные секулярные уравнения,
описывающие эволюцию крупномасштабных возму-
щений во влажной атмосфере:

∂TW
i
−1 −ΔW i

−1 +∇k

(
vk0v

i
0

)
= −∇iP 1, (76)

∂TT−1 − Pr−1 ΔT−1 = −∇k

(
vk0T0

)
, (77)

∂TM−1 − S−1ΔM−1 = −∇k

(
vk0m0

)
. (78)

ПРИЛОЖЕНИЕ B

Мелкомасштабные поля в нулевом порядке
по R

Рассмотрим уравнения (54)–(57) для нулевого
порядка по R, полученные в Приложении A. Вво-
дя для операторов обозначения

D̂0 = ∂t − ∂2 +W k
−1∂k,

D̂m = ∂t − S−1∂2 +W k
−1∂k,

D̂θ = ∂t − Pr−1 ∂2 +W k
−1∂k,

(79)

систему уравнений (54)–(57) можем записать в сле-
дующем виде:

D̂0v
i
0 = −∂iP0 +Dεijkv

j
0ek + R̃aeiT0+

+ R̃meim0 + F i
0, (80)

D̂mm0 = bekv
k
0 , (81)

D̂θT0 = aekv
k
0 . (82)

Используя условие соленоидальности полей v0 и
F0, исключим из уравнения (80) давление P0:

P0 =
D (∂xv

y
0 − ∂yv

x
0 )

∂2
+

R̃a∂zT0

∂2
+

R̃m∂zm0

∂2
. (83)

Из уравнений (81), (82) находим выражения для
мелкомасштабной температуры T0 и удельной вод-
ности m0:

T0 =
avz0

D̂θ

, m0 =
bvz0

D̂m

. (84)

Подставляя (84) в (83), получим выражение
для P0:
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P0 =
D (∂xv

y
0 − ∂yv

x
0 )

∂2
+

(
aR̃a

∂2D̂θ

+
bR̃m

∂2D̂m

)
∂zv

z
0 . (85)

Используя формулу (85), можем исключить дав-
ление из уравнения (80) и в результате получить
систему уравнений для нахождения поля скорости
нулевого приближения:

p̂11v
x
0 + p̂12v

y
0 + p̂13v

z
0 = F x

0 ,

p̂21v
x
0 + p̂22v

y
0 + p̂23v

z
0 = F y

0 ,

p̂31v
x
0 + p̂32v

y
0 + p̂33v

z
0 = F z

0 .

(86)

Компоненты тензора p̂ij имеют вид

p̂11 = D̂0 −D
∂x∂y
∂2

, p̂12 = D
∂2
x

∂2
−D,

p̂13 =

(
aR̃a

D̂θ

+
bR̃m

D̂m

)
∂x∂z
∂2

,

p̂21 = −
(
D
∂2
y

∂2
−D

)
,

p̂22 = D̂0 +D
∂x∂y
∂2

,

p̂23 =

(
aR̃a

D̂θ

+
bR̃m

D̂m

)
∂y∂z
∂2

,

p̂31 = −D
∂z∂y
∂2

, p̂32 = D
∂z∂x
∂2

,

p̂33 = D̂0 +

(
aR̃a

D̂θ

+
bR̃m

D̂m

)(
∂2
z

∂2
− 1

)
.

(87)

Для решения системы уравнений (86) зададим
внешнюю силу F0 в явном виде. Пусть внешняя си-
ла F0 задана в плоскости xy, ортогональной оси вра-
щения и удовлетворяет всем свойствам (6), т. е.

F0 = f0 (ex cosφ2 + ey cosφ1) , F z
0 = 0, (88)

где f0 — амплитуда внешней силы, φ1 = κ1x − ω0t,
φ2 = κ2x − ω0t, κ1 = κ0 (1, 0, 1), κ2 = κ0 (0, 1, 1).
Решение системы уравнений (35), как известно, на-
ходится по правилу Крамера:

vx0 = u0 =
1

Δ
{(p̂22p̂33 − p̂32p̂23)F

x
0 +

+ (p̂13p̂32−p̂12p̂33)F
y
0 +(p̂12p̂23−p̂13p̂22)F

z
0 } ,

vy0 = v0 =
1

Δ
{(p̂23p̂31 − p̂21p̂33)F

x
0 +

+ (p̂11p̂33−p̂13p̂31)F
y
0 +(p̂13p̂21−p̂11p̂23)F

z
0 } ,

vz0 = w0 =
1

Δ
{(p̂21p̂32 − p̂22p̂31)F

x
0 +

+ (p̂12p̂31−p̂11p̂32)F
y
0 +(p̂11p̂22−p̂12p̂21)F

z
0 } .

(89)

Здесь Δ — детерминант системы уравнений (86), ко-
торый в раскрытом виде имеет вид

Δ = p̂11p̂22p̂33+p̂21p̂32p̂13+p̂12p̂23p̂31−p̂13p̂22p̂31 −
− p̂32p̂23p̂11 − p̂21p̂12p̂33. (90)

Для удобства вычисления выражений (89), (90)
запишем внешнюю силу (88) в комплексной форме:

F0 = ex
f0
2

eiφ2 + ey
f0
2
eiφ1 + c.c. (91)

Тогда все операторы в формулах (89), (90) действу-
ют слева на собственные функции:

D̂0,θ,meiφ1 = eiφ1D̂0,θ,m (κ1, −ω0) ,

D̂0,θ,meiφ2 = eiφ2D̂0,θ,m (κ2, −ω0) ,

Δeiφ1 = eiφ1Δ(κ1, −ω0) ,

Δeiφ2 = eiφ2Δ(κ2, −ω0) .

(92)

Полагая κ0 = 1, ω0 = 1, обозначим

D̂0 (κ1, −ω0) = D̂∗
1 = 2− i (1−W1) ,

D̂0 (κ2, −ω0) = D̂∗
2 = 2− i (1−W2) ,

W1 = W x
−1, W2 = W y

−1,

D̂θ (κ1, −ω0) = D̂∗
θ1 = 2Pr−1 −i (1−W1) ,

D̂θ (κ2, −ω0) = D̂∗
θ2 = 2Pr−1 −i (1−W2) ,

D̂m (κ1, −ω0) = D̂∗
m1

= 2S−1 − i (1−W1) ,

D̂m (κ2, −ω0) = D̂∗
m2

= 2S−1 − i (1−W2) .

(93)

Комплексно-сопряженные величины здесь и далее
обозначаем звездочкой. При выполнении дальней-
ших вычислений часть компонент в тензорах p̂ij (�κ1)

и p̂ij (�κ2) обращается в нуль, поэтому выпишем толь-
ко ненулевые компоненты:

p̂11 (κ1) = D̂∗
1 , p̂12 (�κ1) = −D

2
,

p̂13 (κ1) =
1

2

(
aR̃a

D̂∗
θ1

+
bR̃m

D̂∗
m1

)
,

p̂22 (κ1) = D̂∗
1 , p̂32 (κ1) =

D

2
,

p̂33 (κ1) = D̂∗
1 −

1

2

(
aR̃a

D̂∗
θ1

+
bR̃m

D̂∗
m1

)
,

p̂11 (κ2) = D̂∗
2 ,

p̂12 (κ2) = −D, p̂21 (κ2) =
D

2
,

p̂22 (κ2) = D̂∗
2 ,

p̂23 (κ2) =
1

2

(
aR̃a

D̂∗
θ2

+
bR̃m

D̂∗
m2

)
, p̂31 (κ2) = −D

2
,

p̂33 (κ2) = D̂∗
2 −

1

2

(
aR̃a

D̂∗
θ2

+
bR̃m

D̂∗
m2

)
.

(94)
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Учитывая формулы (92)–(94), находим поле ско-
рости нулевого приближения:

u0 = C1e
iφ1 +A2e

iφ2 + c.c. =
= u01 + u02 + u03 + u04,

v0 = A1e
iφ1 − C2e

iφ2 + c.c. =
= v01 + v02 + v03 + v04,

w0 = −C1e
iφ1 + C2e

iφ2 + c.c. =
= w01 + w02 + w03 + w04.

(95)

Здесь w02 = (w01)
∗, w04 = (w03)

∗, v02 = (v01)
∗,

v04 = (v03)
∗, u02 = (u01)

∗, u04 = (u03)
∗ и введены

новые обозначения

A1,2 =
f0
2

[
D̂∗

1,2 −
1

2

(
aR̃a

D̂∗
θ1,2

+
bR̃m

D̂∗
m1,2

)]
×

×
{
D̂∗

1,2

[
D̂∗

1,2−
1

2

(
aR̃a

D̂∗
θ1,2

+
bR̃m

D̂∗
m1,2

)]
+
D2

2

}−1

,

C1,2 =
f0
4
D

{
D̂∗

1,2

[
D̂∗

1,2 −

− 1

2

(
aR̃a

D̂∗
θ1,2

+
bR̃m

D̂∗
m1,2

)]
+

D2

2

}−1

.

(96)
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