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1. ВВЕДЕНИЕ

Теоретическая трактовка явления каналирова-
ния быстрых заряженных частиц в обычных кри-
сталлах была дана Линдхардом [1]. Вслед за этим
каналирование и сопутствующие ему электромаг-
нитные явления изучались детально как теорети-
чески, так и экспериментально (см., например, об-
зорные статьи [2–4] и ссылки в них). Каналирова-
ние представляет интерес для имплантации ионов
в кристаллы, для физики высоких энергий вви-
ду возможности отклонения пучков ультрареляти-
вистских частиц с помощью изогнутых кристаллов,
а также генерации интенсивного электромагнитно-
го излучения быстрыми электронами и позитрона-
ми. С другой стороны, каналирование является ин-
струментом для исследования самих кристалличе-
ских структур. Позднее [5–7] теория каналирования
и сопровождающих его электромагнитных процес-
сов была распространена на случаи молекулярных
кристаллических структур с периодом решетки по-
рядка нескольких нанометров, таких как пучки на-
нотрубок и фуллеритов (кристаллов из фуллеренов
C60). В частности, было теоретически предсказано,
что, в отличие от обычных кристаллов, в структурах
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из многостеночных нанотрубок становится возмож-
ным каналирование тепловых нейтронов и гамма-
квантов.

Металлоорганические каркасы (МОК, в англо-
язычной литературе — MOF) представляют собой
новый класс кристаллических гибридных матери-
алов с нанометровым периодом решетки и широ-
кими почти пустыми каналами [8]. Кристалличес-
кая структура МОК оказывается значительно бо-
лее сложной, чем в обычных кристаллах. Так, на-
пример, узлы кристаллической решетки МОК пред-
ставляют собой так называемые вторичные блоки
(ВБ), состоящие из ионов окислов металлов, кото-
рые соединены между собой звеньями из органи-
ческих веществ (например, карбоксилатов, тетро-
золатов, сульфонатов) посредством сильных кова-
лентных связей. ВБ и органические звенья могут
самоорганизовываться и образовывать одномерные
цепочки, двумерные листы и трехмерные каркасы.
Простота, с которой можно варьировать составные
части МОК, привела к сообщениям [9] о синтезе
к настоящему времени огромного числа различных
структур МОК. Тщательный выбор составляющих
МОК позволяет синтезировать кристаллы, облада-
ющие высокой термической и химической стабиль-
ностью. Благодаря своим замечательным физико-
химическим свойствам, МОК обычно рассматрива-
ются как важные материалы для применений в ка-
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тализе, адсорбции и хранении газов, селективном
разделении газов, разработке сенсоров, распознава-
нии молекул, а также в когнитивных областях ма-
териаловедения и нанотехнологии [8, 10, 11]. В на-
стоящей работе мы намереваемся провести теорети-
ческое исследование электромагнитных взаимодей-
ствий релятивистских заряженных частиц с МОК и
оценить возможности их использования для управ-
ления пучками частиц высоких энергий и генерации
интенсивного рентгеновского излучения.

2. СТРУКТУРА РЕШЕТОК МОК

Структура кристаллических решеток большин-
ства МОК широко изучена с помощью рентгенов-
ской, электронной и нейтронной дифракции как на
порошках, так и на монокристаллах. Были синте-
зированы относительно большие и стабильные мо-
нокристаллы МОК миллиметровых размеров [12].
Среди огромного количества различных МОК для
наших целей представляют особый интерес кристал-
лы с предельно большими параметрами решетки.
Для визуализации структуры МОК мы использо-
вали программу VESTA [13] и файлы информации
о кристаллах из Кэмбриджского центра кристалло-
графических данных CCDC [14]. В частности, один
из таких кристаллов, MOF-210, принадлежит к три-
гональной кристаллической системе R-3(148), имеет
химическую формулу C58H28O13Zn4, параметры ре-
шетки a = b = 50.745 Å, c = 194.256 Å и удельную
плотность 0.25 г/см3. Его элементарная ячейка со-
держит N = 768 атомов: 18 вторичных блоков Zn4O,
14 BTE и 6 BPDC органических связей. Структу-
ра MOF-210 представляет собой почти полые кана-
лы, которые изолированы друг от друга стенками
из упакованных органических связей.

Другим интересным МОК с предельно большим
периодом решетки является IRMOF-74-XI, принад-
лежащий к кристаллической системе R-3(146) и
имеющий химическую формулу C954H1098Mg18O72.
В нем ряды из атомов магния находятся в вер-
шинах шестигранников и соединены вдоль корот-
кой оси c и длинных осей a = b посредством ва-
лентных связей атомов магния с атомами кисло-
рода и органическими звеньями из диокси-до-те-
рефталата (DOT) [9]. Систематическое расшире-
ние первичной структуры MOF-74 с одним коль-
цом фенилена (I) в структуре DOT до XI приве-
ло к синтезу серии структур MOF-74, именуемых
от IRMOF-74-I до IRMOF-74-XI. Вид элементарной

ячейки IRMOF-74-XI, если смотреть вдоль короткой
кристаллографической оси c, показан на рис. 1.

IRMOF-74-XI содержит N = 2142 атомов в эле-
ментарной ячейке и имеет наибольшие парамет-
ры кристаллической решетки из всех МОК, извест-
ных в настоящее время (a = b = 145.0425 Å, c =

= 7.03790 Å), наименьшую плотность 0.195 г/см3 и
относительно высокую термическую стабильность
(до 300 ◦C). Каркас MOF-74-XI состоит из сотовой
структуры пустых каналов, которые изолированы
друг от друга стенками, сформированными цепоч-
ками DOT. Апертура шестигранных каналов в се-
рии MOF-74 меняется от 14 Å для IRMOF-74-I до
98 Å для IRMOF-74-XI, с шагом 6 Å каждый раз, ко-
гда добавляется кольцо из фенилена в DOT. Отме-
тим также, что кристаллы MOF-74 были синтезиро-
ваны и с другими ионами двухвалентных металлов
(Zn, Co и Ni) в составе вторичных блоков.

3. НЕПРЕРЫВНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ

Согласно теории каналирования [1–7], если быст-
рая заряженная частица входит в кристалл под до-
статочно малым углом θ0 по отношению к атомным
рядам, то на нее эффективно действует непрерыв-
ный потенциал, т. е. реальный периодический потен-
циал атомов кристалла, усредненный вдоль направ-
ления атомных рядов. Поскольку любой МОК мо-
жет быть всегда представлен как набор атомных ря-
дов, параллельных некоторой оси z, упорядоченных
определенным образом на поперечной плоскости xy,
непрерывный потенциал МОК VMOF (ρ) может быть
представлен в виде

VMOF (ρ) =
1

dR

∑
j

∞∫
−∞

uj(ρ− ρj , z − zj) dz, (1)

где ρ = (x, y) — радиус-вектор в поперечной
плоскости, uj(ρ − ρj, z − zj) — потенциал атома с
зарядом ядра Zje, расположенного в точке (ρj , zj),
а dR — промежуток между соседними атомами в ря-
ду. Суммирование в формуле (1) происходит по всем
атомам j структуры МОК.

Непрерывный потенциал VR(ρ) одиночного ряда
из идентичных атомов связан с атомным формфак-
тором fe(k) отдельного атома из этого ряда посред-
ством формулы

VR(ρ) =
1

(2π)2dR

∫
fe(k⊥, 0) exp(ik⊥ · ρ) dk⊥. (2)

Здесь k⊥, kz обозначают поперечную и продольную
компоненты импульса k, а интегрирование происхо-
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Рис. 1. Вид элементарной ячейки IRMOF-74-XI вдоль кристаллографической оси [001]. Базисные векторы обратной ре-
шетки обозначены как a∗, b∗ и c∗. Показаны положения атомов Mg, O, C, H. В верхнем правом углу рисунка — вид

полых каналов вдоль направления [001]

дит по k⊥. Достаточно простое аналитическое вы-
ражение для непрерывного потенциала МОК можно
получить, если атомный формфактор представить в
виде линейной комбинации из nL лоренцианов и nG

гауссианов:

fe(k) = 2πa0e

{
nL∑
i=1

ai
(k/2π)2 + bi

+

+

nG∑
i=1

ci exp

[
−di

(
k

2π

)2
]}

. (3)

Подгоночные параметры ai, bi, ci, di имеют размер-
ность соответственно Å−1, Å−2, Å, Å2, a0 = �

2/me2

обозначает боровский радиус. Преимущество тако-
го представления формфактора перед другими, час-
то используемыми [3–7], состоит в том, что лорен-
цианы правильно описывают поведение реального
формфактора при больших значениях импульса k,
в то время как гауссианы — эмпирически более точ-
но в области малых значений k. Количества лорен-
цианов nL и гауссианов nG определяются из усло-
вия наилучшей аппроксимации с помощью форму-
лы (3) реального формфактора, измеренного в экс-
периментах с дифракцией рентгеновского излуче-

ния и электронов на различных кристаллах в ши-
роком диапазоне передаваемых импульсов. Следует
иметь в виду, что формфактор в виде (3) представ-
ляет сферически-симметричный атомный потенци-
ал. Таким образом, предполагается, что перераспре-
деление части электронов, вызванное сильными ко-
валентными связями атомов в МОК, не влияет су-
щественным образом на общее распределение элек-
тронной плотности [15]. Например, перераспределе-
ние электронной плотности в металлических окис-
лах приводит к различию на 2–3% в формфакто-
ре в случае рассеяния рентгеновского излучения и
5–7% в случае рассеяния электронов в интервале
передаваемых импульсов от нуля до 0.5 Å−1 [16].
Это различие от 2% до 7% должно рассматриваться
как оценка точности формулы (3) для формфакто-
ра атома. Двенадцать подгоночных параметров (при
nL = nG = 3) были вычислены Киркландом [17] для
различных атомов с использованием алгоритма Ле-
венберга –Марквардта [18].

Из-за теплового воздействия атомы имеют
небольшие отклонения от равновесного положения
в структуре МОК. Скорость релятивистских частиц
обычно настолько высока, что время их взаимо-
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действия с индивидуальными атомами значительно
меньше периодов тепловых движений атомов.
Таким образом, быстрая частица взаимодейству-
ет с атомом, который эффективно находится в
стационарной позиции, и поэтому эффективный
потенциал их взаимодействия следует усреднить
также по тепловым смещениям атомов. Более того,
параметры смещений атомов от положений равно-
весия должны включать в себя не только всегда
присутствующий тепловой эффект, но и эффекты,
связанные с несовершенствами структуры. Вообще
говоря, атомные отклонения в МОК оказываются
анизотропными и их можно учесть, вводя в выраже-
ние (3) для формфактора дополнительный фактор
Дебая –Уоллера вида exp(−W ), где показатель
экспоненты имеет вид

W =
1

2

3∑
j=1

3∑
l=1

U
(C)
jl kjkl. (4)

Здесь U (C)
jl обозначает компоненты тензора (с раз-

мерностью квадрата длины), относящиеся к декар-
товому базису, а kj обозначает декартовы компонен-
ты импульса. Доступные из экспериментов значения
Umn тензора обычно соответствуют базисным век-
торам кристаллической решетки:

ajaj = {a∗a, b∗b, c∗c},

тогда декартовы компоненты тензора U (C)
jl , относя-

щиеся к ортонормированному базису ei (i = 1, 2, 3),

могут быть вычислены с помощью матрицы транс-
формации

Aij = ei · aj
следующим образом:

U
(C)
jl =

3∑
m=1

3∑
n=1

AjmAnla
malUmn.

Если выбрать базисные векторы декартовой систе-
мы координат посредством равенств e1 = a/a, e3 =

= c∗/c∗, e2 = e3×e1 (см. рис. 1), то явное выражение
для матрицы трансформации примет вид

Aij =

⎛
⎜⎝

a b sin γ c cosβ

0 b cosγ −c sinβ cosα∗

0 0 1/c∗

⎞
⎟⎠ .

В частности, для тригональных кристаллических
систем длины базисных векторов решетки a, b, c

удовлетворяют условиям: величина c произвольна,
a = b, а углы между базисными векторами равны

α = β = 90◦, γ = 120◦. В пространстве векторов об-
ратной решетки аналогичные соотношения выгля-
дят следующим образом: a∗ = b∗ = 2/(a

√
3), c∗ =

= 1/c, α∗ = β∗ = 90◦, γ∗ = 60◦.
Поскольку тензор средних квадратов атомных

смещений U (C)
jl представляется симметричной мат-

рицей размерности 3 × 3, ее собственные векторы
могут быть выбраны ортонормированными. Для то-
го чтобы найти явное выражение для непрерывного
потенциала атомного ряда V (x, y), удобно использо-
вать ортонормированную систему координат, в ко-
торой осями координат служат собственные векто-
ры матрицы U

(C)
jl . Переход от произвольной орто-

гональной системы координат к системе собствен-
ных векторов выполняется стандартным методом. В
частности, собственные значения u2x, u2y, u2z матрицы
U

(C)
jl являются корнями кубического характеристи-

ческого полинома p(λ) = det(U
(C)
jl − λδjl), где δjl —

единичная матрица 3 × 3. Корни полинома могут
быть представлены в явном виде с помощью форму-
лы Кардана. Собственные векторы U (C)

jl определяют
направления трех осей так называемого эллипсои-
да анизотропных смещений, а собственные значения
являются средними квадратами смещений вдоль на-
правлений, определяемых собственными векторами.
В этом случае, используя выражение (3), получаем
следующее представление непрерывного потенциала
атомного ряда VR = VL(x, y) + VG(x, y), где

VL(x, y) =
2a0e

d

nL∑
j=1

ajπ
2 ×

×
∞∫
0

exp

[
−4π2bjt

2
− 1

2

(
x2

u2x + t
+

y2

u2y + t

)]
×

× dt√
(u2x + t)

(
u2y + t

) ,
VG(x, y) =

2a0e

d
×

×
nG∑
j=1

cj√
(π−2dj + 2u2x)

(
π−2dj + 2u2y

) ×
× exp

(
− x2

π−2dj + 2u2x
− y2

π−2dj + 2u2y

)
.

(5)

Когда анизотропия атомных смещений мала или
неопределенна, имеет смысл заменить шесть значе-
ний матрицы U

(C)
jl скалярной величиной

Uiso =
1

3
TrU (C)

jl =
1

3

3∑
j=1

3∑
l=1

Ujla
jalaj · al.
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В системе координат с базисом из собственных
векторов матрица U (C)

jl является диагональной и ее
след равен сумме собственных значений u2x+u2y+u2z,
таким образом, Uiso можно интерпретировать как
средний квадрат смещения атомов, усредненный по
всем направлениям.

Игнорируя анизотропию атомных смещений и
ограничиваясь тремя лоренцианами и тремя гаус-
сианами, получаем из формулы (5) более простое
выражение для непрерывного потенциала атомного
ряда:

VR(ρ) =
2a0e

d

3∑
j=1

{
ajπ

2Φj(ρ) exp (ζj) +

+
cj

π−2dj + 2Uiso
exp

(
− ρ2

π−2dj + 2Uiso

)}
,

Φj(ρ) =

ρ2/(2Uiso)∫
0

exp

(
−t− π2ρ2bj

t

)
dt

t
,

ζj = 2π2Uisobj .

(6)

Здесь ρ обозначает расстояние от оси ряда. В част-
ности, на оси (ρ = 0) непрерывный потенциал при-
нимает значение

VR(0) =
2a0e

d

3∑
j=1

{
ajπ

2 exp (ζj)E1(ζj) +

+
cj

π−2dj + 2Uiso

}
,

E1(ζ) =

∞∫
ζ

exp (−x) dx
x
,

(7)

где E1 обозначает экспоненциальный интеграл En

в частном случае n = 1 [19]. В противоположном
пределе ρ2 � Uiso, т. е. далеко от области тепловых
смещений атомов, верхний предел в интеграле Φj(ρ)

можно распространить до бесконечности и мы полу-
чаем

Φj(ρ) = 2K0

(
2π

√
bj ρ

)
,

где K0 — модифицированная функция Бесселя.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Непрерывный потенциал МОК представляет со-
бой сумму непрерывных потенциалов всех атомных
рядов μ, имеющих определенное направление:

VMOF (ρ) =
∑
μ

V
(μ)
R (ρ− ρμ). (8)

Здесь V (μ)
R обозначает непрерывный потенциал ряда

атомов с зарядом ядра Zμe, а ρμ определяет пози-
цию ряда на поперечной плоскости. Поскольку ани-
зотропные среднеквадратичные смещения атомов в
МОК зависят от позиции ρμ, непрерывный потен-
циал ряда может зависеть не только от типа ато-
мов μ, образующих ряд, но и от позиции самого
ряда. Вследствие трансляционной симметрии кри-
сталла МОК достаточно выполнить сначала сум-
мирование в (8) по всем рядам N в пределах эле-
ментарной ячейки, а потом учесть влияние сосед-
них ячеек на вычисленный потенциал. Более того, с
учетом симметрии пространственной группы МОК
вычисления непрерывного потенциала каждого из
большого числа N рядов можно значительно сокра-
тить. Действительно, кратность позиции 18 для ато-
мов общего положения по Викоффу 18f в MOF-210
означает, что 18 эквивалентных атомных рядов ге-
нерируются симметрией группы для каждого из 309
уникальных рядов атомов, в результате получается
N = 5562 атомных рядов в пределах элементарной
ячейки. Аналогично, девять эквивалентных атом-
ных рядов в IRMOF-74-XI генерируются симметри-
ей группы для каждого из 238 уникальных рядов
атомов общего положения по Викоффу 9b. Коорди-
наты эквивалентных атомных рядов на поперечной
плоскости могут быть вычислены исходя из коорди-
нат рядов атомов общего положения с помощью из-
вестной матрицы симметрии, которая включает вра-
щение и трансляцию их позиций согласно свойствам
симметрии группы.

Результат вычислений потенциальной энергии
U(ρ) положительно заряженной частицы (протона
или позитрона) в непрерывном потенциале осей [001]
MOF-210 представлен на рис. 2.

В отличие от обычных кристаллов здесь имеют-
ся широкие двумерные потенциальные ямы, окру-
женные пиками высотой до 6.5 эВ. В случае отри-
цательно заряженных частиц (электронов) потенци-
альная энергия в непрерывном потенциале осей [001]
MOF-210 представлена на рис. 3.

В этом случае имеется потенциальная яма глу-
биной 2.2 эВ, которая распространяется по всей по-
перечной плоскости. Аналогичные расчеты для осей
[001] IRMOF-74-XI показывают, что потенциальная
яма для положительно заряженных частиц имеет
глубину около 12 эВ, а ее ширина близка к апертуре
шестигранника на рис. 1.
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Рис. 2. Потенциальная энергия положительно заряженной
частицы в непрерывном потенциале осей MOF-210. Пози-
ции атомных рядов представлены эллипсоидами в верхнем

правом углу рисунка
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Рис. 3. Потенциальная энергия отрицательно заряженной
частицы в непрерывном потенциале осей MOF-210

5. КАНАЛИРОВАНИЕ РЕЛЯТИВИСТСКИХ
ЧАСТИЦ

Хорошо известно [7], что поперечное по отноше-
нию к атомным рядам движение релятивистских за-
ряженных частиц в непрерывном потенциале следу-
ет рассматривать либо как движение по траектори-

ям, либо на основе квантовых уравнений движения
в зависимости от соотношения между шириной dw
потенциальной ямы и так называемой поперечной
дебройлевской длиной волны λ⊥ = λD/ sin θL, где
λD = �/(mvγ) — дебройлевская длина волны час-
тицы, m,E, v, γ — ее масса, энергия, скорость и ло-
ренц-фактор, θL = (2U0/E)1/2 � 1 — угол Линдхар-
да, U0 — глубина ямы непрерывного потенциала.

В случае, когда сравниваемые величины одно-
го порядка (dw/λ⊥ ∼ 1), поперечное движение час-
тицы следует рассматривать в терминах волновой
функции. Волновая функция представляется в виде
произведения плоской волны exp(ipzz) и поперечной
части ψ(ρ), которая описывает движение частицы в
поперечной плоскости xy в непрерывном потенциале
VMOF (ρ) и удовлетворяет следующему уравнению:[

Δρ + p2⊥(ρ)
]
ψ(ρ) = 0. (9)

Здесь Δρ представляет собой лапласиан на
плоскости поперечных координат ρ, p2⊥(ρ) =

= 2E[ε − eVMOF (ρ)], e — заряд релятивистской
частицы, ε = E − √

p2z + 1 — так называемая
поперечная энергия (здесь и далее мы используем
систему единиц, в которой � = m = c = 1). Как
показано в работе [20] (см. также Appendix B
в [7]), уравнение (9) следует из квадратичной
формы уравнения Дирака, если в нем пренебречь
относительно малыми слагаемыми, отвечающими
взаимодействию спина частицы с кристаллической
решеткой и слагаемыми, квадратичными по потен-
циалу VMOF (ρ). По порядку величины отношение
(dw/λ⊥)2 представляет число связанных квантовых
состояний n поперечного движения в двумерной
потенциальной яме. Если число состояний велико
(n � 1), то поперечное движение можно рассмат-
ривать в терминах классических траекторий. Для
элементарных частиц более тяжелых, чем элект-
роны, условие классичности всегда выполняется.
Для релятивистских электронов и позитронов
применимость классической механики зависит от
их лоренц-фактора γ. В классическом пределе
поперечные траектории ρ(t) удовлетворяют урав-
нению ньютоновского типа для нерелятивистского
поперечного движения, однако роль массы в этом
уравнении играет «релятивистская масса» частицы
E = mγ:

d2ρ

dt2
= − e

E
∇VMOF (ρ).

Что касается продольной компоненты скорости vz ,
то в ультрарелятивистском пределе γ � 1 для нее
получается следующее выражение:
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vz = 1− 1

2
(E−2 + v2⊥),

где v⊥ — поперечная скорость. Вследствие сложной
формы непрерывного потенциала МОК траектории
частиц могут быть получены лишь в результате чис-
ленных расчетов, например, методом укрупненных
столкновений, разработанном нами ранее [21]. Более
того, в рамках этого метода можно учесть влияние
эффектов деканалирования и реканалирования, ко-
торые обусловлены некогерентным рассеянием ка-
налированных частиц на электронах среды и флук-
туациями усредненного потенциала.

Начальное распределение поперечной энергии
частиц можно вычислить гораздо проще, посколь-
ку оно определяется соотношением

ε =
Eθ20
2

+ U(ρ0), (10)

в котором ρ0 представляет собой случайную точ-
ку входа. По нашим расчетам, когда положительно
заряженные частицы входят в кристалл MOF-210
под нулевым углом θ0 = 0 к кристаллографическим
осям [001], около 75% частиц из пучка первоначаль-
но захватываются в режим осевого каналирования,
в то время как остальные 25% движутся над потен-
циальным барьером, отделяющим соседние потен-
циальные ямы.

Каналирование заряженных частиц в изогнутых
кристаллах исследовалось на протяжении многих
лет в диапазоне энергий частиц от нескольких МэВ
до почти 103 ГэВ [22,23]. В соответствии с результа-
тами первой работы Цыганова [24], если кристалл
МОК изогнуть в плоскости xz с постоянным ра-
диусом кривизны Rb, то электрический потенциал
VMOF в выражении (8) следует заменить на эф-
фективный потенциал, включающий центробежную
часть:

V
(eff)
MOF = VMOF − Ex

Rb
. (11)

Заряженная частица, которая первоначально попа-
дает на дно потенциальной ямы с нулевой попе-
речной скоростью, может преодолеть потенциаль-
ный барьер между соседними каналами, если радиус
кривизны Rb меньше критического значения Rc =

= Edw/(2U0), который и определяет влияние изги-
ба на процесс каналирования. Например, изогнутый
кристалл MOF-210 может отклонить пучок прото-
нов, захваченных в режим осевого каналирования,
так же как магнитное поле напряженностью H =

= 2U0/(edw) ≈ 4.9 Тл. Аналогично нанотрубкам [21],

но в отличие от обычных кристаллов, в МОК стано-
вится возможным осуществить эффективное откло-
нение пучка положительно заряженных частиц за
счет осевого каналирования. Отметим, что в отли-
чие от «веревок» нанотрубок кристаллы МОК мил-
лиметровой длины в настоящее время уже синтези-
рованы.

6. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ

Заряженные частицы могут излучать фотоны
либо из-за своего рассеяния на электростатическом
потенциале атомов кристалла (когерентное тормоз-
ное излучение, излучение при каналировании), либо
вследствие брэгговской дифракции собственного по-
ля частицы (так называемое параметрическое рент-
геновское излучение). Поскольку поперечное дви-
жение в непрерывном потенциале МОК отличает-
ся для позитронов и электронов, спектр излучения
при каналировании зависит от знака заряда частиц.
Из-за сложности движения каналированных частиц
спектр излучения невозможно рассчитать аналити-
чески. Однако, если поперечная энергия частиц зна-
чительно превышает высоту потенциального барье-
ра, разделяющего соседние каналы, т. е. угол входа
θ0 значительно превосходит критический угол Лин-
дхарда θL, то непрерывный потенциал VMOF может
рассматриваться как источник малого возмущения
начальной траектории частицы и можно воспользо-
ваться хорошо известным аналитическим выраже-
нием для спектрального распределения вероятности
излучения, которое в этом случае называется коге-
рентным тормозным излучением (КТИ). Строго го-
воря, для применимости стандартной теории КТИ
недостаточно условия θ0 � θL, нужно также потре-
бовать, чтобы углы отклонения ϑdev частицы от на-
правления первоначального импульса из-за воздей-
ствия поля атомных рядов были малы по сравнению
с эффективными углами электромагнитного излу-
чения θeff ∼ E−1 ультрарелятивистскими частица-
ми. Таким образом, стандартная теория КТИ может
нарушаться не только при углах входа, сравнимых
с углом Линдхарда, но и при значительно больших
углах входа [25].

В рамках стандартной теории КТИ вероятность
излучения электроном (позитроном), движущимся
в МОК под малым углом к атомным рядам, диф-
ференциальная по энергии фотона ω и длине пути
частицы l, может быть напрямую связана с компо-
нентой Фурье VH непрерывного потенциала атомно-
го ряда [7]:
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d2w

dldω
=

e2

E2

∑
H

H2

(H · ν)2 |VH|2 ×

×
[
1 +

u

2(1 + u)
− 2ΩH + 2Ω2

H

]
η (1− ΩH) . (12)

Здесь мы используем следующие обозначения: ν —
единичный вектор в направлении начального им-
пульса заряженной частицы, u = ω/(E − ω), ΩH =

= u/(2EH·ν), η — ступенчатая функция Хевисайда.
Суммирование в формуле (12) происходит по всем
векторам обратной решетки H = {Hx, Hy, 0}, орто-
гональным выбранному семейству рядов, а величи-
на VH связана с разложением Фурье атомного форм-
фактора f (μ)

e (k) (3) следующим равенством:

VH = V−1
N∑

μ=1

exp (iH · ρμ) f
(μ)
e (H, 0). (13)

В нем суммирование выполняется по N атомам в
элементарной ячейке, причем V обозначает объем
элементарной ячейки.

Теперь проведем расчет спектра КТИ в
IRMOF-74-XI в случае, когда векторы обрат-
ной решетки H параллельны базисному вектору
обратной решетки b∗, а электрон входит в МОК
под углом θ0 � θL к кристаллографической оси
[001] и, таким образом, H ·ν = Hθ0. Для тригональ-
ной системы IRMOF-74-XI находим b∗ = 4π/b

√
3,

где b = 145.0425 Å. Если энергия излучаемого
фотона оказывается значительно ниже энергии
излучающей частицы (ω � E), то выражение для
фундаментальной гармоники КТИ приобретает вид
ω1 = 8πθ0E

2/
(
b
√
3
)
. Спектральное распределение

энергии W = ωw, излучаемой электроном с энерги-
ей 50 МэВ на единице пути, когда электрон входит
под углом θ0 = 2θL, представлено на рис. 4.

Пиковая интенсивность КТИ значительно пре-
восходит уровень 5.59 · 10−3 см−1, соответствующий
формуле Бете – Гайтлера d2W/dldω = 4/(3Lr), в ко-
торой Lr обозначает так называемую радиационную
длину в IRMOF-74-XI. По сравнению с обычными
кристаллами пик КТИ приходится на меньшие энер-
гии фотонов, что обусловлено бо́льшими периодами
решетки МОК.

Параметрическое рентгеновское излучение
(ПРИ) можно трактовать как результат брэггов-
ской дифракции виртуальных фотонов, представ-
ляющих собственное поле заряженной частицы.
Действительно, электромагнитное поле ультрареля-
тивистской частицы почти поперечно и может быть
представлено как спектр виртуальных фотонов.
Виртуальные фотоны превращаются в реальные
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Рис. 4. Зависимость от ω энергии когерентного тормозного
излучения от электронов (позитронов) с энергией 50 МэВ,
входящих в IRMOF-74-XI под углом θ0 = 2θL к осям, диф-
ференциальной по отношению к энергии фотона и длине

пути частицы

фотоны ПРИ в результате передачи импульса
между фотонами и решеткой МОК. Согласно
имеющимся расчетам ([7], разд. 6.3), полное число
фотонов ПРИ NPXR с энергией ω, близкой к
ωB = H/(2 sinψ), приходящееся на один электрон,
определяется выражением

NPXR(ωB) =
e2ω2

B

2H2

|Csχ
′
H(ωB)|2

χ′′
0(ωB)

F (θm), (14)

F (θm) = ln

(
1 +

θ2m
θ2v

)
− (θm/θv)

2

(θm/θv)2 + 1
.

Здесь π/2 + ψ — угол между вектором скорости
частицы v и вектором обратной решетки H. Для
простоты предполагается, что последний ортогона-
лен входной поверхности МОК (симметричное брэг-
говское отражение). Далее, χ′

H(ω) представляют
собой коэффициенты разложения действительной
части диэлектрической восприимчивости кристал-
ла χ(r, ω), а χ′′

0 (ω) — мнимая часть диэлектричес-
кой восприимчивости, усредненная по объему крис-
талла. Остальные обозначения: Cs = cos 2ψ для π-
поляризации ПРИ и Cs = 1 для σ-поляризации
ПРИ, θm — апертура детектора излучения, θv =

= [E−2 − χ′
0(ω)]

1/2 — угловая ширина спектра вир-
туальных фотонов. Если выбрать θm равной θv, то
F (θm) = 0.193. Относительная ширина частотного
спектра ПРИ Δω/ωB = (ω − ωB)/ωB определяется
равенством
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Δω

ωB
= θm ctgψ. (15)

Коэффициенты разложения χ′
H(ω) в уравнении (14)

связаны с атомным формфактором f
(μ)
X (ω,H) для

рассеяния рентгеновского излучения равенством

χ′
H(ω) = −4πe2

ω2
V−1

N∑
μ=1

exp(iH·ρμ)f
(μ)
X (ω,H). (16)

Поскольку уравнение Пуассона связывает потенци-
ал и распределение заряда в атомах, атомный форм-
фактор для рассеяния рентгеновского излучения
может быть получен из электронного формфакто-
ра (3) посредством формулы Бете –Мотта

f
(μ)
X (k) = Zμ − 2π2a0k

2f (μ)
e (k). (17)

Эта формула дает значение f (μ)
X (0) = Zμ и, следова-

тельно, для χ′
0(ω) = −4πe2n/ω2 получается «плаз-

менная» формула, где n представляет собой плот-
ность числа электронов, усредненную по объему
кристалла. Однако в области относительно мягко-
го рентгеновского излучения, ниже порога иониза-
ции K-оболочки некоторых атомов, часть атомных
электронов не может рассматриваться как свобод-
ные и поэтому «плазменная» формула теряет силу.
В частности, в работах по рентгеновскому черенков-
скому излучению [26, 27] было продемонстрировано
аномальное поведение χ′

0(ω) возле K-края фотопо-
глощения ωK = 283.8 эВ в углероде. Ясно, что при
расчетах ПРИ в мягкой рентгеновской области в
МОК значения f (μ)

X (ω,H) следует вычислять более
точно, например, используя данные NIST [28].

В качестве примера вычислим спектр ПРИ, воз-
никающего при симметричном брэгговском отраже-
нии первого порядка виртуальных фотонов от плос-
костей (110) IRMOF-74-XI, т. е. H = 2π(a∗+b∗) (см.
рис. 1). Из данных для IRMOF-74-XI [14] находим
V = 128222.5 Å3, H = 4π/b, b = 145.0425 Å. Со-
гласно расчетам, энергия фотонов ПРИ ωB может
меняться от нижнего предела 85.4 эВ, соответству-
ющего почти нормальному падению частиц на плос-
кость (ψ ≈ π/2), до значительно больших значений
при скользящем падении (в частности, 1000 эВ при
ψ = 4.9◦). Зависимость от ωB = H/(2 sinψ) общего
числа фотонов ПРИ (14) показана на рис. 5.

Относительная спектральная ширина (15) излу-
чения от электронов с энергией 50 МэВ в облас-
ти мягкого рентгеновского излучения показана на
рис. 6.

10–1

10–2

10–3

10–4

10–5

500 1000 1500 2000 2500 3000
�B, эВ

NPXR

Рис. 5. Зависимость от ωB полного числа фотонов пара-
метрического рентгеновского излучения с различной поля-
ризацией (сплошная кривая соответствует σ-поляризации,
штриховая — π-поляризации) от ультрарелятивистского
электрона, влетающего в IRMOF-74-XI под разными угла-

ми ψ к кристаллографическим плоскостям (110)
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�B, эВ
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Рис. 6. Относительная ширина спектра параметрического
рентгеновского излучения от электрона с энергией 50МэВ,
влетающего в IRMOF-74-XI под разными углами ψ к кри-
сталлографическим плоскостям (110), как функция часто-

ты излучения ωB = H/(2 sinψ)
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Число излучаемых фотонов, энергия фотонов и
спектральная ширина возрастают при уменьшении
угла скольжения ψ. Излучение остается сравнитель-
но монохроматическим, пока угол скольжения пре-
восходит френелевский угол θF = |χ′

0(ω)|1/2.

7. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Проведенный анализ каналирования реляти-
вистских заряженных частиц и рентгеновского из-
лучения частицами в МОК показал наличие инте-
ресных особенностей, которые в значительной сте-
пени обусловлены сложной структурой и бо́льшими
периодами их кристаллической решетки по срав-
нению с обычными кристаллами. В частности, су-
ществование широких двумерных потенциальных
ям как для положительно, так и для отрицательно
заряженных частиц, способствует более эффектив-
ному осевому каналированию частиц и повороту
пучков частиц изогнутыми кристаллами МОК. Па-
раметрическое рентгеновское излучение от реляти-
вистских электронов в МОК может представлять
интерес как компактный источник мягкого рентге-
новского излучения с перестраиваемыми частотой
и степенью монохроматичности. С другой стороны,
хорошо известно, что спектр излучения при кана-
лировании частиц, в особенности частиц с энергией
в несколько МэВ, весьма чувствителен к форме
усредненного потенциала и таким образом он мо-
жет давать полезную информацию об электронной
структуре и атомных смещениях в МОК.

Мы благодарны профессору Тине Дюрен (Ti-
na Düren, Department of Chemical Engineering, Uni-
versity of Bath, UK) за полезные обсуждения струк-
турных параметров МОК.
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