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Рассматриваются процессы энергетического обмена в диссипативных системах неидентичных взаимо-
действующих частиц (т. е. частиц, имеющих различные размеры, заряды и т. д.) с неоднородным рас-
пределением источников тепла и/или любых других источников стохастической кинетической энергии.
Предложена теоретическая модель для анализа энергетического баланса в таких системах. На осно-
ве этой модели получены аналитические соотношения, описывающие перераспределение «кинетической
температуры» между взаимодействующими частицами системы. Предложенные соотношения проверены
путем численного моделирования задачи для систем Юкавы.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследования физических свойств и процессов
энергетического обмена в неоднородных системах
взаимодействующих частиц вызывает значитель-
ный интерес в различных областях науки и техни-
ки (физике плазмы, биологии, физике полимеров и
т. д.) [1–6]. Ряд актуальных вопросов касается осо-
бенностей физических характеристик в ансамблях
неидентичных частиц, имеющих различный харак-
тер парного взаимодействия, заряды, размеры, ди-
электрическую проницаемость и т. д. [1–8].

Пылевая плазма представляет собой ионизован-
ный газ, содержащий заряженные частицы веще-
ства микронных размеров (пыль, макрочастицы).
Такая плазма широко распространена в природе и
образуется в ряде технологических процессов [1–3].
Большинство теоретических и численных работ, по-
священных исследованию свойств пылевой плазмы,
имеют дело с идентичными макрочастицами, по-
скольку такие системы легче поддаются математи-
ческому описанию и более просты для понимания.
Тем не менее плазменно-пылевые структуры, встре-
чающиеся в природе и образующиеся в ходе тех-
нологических процессов, редко содержат идентич-
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ные пылевые частицы (т. е. макрочастицы с равны-
ми массами, размерами и т. д). Даже в случае лабо-
раторных исследований пылевой плазмы использу-
емые «эталонные» частицы могут иметь как замет-
ную дисперсию по размерам, так и различную вели-
чину заряда в зависимости от их пространственно-
го расположения, а их «кинетическая температура»
(стохастическая кинетическая энергия) может суще-
ственно изменяться в пространстве [1, 2].

Большинство лабораторных исследований
свойств пылевой плазмы проводится в газовых
разрядах различных типов [9–13], где стохасти-
ческая кинетическая энергия макрочастиц (их
«кинетическая температура») может достигать
примерно 1–5 эВ, что значительно выше темпера-
туры окружающего их газа. Это явление называют
«аномальным разогревом» пылевых частиц [1, 2].
Основные механизмы «аномального разогрева» пы-
ли обычно связываются с различными временными
и/или пространственными изменениями их зарядов,
вызванными, например, случайной природой ион-
ных и электронных токов, заряжающих пылевые
частицы [14, 15], или стохастическим движением
пыли в объеме пространственно-неоднородной
плазмы [16–19]. Поскольку заряд пылевой частицы
определяется локальными параметрами плазмы
в ее окрестности, мощность источников подкачки
энергии, а соответственно, и «кинетическая темпе-
ратура» частиц могут существенно изменяться в
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пространстве [1, 2]. Источниками неравномерного
нагрева системы частиц также могут являться
неоднородное распределение температуры окру-
жающего газа, лазерное излучение, используемое
для диагностики, протекание химических реакций
и т. д.

Отсутствие простых теоретических моделей для
описания энергетического баланса затрудняет ана-
лиз процессов передачи тепла в системах взаимодей-
ствующих частиц с неоднородным распределением
тепловых источников или любых других источников
их стохастической кинетической энергии. Большая
часть работ, посвященных вопросам переноса тепла
в таких системах, относится к численному модели-
рованию протяженных структур в пренебрежении
трением (ν → 0), вызванным столкновением заря-
женной компоненты с атомами/молекулами окру-
жающего газа [20–23]; здесь ν — коэффициент тре-
ния макрочастицы за счет ее столкновений с нейтра-
лами окружающего газа. Таким образом, вопросы
о перераспределении «кинетической температуры»
между частицами диссипативных сред (таких, на-
пример, как пылевая плазма, или коллоидные рас-
творы, где ν �= 0) при наличии источников энергии,
дающих различный вклад в «разогрев» частиц, в
настоящее время не имеют удовлетворительного ре-
шения.

В настоящей работе речь пойдет о механизме пе-
реноса тепла, возникающем за счет передачи стоха-
стических колебаний отдельных частиц вблизи их
равновесного положения, который невозможен в от-
сутствие взаимодействия между частицами систе-
мы. Особенности энергетического обмена в ансам-
блях неидентичных частиц (имеющих различные
массы, размеры, заряды и коэффициенты трения)
с неоднородным распределением тепловых источни-
ков подробно рассмотрены на примере двух взаимо-
действующих частиц для условий, близких к усло-
виям лабораторных экспериментов в газоразрядной
плазме. Анализ таких малоразмерных систем допус-
кает простое аналитическое решение задачи, а так-
же позволяет получить качественную картину осо-
бенностей энергетического обмена в протяженных
системах.

2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Рассмотрим равновесную систему, состоящую
из Nd взаимодействующих частиц массой Mi, где
i = 1, 2, . . . , Nd. В предположении, что смещение ξi
частиц от их положения равновесия под действи-

ем некоторой случайной силы Fbi ограничено малы-
ми отклонениями, систему линеаризованных урав-
нений движения (уравнений Ланжевена) в выбран-
ном направлении можно записать в общем виде для
каждой из степеней свободы

Mi
dVi

dt
= −MiνiVi +

N∑
j=1

aijξj + Fbi, (1)

где Fbi — сила Ланжевена, являющаяся источником
стохастической кинетической энергии частиц, Vi =

= dξi/dt — скорость i-й частицы, N = mNd, m —
число степеней свободы, а коэффициенты aij зави-
сят от физики решаемой задачи. Корреляторы слу-
чайной силы Fbi подчиняются уравнениям

〈Fbi〉 = 0, 〈Fbiξi〉 = 0,

а при k �= i

〈FbiVk〉 ≡ 0, 〈Fbiξk〉 = 0, 〈FbiFbk〉 = 0.

Здесь и далее угловые скобки обозначают усредне-
ние по времени для t → ∞.

К системам уравнений, подобным (1), сводятся
различные классы физических проблем такие, на-
пример, как задача о формировании цепочечных и
монослойных структур частиц с различными типа-
ми парного взаимодействия в электрическом поле
ловушки [24–27], а также ряд задач об устойчи-
вом положении макрочастиц с градиентами заря-
дов в пылевом облаке [16–18]. В общем виде усло-
вия устойчивости системы линейных дифференци-
альных уравнений (1) можно найти путем решения
ее характеристического уравнения

f(ξ) = anξ
n + an−1ξ

n−1 + . . .+ a1ξ + a0,

где n определяется числом уравнений движения
(т. е. числом Nd взаимодействующих частиц) и по-
рядком этих уравнений [28]; так, например, в слу-
чае двух частиц для системы дифференциальных
уравнений второго порядка (1) величина n = 4. Сле-
дует отметить, что если корни характеристического
уравнения имеют положительную действительную
часть, решение системы (1) является неустойчивым
[28]. Однако в большинстве случаев такой подход не
может привести к простым аналитическим соотно-
шениям, а их поиск нуждается в численном решении
задачи.

Соотношения для определения условий энерге-
тического баланса в системе взаимодействующих
частиц можно получить путем анализа коррелято-
ров скоростей и смещений частиц в системе диффе-
ренциальных уравнений движения (1) [8, 19]. Учи-
тывая корреляторы случайной силы Fbi (см. выше),
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можно перейти к системе соответствующих линей-
ных уравнений:

−Miνi〈ξkVi〉+
N∑
j=1

aij〈ξkξj〉+Mi〈VkVi〉 = 0, (2a)

Mi

〈
Vk

dVi

dt

〉
= −Miνi〈VkVi〉+

+

N∑
j=1

aij〈Vkξj〉+ 〈VkFbi〉, (2b)

где k = 1–N , Ti = M〈V 2
i 〉 — кинетическая темпе-

ратура частицы на одну степень свободы в равно-
весной системе, Ti = Ti + δTi, Ti — энергия внеш-
них/внутренних источников системы для отдельной
частицы, определяемая условиями в месте ее равно-
весного положения (например, температурой окру-
жающего газа и/или флуктуациями заряда частиц),
а δTi — дополнительная энергия, которую приобре-
тает или теряет отдельная частица при достижении
энергетического баланса системы.

Для ансамбля идентичных частиц с попарным
взаимодействием полная начальная кинетическая
энергия системы сохраняется:

N∑
j=1

δTj = 0,
N∑
j=1

Tj =
N∑
j=1

T 0
j . (3)

Принимая во внимание то, что при движении
частиц по ограниченным траекториям 〈ξiVi〉 = 0 и
〈ViFbi〉 = νiT

0
i система (2a), (2b) имеет единственное

решение для любого количества частиц и любых за-
данных параметрах частиц Mi, νi и aij вне зависи-
мости от типа сил межчастичного взаимодействия и
внешних полей, можно полностью описать картину
перераспределения энергии в ансамбле взаимодей-
ствующих частиц.

Далее мы рассмотрим решение задачи для двух
(Nd = 2) неидентичных частиц с зарядами Q1(2)

в поле силы тяжести M1(2)g, скомпенсированном
электрическим полем E(r, z) цилиндрической ло-
вушки с радиальной составляющей Er = βrr и вер-
тикальной составляющей Ez = E0

z + βzz, см. рис. 1.
ЗдесьM1(2) — масса соответственно первой и второй
частиц, R ≡ (X2+Y 2)1/2 — радиальная координата,
Z — вертикальная координата (по оси параллель-
ной силе тяжести), βr и βz — величины градиентов
электрического поля, а значение E0

z определяется
балансом сил, действующих в системе.

Для количественных оценок в качестве потенци-
ала взаимодействия будем использовать приближе-
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Рис. 1. Произвольная (а), вертикальная (б) и горизонталь-
ная (в) конфигурации двух взаимодействующих частиц в
электрическом поле ловушки E = E(z, r) с цилиндриче-

ской симметрией

ние экранированного кулоновского потенциала (ти-
па Юкавы)

φ(r) = Q1Q2 exp(−l/λ)/l, (4)

где λ — длина экранирования. Этот тип взаимо-
действия широко используется для моделирования
свойств различных неидеальных систем, например,
в физике полимеров, медицине, биологии и физике
плазмы [1–9]. Отметим, что модель экранированно-
го потенциала успешно применяется для интерпре-
тации результатов ряда лабораторных эксперимен-
тов в пылевой плазме [1–3,29,30]. Кроме того, будем
также полагать, что плотность материала, ρ, одина-
кова для обеих частиц, ρ = ρ2, т. е. их масса M1(2) ∝
∝ a31(2), где a1(2) — радиус соответственно первой и
второй частиц. Заряды частиц будем рассматривать
согласно приближению ограниченных орбит (Orbit
Motion Limited) Q1(2) ∝ a1(2) [1, 2], а их коэффици-
енты трения ν1(2) = νi ∝ a2i /Mi в свободномолеку-
лярном приближении [31].

3. СЛУЧАЙ ДВУХ
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ЧАСТИЦ В

ПОЛЕ ЛОВУШКИ

Уравнения баланса сил в системе с произволь-
ной конфигурацией двух частиц (рис. 1а), взаимо-
действующих с силой F = F (l), позволяют получить
следующие соотношения между ее параметрами:

gM1 = Q1E
0
z + Fdz/d, gM2 = Q2E

0
z +

+Q2βzdz − Fdz/d, (5a)
Q1βrdr1 = Fdr/d, Q2βrdr2 = Fdr/d, (5b)
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где d = 〈l〉 ≡ (d2z + dr)
1/2 — среднее межчастичное

расстояние, а dz = |Z2–Z1| и dr = dr1 + dr2 — соот-
ветственно его вертикальная и радиальная компо-
ненты; здесь dr1 и dr2 — величины отклонения от
оси системы для первой и второй частицы, а Z1(2) —
вертикальные координаты частиц.

Для задачи с произвольной конфигурацией двух
частиц систему уравнений движения можно запи-
сать в виде

M1d
2z1/dt

2 = −ν1M1dz1/dt−Q1βzz1+

+ b1(z1 − z2) + b2(r1 − r2), (6a)
M2d

2z2/dt
2 = −ν2M2dz2/dt−Q2βzz2+

+ b1(z2 − z1) + b2(r2 − r1), (6b)
M1d

2r1/dt
2 = −ν1M1dr1/dt−Q1βrr1 +

+ c1(r1 − r2) + c2(z1 − z2), (6c)
M2d

2r2/dt
2 = −ν2M2dr2/dt−Q2βrr2 +

+ c1(r2 − r1) + c2(z2 − z1), (6d)

где z1, z2, r1, r2 — отклонение частицы 1 и частицы
2 от их равновесного положения, а b1 = ∂Fz/∂z, b2 =

= ∂Fz/∂r, c1 = ∂Fr/∂z, c2 = ∂Fr/∂r, а Fz(r) — вер-
тикальная (радиальная) составляющая силы F =

= (Fz ;Fr) межчастичного взаимодействия.
Анализ устойчивости этой системы показывает,

что произвольная конфигурация частиц (при dr �= 0

и dz �= 0, см. рис. 1а) возможна только в случае,
когда Q2M1 < Q1M2 (a1 < a2). При этом для двух
идентичных частиц (M1 = M2 ≡ M , Q1 = Q2 ≡ Q)
такая конфигурация не реализуется вовсе. В этом
случае возможны только вертикальная и горизон-
тальная конфигурации частиц, см. рис. 1б,в. Та-
ким образом, для двух идентичных частиц, взаи-
модействующих с различными типами как попар-
ных, так и непопарных потенциалов, устойчивость
вертикальной конфигурации определяется соотно-
шением βr > βz, в обратном случае (βr < βz) устой-
чивой является горизонтальная конфигурация час-
тиц [24–27].

Для двух неидентичных частиц строго горизон-
тальная конфигурация не реализуется. Обратимся к
случаю их вертикальной конфигурации (рис. 1б). В
системе с вертикальной конфигурацией частиц ве-
личина dr = 0, а значения коэффициентов в уравне-
ниях (6a)–(6d) принимают вид

b1 = ∂F/∂l|l=d, c1 = F/d, b2 = 0, c2 = 0.

В этом случае условия баланса сил (5a) дают

g(M1Q2 −M2Q1) +Q1Q2βzd = (Q1 +Q2)F. (7)

1

2
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4

0.01

0.10

1.00

1.0 1.2 1.4
a a2 1/

� �r z/

Рис. 2. Зависимость величины βr/βz от отношения a2/a1

для вертикальной конфигурации двух частиц на линиях
устойчивости (8) для систем с параметрами: 1 — a2 =

= 3 мкм, d = 250 мкм, κ = 0; 2 — a2 = 3 мкм, d =

= 500 мкм, κ = 0; 3 — a2 = 6 мкм, d = 500 мкм, κ = 0;
4 — a2 = 6 мкм, d = 500 мкм, κ = 2. (Ниже представлен-
ных линий расположена область неустойчивости задачи.)
Сплошные линии соответствуют аналитическим кривым.

Символы — результаты численного моделирования

Отметим, что для случая M1 = M2 ≡ M при Q1 =

= Q2 ≡ Q величина Qβzd = 2F . При этом (для ν1 >

> 0 и ν2 > 0) условие формирования диссипативной
неустойчивости системы можно записать в виде

Q1Q2βr < (Q1 +Q2)F/d = Q1Q2βz +

+ g(M1Q2 −M2Q1)/d. (8)

Для M1 = M2 ≡ M и Q1 = Q2 ≡ Q данное условие
приобретает вид βr < βz в соответствии с изложен-
ным выше [24–27]. Иллюстрация условий развития
неустойчивости (8) для различных параметров за-
дачи a1, a2, d и κ = d/λ показана на рис. 2. Расче-
ты проводились для частиц с плотностью материала
ρ = 1.5 г/см3 в предположении |eQ| ≈ 3Tea1(2) при
температуре электронов Te = 1 эВ [1, 2].

Рассмотрим перераспределение энергии для вер-
тикальной конфигурации частиц. Для корреляторов
скоростей и смещений для одной степени свободы
для этого случая имеем
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a11〈ξ21〉+ α〈ξ2ξ1〉+ T1 = 0, (9a)

a22〈ξ22〉+ α〈ξ2ξ1〉+ T2 = 0, (9b)

−ν1M1〈ξ2V1〉+a11〈ξ2ξ1〉+α〈ξ22〉+M1〈V1V2〉 = 0, (9c)

−ν2M2〈ξ1V2〉+a22〈ξ2ξ1〉+α〈ξ21〉+M2〈V1V2〉 = 0, (9d)

ν1M1δT1 = αM1〈ξ2V1〉, ν2M2δT2 = αM2〈ξ1V2〉, (9e)

− ν1M1〈V1V2〉 − ν2M2〈V1V2〉+ a11〈ξ1V2〉+

+ a22〈ξ2V1〉 = 0. (9f)

Здесь T1 = T 0
1 + δT1, T2 = T 0

2 + δT2, где T1, T2 —
температура частиц для равновесного состояния си-
стемы, T 0

1 , T 0
2 — энергия источников (которая при

численном моделировании задачи соответствует их
заданной/начальной температуре), а δT1, δT2 — при-
ращение температуры в процессе установления рав-
новесия. Таким образом, в случае вертикальных
смещений частиц от их положения равновесия

ξ1(2) = z1(2),

а величина
α = b1 ≡ ∂F/∂l|l=d, a22 = −Q2βz + b1,

a11 = −Q1βz + b1;

для радиальных смещений

ξ1(2) = r1(2),

а величина

α = c1 ≡ F/d, a22 = −Q2βr+c1, a11 = −Q1βr+c1.

Обозначим ΔT = T 0
2 − T 0

1 , тогда

δT1 = α2ΔT/Cν1, (10a)

δT2 = −α2ΔT/Cν2, (10b)

где

C =
(a22M1 − a11M2)

2

ν1M1M2 + ν2M2M1
+

α2(ν1 + ν2)

ν1ν2
−

− (a22ν1M1 + a11ν2M2) . (11)

Рассмотрим перераспределение энергии для сис-
темы из двух идентичных частиц. В этом случае
решение системы уравнений (9) для вертикальной
(а также для горизонтальной) конфигурации час-
тиц можно записать в виде

δT1(2) =
±α2ΔT

2 {α2 + ν2M(β − α)} , (12)

где в случае анализа вертикальных смещений час-
тиц от их положения равновесия β = βz, а для ра-
диальных смещений β = βr. Таким образом, δT1 =

= −δT2, а при α2 � ν2M/(β−α) величина |δT1(2)| →
→ |ΔT |/2, т. е. энергия равномерно распределяется
между частицами системы, в обратном случае при
ν → ∞ величина |δT1(2)| → 0.

Иллюстрация перераспределения энергии для
вертикальной конфигурации частиц, взаимодей-
ствующих с потенциалами Юкавы, представлена на
рис. 3 для a2 = 3 мкм, |eQ| ≈ 3Tea1(2) (Te = 1 эВ)
и βr = 1.1βz при различных параметрах системы
(a1, a2, d, κ = d/λ) в зависимости от параметра
масштабирования ν2/ω, где ω = α1/2.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Численное исследование процессов энергетичес-
кого обмена выполнялось методом молекулярной
динамики Ланжевена для двух частиц, взаимодей-
ствующих с потенциалом Юкавы при κ = 0–4,
в электрическом поле ловушки с цилиндрической
симметрией. Техника моделирования подробно опи-
сана в работах [1, 2].

Кинетическая энергия частиц (характеризую-
щая тепловые источники в месте их равновесного
положения) задавалась равной по степеням свобо-
ды: T 0

z = T 0
x = T 0

y , но различной для разных час-
тиц ΔTik = T 0

i − T 0
k �= 0 (при i �= k). Величина

минимальной энергии источников T 0
min для отдель-

ной частицы варьировалась примерно от 0.025 эВ
до 0.2 эВ, а ее максимальная величина достигала
примерно 10T 0

min. Значение параметра масштаби-
рования ν2/ω варьировалась в диапазоне примерно
от 0.1 до 2, типичном для условий лабораторных
экспериментов в газоразрядной плазме [1–3]. Отно-
шение величин градиентов внешнего электрическо-
го поля βr/βz изменялось от 0.5 до 3. В соответ-
ствии с теорией [24–27] для случая двух идентич-
ных частиц при βr > βz наблюдалась их верти-
кальная конфигурация (рис. 1б), в обратном слу-
чае (βr < βz) устойчивой являлась горизонталь-
ная конфигурация частиц (рис. 1в). Для систем
неидентичных взаимодействующих частиц с радиу-
сами a2 > a1 (Q1M2 > Q2M1) условия устойчивости
соответствовали критерию (8). Сравнение аналити-
ческих результатов с данными численного модели-
рования задачи для различных параметров системы
представлено на рис. 2.
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Рис. 3. Зависимости значений δT1/ΔT (черные линии) и δT2/ΔT (серые линии) от ν2/ω, описывающие перераспре-
деление энергии в вертикальном (а) и радиальном (б) направлениях для вертикальной конфигурации двух частиц с
параметрами: 1 — a1 = a2, d = 500 мкм, κ = 0; 2 — a1 = a2, d = 500 мкм, κ = 4; 3 — a2 = 1.15a1, d = 250 мкм,
κ = 0; 4 — a2 = 1.15a1, d = 250 мкм, κ = 3; 5 — a2 = 1.15a1, d = 500 мкм, κ = 0. Сплошные линии соответствуют

аналитическим кривым. Символы — результаты численного моделирования

В процессе моделирования начальная кинетиче-
ская энергия (энергия источников) перераспределя-
лась от более «горячих» частиц, имеющих более
мощные источники тепла, к менее «горячим». Во
всех случаях наблюдаемые распределения скорос-
тей частиц были близки к максвелловской функции
с неравномерным распределением энергий по степе-
ням свободы Tz �= Tx = Ty. Величина перераспреде-
ляемой энергии δT была пропорциональна отклоне-
нию между заданными энергиями ΔT («кинетичес-
кими температурами») частиц.

Результаты отдельных численных исследований
представлены на рис. 3а,б совместно с аналитиче-
скими решениями задачи. Легко заметить хорошее
согласие данных моделирования с предлагаемыми
аналитическими соотношениями. Отклонения меж-
ду теоретическими и численными данными состав-
ляли не более 3–5%.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение еще раз подчеркнем, что в настоя-
щей работе рассматриваются процессы энергетиче-
ского обмена в диссипативных системах неидентич-
ных взаимодействующих частиц (т. е. частиц, име-
ющих различные размеры, заряды и т. д.) с неод-
нородным распределением источников тепла и/или
любых других источников стохастической кинети-
ческой энергии. Предложена теоретическая модель
для анализа энергетического баланса в таких систе-
мах, основанная на вычислении корреляторов ско-
ростей и смещений частиц в поле действия случай-
ных сил. Представлена система уравнений, реше-
ние которой позволяет полностью описать картину
перераспределения энергии в ансамбле взаимодей-
ствующих частиц. На основе предложенной моде-
ли получены аналитические соотношения, описыва-
ющие перераспределение «кинетической температу-
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ры» между двумя взаимодействующими частицами.
Полученные соотношения проверены путем числен-
ного моделирования задачи для систем Юкавы.

Результаты настоящей работы применимы для
систем с любым типом попарных взаимодействий
и могут быть полезны для качественного анализа
энергетического обмена в протяженных системах
частиц, которые представляют интерес в физике
плазмы, медицине, биологии, физике полимеров и
коллоидных систем.

Работа выполнена при частичной финансо-
вой поддержке РФФИ (гранты №№16-08-00594,
15-32-21159), а также в рамках Программы Прези-
диума РАН.
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