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Предложен простой критерий, позволяющий выявлять нарушение симметрии парного взаимодействия
в сильно неидеальных диссипативных системах. Критерий основан на анализе корреляций скоростей
сильно взаимодействующих частиц, которые могут быть относительно легко измерены в экспериментах
с макрочастицами в различных средах. Получены аналитические соотношения, позволяющие вычислять
производные силы взаимодействия между парой частиц по данным о корреляциях их скоростей и ко-
ординат. Предложенные критерий и соотношения проверены на результатах численного моделирования
динамики пылевых частиц в плазме.
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В последнее время появилось немало работ, по-
священных так называемому «нарушению» симмет-
рии взаимодействия [1–9]. О невзаимном межча-
стичном взаимодействии, или о формальном невы-
полнении третьего закона Ньютона, можно гово-
рить в случае, когда рассматривается взаимодей-
ствие между парой частиц, находящихся в сильно
неравновесной среде. Ярким примером таких систем
являются некоторые виды коллоидов [2–4, 10–13] и
комплексной плазмы [1, 5, 8, 14–16]. Их изучение,
помимо фундаментальных аспектов, представляет
особый интерес для нано- и микротехнологических
применений [10, 17–19].

Лабораторная комплексная (пылевая) плазма,
представляющая собой слабоионизованный газ с
включением частиц микронных размеров [17–19],
является хорошей экспериментальной моделью для
изучения невзаимных процессов на кинетическом
уровне, так как трехмерные траектории движения
пылевых частиц, а в некоторых случаях и действу-
ющие на них силы, могут быть легко определе-
ны без внешнего воздействия на систему [20, 21]. В
большинстве лабораторных экспериментов наруше-
ние симметрии взаимодействия наблюдалось в сис-
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темах микрочастиц, левитирующих в приэлектрод-
ном слое газового разряда [1, 16, 22–24]. При этом
в протяженных пылевых облаках частицы выстраи-
вались вертикально, образуя пары [15,25] или длин-
ные нитевидные структуры [22,26]. А для двух уеди-
ненных пылевых частиц невзаимность проявлялась,
когда частицы зависали на разной высоте от элек-
трода [1, 16, 23, 24]. Отметим, что в квазидвумерном
пылевом монослое (или малоразмерном кластере),
состоящем из одного сорта монодисперсных частиц,
симметрия взаимодействия не нарушается [20]. Од-
нако в недавней работе [5] был получен монослой,
состоящий из смеси частиц двух сортов, в котором
было также зафиксировано нарушение симметрии
межчастичного взаимодействия.

Причиной невзаимного поведения пылевых час-
тиц в плазме является анизотропия ее ионной ком-
поненты: вблизи электрода возникает сильное элек-
трическое поле, вдоль которого ионы могут дви-
гаться со скоростями, сравнимыми с ионно-звуковой
скоростью [27]. Когда микрочастицы оказываются
в плазме с ионным потоком, они приобретают зна-
чительный отрицательный заряд (103–104 элемен-
тарных зарядов) вследствие высокой подвижности
электронов и создают за собой возмущенную об-
ласть (кильватерный ионный след) [28, 29]. Таким
образом, отрицательно заряженная пылевая части-
ца испытывает электростатическое отталкивание со
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стороны каждой одноименно заряженной соседней
частицы и эффективное притяжение к положитель-
ным объемному заряду, возникающему в ее кильва-
терном следе.

В данной работе предложен простой критерий,
позволяющий выявлять нарушение симметрии вза-
имодействия в сильно неидеальных диссипативных
системах. Критерий основан на анализе корреляций
скоростей и координат сильно взаимодействующих
частиц, которые могут быть относительно легко из-
мерены в экспериментах с макрочастицами в раз-
личных средах, в том числе в газоразрядной плазме.
Также получены аналитические соотношения, поз-
воляющие вычислять производные (по направлени-
ям) силы взаимодействия между парой частиц по
данным о корреляциях их скоростей и координат.
Выполнена проверка полученных критериев и соот-
ношений на результатах численного моделирования
динамики пылевых частиц в плазме.

Рассмотрим систему линейных уравнений, опи-
сывающую движение (в проекции на координатную
ось ξ) двух идентичных сильно взаимодействующих
частиц массой M при малых отклонениях ξ1 и ξ2 от
своих положений равновесия под действием случай-
ной силы Fran в поле внешних сил:

Mξ̈1 = −Mνξ̇1 + a
(ξ)
1 (ξ1 − ξ2) + b

(ξ)
1 ξ1 + F

(ξ)
ran 1, (1a)

Mξ̈2 = −Mνξ̇2 + a
(ξ)
2 (ξ2 − ξ1) + b

(ξ)
2 ξ2 + F

(ξ)
ran 2, (1b)

где a
(ξ)
1(2) = ∂F

(ξ)
2,1(1,2)/∂ξ и b

(ξ)
1(2) = ∂F

(ξ)
ex 1(2)/∂ξ — про-

изводные по ξ-направлению ξ-компонент сил взаи-
модействия и внешних сил; ν — коэффициент тре-
ния частиц из-за их столкновений с нейтральными
частицами окружающей среды. При этом учтем, что
сила F1,2, с которой первая частица действует на
вторую, в общем случае может быть не равна си-
ле действия второй на первую, т. е. |F1,2| �= |F2,1|.
Также будем считать, что действующая на частицу
случайная сила Fran коррелирует только с ее ско-
ростью:

〈
ξ̇1(2)F

(ξ)
ran 1(2)

〉
= νT, (2)

и не коррелирует с остальными переменными:
〈
ξ̇2(1)F

(ξ)
ran 1(2)

〉
≡ 0,

〈
ξ1(2)F

(ξ)
ran 1(2)

〉
≡ 0,

〈
ξ2(1)F

(ξ)
ran 1(2)

〉
≡ 0,

〈
F

(ξ)
ran 1F

(ξ)
ran 2

〉
≡ 0.

Здесь угловые скобки 〈 〉 обозначают усреднение по
времени, а T — кинетическая температура, характе-
ризующая стохастический характер движения час-

тиц в среде. Описанная выше модель часто исполь-
зуется для расчета различных динамических харак-
теристик неидеальных систем [30, 31], в том числе
пылевой компоненты комплексной плазмы [6,19,32],
и хорошо согласуется с экспериментом [32, 33]. При
этом для пылевой плазмы параметр T может су-
щественно превышать температуры всех компонент
среды слабоионизованного газа [19, 34].

Умножим уравнения (1) на ξ1(2) и ξ̇1(2) и усред-
ним результаты по времени. Учитывая корреляторы
случайной силы и тот факт, что для стационарной
системы

〈
ξ̈1(2)ξ2(1)

〉
+
〈
ξ̇1(2)ξ̇2(1)

〉
≡

∂
〈
ξ̇1(2)ξ2(1)

〉
∂t

= 0,

〈
ξ̇1ξ̈2

〉
+
〈
ξ̈1ξ̇2

〉
≡ 0,

а также что контуры движения частиц в окрестно-
сти своих положений равновесия являются замкну-
тыми, т. е.

〈
ξ̇1(2)ξ1(2)

〉
= 0, (3)

можно перейти к следующей системе уравнений:
(〈

ξ21(2)

〉
− 〈ξ1ξ2〉

)
a
(ξ)
1(2) +

〈
ξ21(2)

〉
b
(ξ)
1(2) =

= −M
〈
ξ̇21(2)

〉
, (4)

(〈
ξ22(1)

〉
− 〈ξ1ξ2〉

)
a
(ξ)
1(2) − 〈ξ1ξ2〉 b(ξ)1(2) ±

±M
〈
ξ̇1ξ2

〉
ν = M

〈
ξ̇1ξ̇2

〉
, (5)

〈
ξ1ξ̇2

〉(
a
(ξ)
1 + b

(ξ)
1

)
+
〈
ξ2ξ̇1

〉(
a
(ξ)
2 + b

(ξ)
2

)
−

− 2M
〈
ξ̇1ξ̇2

〉
ν = 0, (6)

±
〈
ξ2ξ̇1

〉
a
(ξ)
1(2) +

(
M

〈
ξ̇21(2)

〉
− T

)
ν = 0. (7)

Если корреляции скоростей и смещений частиц〈
ξ̇21(2)

〉
,
〈
ξ̇1ξ̇2

〉
,
〈
ξ21(2)

〉
, 〈ξ1ξ2〉 и

〈
ξ1ξ̇2

〉
определены,

то решением системы уравнений (4)–(6) являются
производные по направлениям действующих на час-
тицы сил в точках их равновесия (a(ξ)1 , a(ξ)2 , b(ξ)1 и
b
(ξ)
2 ), а также коэффициент трения частиц ν.
Любое нарушение симметрии взаимодействия

будет приводить к отклонению средней кинетиче-
ской энергии частиц от параметра T , характеризую-
щего случайную силу (2), что свидетельствует о на-
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личии непотенциальных сил, совершающих как по-
ложительную, так и при определенных условиях от-
рицательную работу [6, 35]. Если же M

〈
ξ̇21(2)

〉
≡ T ,

то из уравнений (6), (7) следует, что〈
ξ̇1ξ̇2

〉
= 0 (8)

и 〈
ξ1(2)ξ̇2(1)

〉
= 0. (9)

Таким образом, если в системе выполняются усло-
вия (8) и (9), то частицы действуют друг на друга
взаимно. В этом случае система уравнений (4)–(6)
сводится к следующей:

(〈
ξ21(2)

〉
− 〈ξ1ξ2〉

)
a(ξ) +

〈
ξ21(2)

〉
b
(ξ)
1(2) =

= −M
〈
ξ̇21(2)

〉
, (10)

(〈
ξ21
〉− 2 〈ξ1ξ2〉+

〈
ξ22
〉)

a(ξ) −
− 〈ξ1ξ2〉

(
b
(ξ)
1 + b

(ξ)
2

)
= 0, (11)

где a(ξ) ≡ a
(ξ)
1 = a

(ξ)
2 .

Для проверки соотношений (4)–(6) и условий
(8), (9) было выполнено численное моделирование
динамики одноименно заряженных макрочастиц в
плазме. Моделирование проводилось методом моле-
кулярной динамики Ланжевена. Подробное описа-
ние техники моделирования изложено в [19]. Осе-
симметричное внешнее электрическое поле, удер-
живающее одноименно заряженные частицы, за-
давалось таким образом, чтобы точки равновесия
частиц располагались на фиксированном рассто-
янии req друг под другом вдоль оси z, направ-
ленной параллельно вектору гравитационного по-
ля Mg. Кинетическая температура стохастическо-
го движения частиц T задавалась с учетом усло-

вия
√〈

ξ21(2)

〉
/req < 0.1. Для моделирования меж-

частичного взаимодействия использовалась модель
точечного ионного фокуса [5, 6, 9, 35], которая час-
то применяется для качественного описания распре-
деления электрического поля вокруг макрочасти-
цы, погруженной в анизотропную плазменную сре-
ду с ионным дрейфом. Согласно данной модели, на
фиксированном расстоянии d1(2) под каждой час-
тицей с зарядом Q1(2) размещается заряд проти-
воположного знака −q1(2) с нулевой массой. Таким
образом, распределение потенциала электрического
поля вокруг частицы представляется суперпозици-
ей двух сферически-симметричных экранированных

10

10

102

102

103

103

104

104

105

105

t�

t�

0

0

2

4

4

6

8

8

12

16

10

R = 0

R = 0

R = 0.1

R = 0.1

R = 1

R = 1

R = 10

R = 10

а

б

� �z z1 2
. ,10 см /с–5 2 2. .

� �x x1 2
. ,10 см /с–6 2.

Рис. 1. Значения корреляторов 〈ż1ż2〉 (a) и 〈ẋ1x2〉 (б) в
зависимости от времени их усреднения t, представленные
для различных параметров невзаимности R. Здесь время
t нормировано на величину ν−1, т. е. на характерное время

торможения частиц

кулоновских потенциалов (в общем случае) с раз-
личной эффективной длиной экранировки λQ и λq.
В данной работе мы ограничились потенциалом с
нулевой экранировкой безмассового заряда (λq =

= 0), а также положили, что q1/Q1 = q2/Q2 ≡ q∗

и d1/req = d2/req ≡ d∗. Очевидно, что если q∗ �=
�= 0 и d∗ �= 0, то частицы действуют друг на дру-
га невзаимно (|F1,2| �= |F2,1|). Для характеристики
степени невзаимности моделируемого парного взаи-
модействия по аналогии с работами [5,7] был введен
безразмерный параметр
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Рис. 2. Нормированные корреляторы скоростей двух час-
тиц W

(z)
12 и W

(x)
12 в зависимости от параметра невзаимнос-

ти R

R ≡ |F1,2 − F2,1|
|F1,2 + F2,1| , (12)

который варьировался путем изменения заряда q∗

при фиксированном d∗. Таким образом, моделиро-
вание динамики взаимодействующих частиц было
выполнено в широком диапазоне параметра невза-
имности R.

Численные расчеты траекторий движения час-
тиц выполнялись в течение времени, достаточного
для корректного определения корреляторов

〈
ξ21(2)

〉
,

〈ξ1ξ2〉,
〈
ξ̇21(2)

〉
,
〈
ξ̇1ξ̇2

〉
и
〈
ξ1ξ̇2

〉
. То есть дальнейшее

увеличение времени расчета не приводило к умень-
шению ошибки измерения. На рис. 1 для различных
параметров невзаимности R представлены значения
корреляторов

〈
ξ̇1ξ̇2

〉
и
〈
ξ̇1ξ2

〉
в зависимости от вре-

мени их усреднения t, где ξ ≡ z и ξ ≡ x — соот-
ветственно вертикальные и горизонтальные смеще-
ния частиц. На рис. 1 хорошо видно, что при R →
→ 0 значения корреляторов

〈
ξ̇1ξ̇2

〉
и

〈
ξ̇1ξ2

〉
так-

же стремятся к нулю, что согласуется с условиями
(8) и (9). Однако для анализа данных как числен-
ных, так и лабораторных экспериментов условия (8)
и (9) в том виде, в котором они записаны, непри-
годны из-за наличия ошибок измерения. Для экспе-
риментальной проверки симметрии взаимодействия
может быть использован следующий критерий:

W
(ξ)
12 ≡

∣∣∣〈ξ̇1ξ̇2
〉∣∣∣

min
{〈

ξ̇21

〉
,
〈
ξ̇22

〉} < ε � 1, (13)

где ε соответствует уровню ошибок измерения кор-
реляторов скоростей в эксперименте.

На рис. 2 представлена зависимость отношения
корреляторов скоростей частиц

∣∣∣〈ξ̇1ξ̇2
〉∣∣∣ /〈ξ̇21(2)

〉
от

параметра невзаимности R, где ξ ≡ z и ξ ≡ x. Зна-
чение R = 0.1, при котором происходит «скачок»,
соответствует следующим параметрам модели взаи-
модействия: d∗ = 0.25, q∗ = 0.06, req/λQ ≡ κ = 2.
При R < 0.1 величины W

(x)
12 и W

(z)
12 не превыша-

ют значение ε = 0.003, что соответствует типичному
уровню ошибок в численном эксперименте, выпол-
ненном методом молекулярной динамики Ланжеве-
на.

По измеренным в численном эксперименте значе-
ниям корреляторов

〈
ξ21(2)

〉
, 〈ξ1ξ2〉,

〈
ξ̇21(2)

〉
,
〈
ξ̇1ξ̇2

〉
и〈

ξ1ξ̇2

〉
были определены производные (по направле-

ниям) действующих на частицы сил в точках их рав-
новесия и коэффициент трения. Результаты реше-
ния системы (4)–(6) для частиц c параметром невза-
имности R ≈ 1 представлены в табл. 1. Для срав-
нения в табл. 1 также приведены заданные в чис-
ленной модели производные внешних сил и коэффи-
циент трения, а также аналитически рассчитанные
для равновесного межчастичного расстояния про-
изводные силы взаимодействия, задаваемой путем
суперпозиции экранированного и неэкранированно-
го кулоновских потенциалов. Как видно из сравне-
ния, отклонение параметров системы, определенных
с помощью корреляторов, от заданных не превыша-
ет 5%.

В табл. 2 представлены результаты решения си-
стемы уравнений (10), (11) с корреляторами, изме-
ренными по траекториям движения частиц с иден-
тичными зарядами Q1 = Q2 ≡ Q, взаимодействую-
щих посредством экранированного кулоновского по-
тенциала (при q∗ = 0). Дополнительно в табл. 2 при-
ведены значения заряда Q и параметра экранирова-
ния κ, вычисленные по восстановленным производ-
ным сил взаимодействия:

a(x) = Q2(1 + κ)e−κ/r3eq , (14)

a(z) = −2Q2(1 + κ+ 0.5κ2)e−κ/r3eq. (15)

Погрешность восстановления всех параметров си-
стемы, указанных в табл. 2, не превысила 1%. От-
метим, что аналогичным образом найденные с по-
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Таблица 1. Параметры системы c R ≈ 1, восстановленные по данным о корреляциях скоростей и смещений частиц
в результате решения системы уравнений (4)–(6)

Параметр a
(x)
1 a

(x)
2 a

(z)
1 a

(z)
2 b

(x)
1 b

(x)
2 b

(z)
1 b

(z)
2 ν

Ед. изм. ×10−9, дин/см c−1

Задано −3.21 6.64 −6.06 −25.8 −29.5 −29.5 −5.90 −5.90 10

Восстановлено −3.13 6.56 −5.76 −26.0 −29.4 −29.1 −5.90 −5.66 9.84

Таблица 2. Параметры системы c экранированным кулоновским потенциалом взаимодействия (R = 0), восста-
новленные по данным о корреляциях скоростей и смещений частиц в результате решения систем уравнений (10),

(11), а также (14), (15)

Параметр a(x) a(z) b
(x)
1 = b

(x)
2 b

(z)
1 = b

(z)
2 Q κ

Ед. изм. × 10−9, дин/см элем. заряд

Задано 9.35 −31.2 93.5 −18.7 10000 2

Восстановлено 9.33 −31.0 93.2 −18.6 9920 1.98

мощью корреляторов производные сил взаимодей-
ствия a

(ξ)
1(2) могут быть использованы для определе-

ния (уточнения) параметров любой теоретической
модели, выбранной для описания межчастичного
взаимодействия в реальной экспериментальной сис-
теме.

В заключение отметим, что в работе предложен
простой критерий, позволяющий выявлять наруше-
ние симметрии парного взаимодействия, а также
получены аналитические соотношения, позволяю-
щие вычислять производную (по направлениям)
силы взаимодействия между парой частиц по дан-
ным о корреляциях их скоростей и координат. Все
основные аналитические выводы в работе сделаны
без привязки к каким-либо моделям межчастичного
взаимодействия и внешних полей, а значит, могут
применяться для анализа парного взаимодействия
между макрочастицами в самых различных средах,
в которых возможно экспериментальное измерение
корреляций скоростей и смещений частиц.

Численная апробация методики измерения
производных сил взаимодействия выполнена за
счет гранта Российского научного фонда (проект
№14-12-01440).
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