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И НЕИДЕАЛЬНЫМ РЕЛЯТИВИСТСКИМ ФЕРМИ-ГАЗОМ

Э. А. Пашицкий*, В. И. Пентегов**

Институт физики Национальной академии наук Украины
03028, Киев, Украина

Поступила в редакцию 2 августа 2016 г.

Рассмотрен один из возможных сценариев эволюции ранней холодной Вселенной, родившейся в результа-
те достаточно большой квантовой флуктуации вакуума размером a0 � lP (где lP — планковская длина)
и заполненной как нелинейным скалярным полем ϕ, плотность потенциальной энергии U(ϕ) которо-
го определяет плотность энергии λ вакуума, так и неидеальным ферми-газом с короткодействующим
отталкиванием между частицами, уравнение состояния которого характеризуется зависящим от концен-
трации nF фермионов отношением давления P (nF ) к плотности энергии ε(nF ). При уменьшении nF

в процессе расширения ранней Вселенной безразмерная величина ν(nF ) = P (nF )/ε(nF ) уменьшается
от максимального значения νmax = 1 при nF → ∞ до нуля при nF → 0. Взаимодействие скалярного
и гравитационного полей, которое характеризуется безразмерной константой ξ, пропорционально ска-
лярной кривизне четырехмерного пространства R = κ[3P (nF ) − ε(nF ) − 4λ] (где κ — гравитационная
постоянная Эйнштейна) и содержит как квадратичное, так и линейное по ϕ слагаемые. В результате
этого расширяющаяся ранняя Вселенная за конечный отрезок времени достигает точки фазового пере-
хода первого рода при критических значениях скалярной кривизны R = Rc = −μ2/ξ и радиуса ac � a0.
После этого ранняя замкнутая Вселенная из плоской точки перегиба потенциала U(ϕ) за конечное время
«скатывается» в нулевой минимум потенциала. Выделение полной потенциальной энергии скалярного
поля во всем объеме расширяющейся Вселенной в процессе ее «скатывания» должно сопровождаться
рождением большого числа массивных частиц и античастиц разного сорта, аннигиляция которых играет
роль Большого взрыва. Обсуждается также вопрос о фундаментальности гравитационной постоянной
Ньютона GN .
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1. ВВЕДЕНИЕ

Проблема возникновения нашей Вселенной оста-
ется центральной в современной космологии. В на-
стоящей работе предполагается, что рождение Все-
ленной произошло в результате достаточно большой
квантовой флуктуации вакуума радиусом a0 � lP ,
где lP =

√
�GN/c3 — планковская длина, GN — гра-

витационная постоянная Ньютона, c — скорость све-
та. Это соответствует, с одной стороны, ничтожно
малой вероятности одновременного рождения двух
(или более) подобных флуктуаций в ближайшей
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окрестности пространства, в отличие от сценария
«хаотической» инфляции с множественным рожде-
нием вселенных из квантовых флуктуаций разме-
ром порядка lP [1–4]. С другой стороны, это поз-
воляет с большей степенью точности использовать
классические уравнения общей теории относитель-
ности (ОТО) для описания последующей эволюции
ранней Вселенной.

Предполагается, что плотность энергии λ фи-
зического вакуума, пропорциональная космологиче-
ской постоянной Эйнштейна Λ, определяется плот-
ностью потенциальной энергии некоторого фунда-
ментального нелинейного скалярного поля ϕ с «мни-
мой массой» μ и нелинейностью типа ϕ4, которое,
по аналогии с полем Хиггса [5, 6], обладает нену-
левым вакуумным средним значением амплитуды
ϕ0 в основном состоянии. Взаимодействие скаляр-
ного и гравитационного полей, которое характеризу-
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ется безразмерной константой ξ и пропорционально
скалярной кривизне четырехмерного (4D) простран-
ства R = κ(3P−ε−4λ), где P и ε — давление и плот-
ность энергии вещества, а κ = 8πGN/c

4 — гравита-
ционная константа Эйнштейна, содержит как квад-
ратичное, так и линейное по ϕ слагаемые. В резуль-
тате этого при условии P > ε/3 по мере уменьшения
положительной величины 3P − ε в процессе расши-
рения ранней Вселенной и соответствующего умень-
шения скалярной кривизны до некоторого критиче-
ского значения R = Rc = −μ2/ξ возможен фазовый
переход первого рода с выделением полной потен-
циальной энергии скалярного поля во всем объеме
расширяющейся ранней Вселенной.

В работе [7] для уравнения состояния вещества
P = 2ε/3 с помощью компьютерных расчетов бы-
ли получены самосогласованные решения нелиней-
ных уравнений ОТО с учетом взаимодействия гра-
витационного и скалярного полей и было показа-
но, что такие решения существуют только для до-
статочно больших начальных размеров квантовой
флуктуации a0 ≥ 5lP и в сравнительно узкой об-
ласти начальных значений плотности энергии ве-
щества ε0. При условии, что константа взаимодей-
ствия ξ стремится к своему предельно допустимому
(минимальному) значению ξ∗ = 0.04/κϕ2

0, получен-
ное решение соответствует неограниченно расширя-
ющейся Вселенной, когда критический радиус ac в
точке фазового перехода первого рода при R = Rc

стремится к бесконечности по закону (ξ − ξ∗)−1/5,
причем время достижения критической точки так-
же стремится к бесконечности по логарифмическо-
му закону | ln(ξ − ξ∗)|. Такой сценарий эволюции
ранней Вселенной, который был назван в работе
[7] гиперинфляцией, в принципе, позволяет полу-
чить сколь угодно большую величину полной энер-
гии Ec = 2π2a3c/λ, выделяющейся в результате фа-
зового перехода первого рода за счет потенциальной
энергии скалярного поля.

Однако уравнение состояния вещества P = 2ε/3,
как известно [8], соответствует нерелятивистскому
идеальному ферми-газу без учета энергии покоя
фермионов с конечной массой mF и поэтому не при-
менимо в рамках релятивистской теории. Если же
использовать приведенные в [8] точные выражения
для давления и плотности энергии идеального вы-
рожденного релятивистского ферми-газа, то уравне-
ние состояния принимает вид P (nF ) = ν(nF )ε(nF ),
где параметр ν(nF ) < 1/3 при любых значениях
концентрации фермионов nF . Это соответствует не
уменьшению, а увеличению отрицательной скаляр-
ной кривизны в области R ≤ Rvac = −4κλ по мере

расширения Вселенной, что исключает возможность
фазового перехода первого рода.

В связи с этим в данной работе рассматривает-
ся модель ранней холодной Вселенной, заполненной
первичным веществом в виде неидеального реляти-
вистского вырожденного ферми-газа с короткодей-
ствующим отталкиванием между фермионами. Как
было показано Зельдовичем [9], для парного взаимо-
действия в виде потенциала Юкавы интегральные
вклады потенциальной энергии отталкивания меж-
ду частицами в плотность энергии и давление ве-
щества равны и пропорциональны квадрату концен-
трации частиц, так что уравнение состояния силь-
носжатого вещества в пределе высоких плотностей,
когда можно пренебречь кинетической энергией по
сравнению с энергией взаимодействия, принимает
вид P = ε.

В разд. 2 получено уравнение состояния P (nF ) =

= ν(nF )ε(nF ) неидеального ферми-газа с коротко-
действующим отталкиванием между фермионами.
Показано, что в релятивистской области, когда фер-
ми-импульс pF ≥ mF , при определенных условиях
безразмерный параметр ν(nF ) ≈ 1 в соответствии с
результатом работы [9] для предельно сжатого ве-
щества. В этом разделе обсуждается также влияние
кривизны трехмерного (3D) пространства в замкну-
той Вселенной на плотность энергии вырожденного
ферми-газа вследствие квантования спектра ферми-
онов (см. Приложение).

В разд. 3 на основе эффективного лагранжиа-
на нелинейного скалярного поля с «мнимой массой»
μ и нелинейным членом g2ϕ4/4 (где g — константа
нелинейности скалярного поля) получены выраже-
ния для двухъямного потенциала U(ϕ) этого поля
и для массы скалярного бозона в криволинейном
пространстве. При этом предполагается, что плот-
ность энергии вакуума λ0 определяется минималь-
ным значением потенциала Umin при ϕ = ϕ0, где
ϕ0 = μ/g — вакуумное среднее значение амплитуды
скалярного поля в основном состоянии. При поло-
жительном начальном значении скалярной кривиз-
ны R0 > 0 этот минимум является более глубоким,
причем его глубина и положение остаются постоян-
ными вплоть до точки фазового перехода первого
рода при ϕ = −2ϕ0 и R = Rc. Более того, при усло-
вии R0 ≥ 0.125μ2/ξ этот минимум является един-
ственным, так что зарождение Вселенной энергети-
чески более выгодно именно в данном минимуме по-
тенциала скалярного поля.

В разд. 3 также рассмотрена эволюция ранней
холодной Вселенной с «жестким» уравнением состо-
яния предельно сжатого вещества, P = ε, и показа-
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но, что так же, как и в случае уравнения состоя-
ния P = 2ε/3 в [7], при условии, что безразмер-
ная константа взаимодействия ξ скалярного и гра-
витационного полей стремится к ξ∗, ранняя холод-
ная Вселенная в процессе своего экспоненциально-
го (де ситтеровского) расширения асимптотически
медленно в течение времени tc ∝ | ln(ξ − ξ∗)| при-
ближается к точке фазового перехода первого рода
при R = Rc(ξ

∗) = −μ2/ξ∗. При этом происходит
неограниченный рост максимального радиуса Все-
ленной по степенному закону, который в данном слу-
чае имеет вид ac ∝ (ξ − ξ∗)−1/6, что соответствует
рассмотренному ранее [7] сценарию гиперинфляции.

Однако, как показано в разд. 4, использова-
ние точного уравнения состояния неидеального фер-
ми-газа, P (nF ) = ν(nF )ε(nF ), с учетом уменьше-
ния коэффициента ν(nF ) при уменьшении концен-
трации фермионов, nF (t) = nF0a

3
0/a

3(t), приводит к
устранению расходимостей критического радиуса ac
и времени достижения точки перехода tc при ξ → ξ∗,
характерных для «жесткого» уравнения состояния
вещества при ν = const. С помощью компьютерных
вычислений получены области существования ин-
фляционных решений нелинейных уравнений ОТО
в зависимости от параметров модели и представле-
ны временные зависимости радиуса расширяющейся
Вселенной вплоть до точки фазового перехода пер-
вого рода для разных значений полного числа NF

фермионов.
В разд. 5 показано, что время пребывания ран-

ней холодной Вселенной в абсолютно плоской точке
перегиба потенциала U(ϕ) скалярного поля, в кото-
рой выполняются условия ∂U/∂ϕ = ∂2U/∂ϕ2 = 0,
оказывается конечным благодаря локальной про-
странственной неоднородности скалярного поля, ко-
торая возникает в результате его взаимодействия с
веществом. В процессе дальнейшего «скатывания»
системы в нулевой минимум потенциала Вселен-
ная продолжает расширяться, а выделяющаяся при
этом потенциальная энергия скалярного поля может
приводить к рождению из вакуума большого числа
массивных частиц и античастиц разного сорта [10].
Предполагается, что последующая почти полная ан-
нигиляция родившегося первичного вещества и ан-
тивещества является причиной быстрого нагрева
Вселенной и рождения горячей радиационной эры
нашей Вселенной с уравнением состояния P = ε/3

ультрарелятивистского вещества и электромагнит-
ного излучения, что согласуется с гипотезой Боль-
шого взрыва [11]. В заключение разд. 5 проведены
оценки параметров μ и ϕ0, а также плотности потен-
циальной энергии скалярного поля, которая опре-

деляет плотность энергии вакуума λ0 = 6.75μ2ϕ2
0 и

космологическую постоянную Λ0 = κλ0 ранней Все-
ленной.

Наконец, в разд. 6 на основе представлений об
источниках векторных и тензорных полей для час-
тиц со спинами S = 1 и S = 2 [12] обсуждается
вопрос о фундаментальности гравитационной кон-
станты Ньютона GN , размерность которой совпада-
ет с размерностью феноменологической константы
Ферми GF для слабого взаимодействия [13].

2. УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ ВЕЩЕСТВА
ДЛЯ НЕИДЕАЛЬНОГО ВЫРОЖДЕННОГО

ФЕРМИ-ГАЗА С
КОРОТКОДЕЙСТВУЮЩИМ
ОТТАЛКИВАНИЕМ МЕЖДУ

ФЕРМИОНАМИ

Предположим, что в некоторый начальный мо-
мент времени t = 0 в результате достаточно боль-
шой сферически-симметричной квантовой флукту-
ации вакуума с характерным размером a0 � lP ,
где lP =

√
GN — планковская длина (здесь и да-

лее используется система единиц � = c = 1), рож-
даются NF массивных фермионов (для сохранения
нулевого полного момента импульса системы чис-
ло NF должно быть четным). При этом началь-
ная концентрация фермионов nF0 = NF /v0, за-
полняющих объем v0 = 2π2a30 замкнутого криво-
линейного 3D-пространства с положительной гаус-
совой кривизной, должна быть ограничена услови-
ем nF0 ≤ nP = 1/3π2l3P , которое является след-
ствием ограничения сверху импульса Ферми pF0 =

= (3π2nF0)
1/3 ≤ MP (где MP = 1/

√
GN — планков-

ская масса). В результате этого возникает следую-
щее ограничение на полное число частиц в родив-
шейся Вселенной: NF ≤ 2a30/3l

3
P .

В дальнейшем будем предполагать, в соответ-
ствии с моделью Зельдовича [9], что между ферми-
онами существует короткодействующее отталкива-
ние в виде парного потенциала Юкавы

V (r) = q exp(−χr)/r, (1)

так что полная потенциальная энергия взаимодей-
ствия частиц определяется выражением

Eint = q2

⎡
⎣1
2

∑
i�=j

exp(−χrij)
rij

⎤
⎦ , (2)

где суммирование ведется по всем частицам i и j.
При условии, что среднее расстояние r = n

−1/3
F
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между частицами меньше «радиуса экранирования»
rs = 1/χ, суммирование в выражении (2) с хорошей
точностью можно заменить двукратным интегриро-
ванием по объему V системы взаимодействующих
частиц [9]:

Eint =
1

2
q2n2

F

∫
V

∫
V

exp(−χr12)
r12

dV1 dV2 =

=
2πq2n2

FV

χ2
. (3)

В этом случае парциальные вклады в давление и
плотность энергии вещества за счет потенциаль-
ной энергии (1) короткодействующего отталкивания
между фермионами равны друг другу и зависят
квадратично от концентрации частиц:

Pint = εint = 2π(q/χ)2n2
F . (4)

В то же время давление и плотность энергии вы-
рожденного идеального ферми-газа при любых зна-
чениях nF во всем диапазоне от нерелятивистско-
го приближения, когда энергия Ферми равна EF =

= p2F /2mF 
 mF , до ультрарелятивистского преде-
ла, когда EF = pF � mF , согласно [8], определяют-
ся следующими выражениями:

PF =
1

4π2

[
pF

(
2

3
p2F −m2

F

)
×

×
√
p2F +m2

F +m4
F Arsh

pF
mF

]
, (5)

εF =
1

4π2

[
pF
(
2p2F +m2

F

) ×
×
√
p2F +m2

F −m4
F Arsh

pF
mF

]
. (6)

На рис. 1 показано отношение суммарного дав-
ления неидеального вырожденного ферми-газа P =

= PF +Pint к полной плотности его энергии ε = εF +

+ εint с учетом выражений (4)–(6) в зависимости
от безразмерной величины pF /mF для разных зна-
чений безразмерного параметра αF = q2m2

F /χ
2M2

P .
Как видим, при условии αF � 1 в широкой области
фермионных концентраций nF безразмерная вели-
чина ν(nF ) = P (nF )/ε(nF ) ≈ 1, т. е. уравнение со-
стояния неидеального ферми-газа имеет вид P ≈ ε,
близкий к уравнению состояния предельно сжато-
го вещества [9]. Однако при понижении концентра-
ции параметр ν(nF ) уменьшается от единицы до ну-
ля. В то же время для идеального релятивистского
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�m = 100

10

1

0

pF
~
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Рис. 1. Зависимости отношения полного давления P =

= PF + Pint неидеального релятивистского ферми-газа к
его полной плотности энергии ε = εF + εint от безразмер-
ного ферми-импульса p̃F = pF/mF для разных значений
безразмерного параметра αm = q2m2

F/χ
2M2

P , полученные
с помощью выражений (4)–(6). Штриховая кривая при q =

= 0 соответствует отношению PF /εF < 1/3 для идеально-
го релятивистского ферми-газа
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Рис. 2. Относительная плотность энергии фермионов
Δε/ε∞ = [ε∞−ε(NF )]/ε∞ в зависимости от их числа NF в
замкнутом объеме криволинейного трехмерного простран-
ства для нерелятивистских фермионов. Здесь ε∞ — плот-
ность энергии идеального ферми-газа в плоском простран-
стве при NF → ∞. Максимумы на кривой εmax(NF max)

возникают при полном заполнении всех дискретных уров-
ней вплоть до уровня Ферми (т. е. для уровня Ферми вы-
полняется соотношение n(NF max) = 2[lF (NF max) + 1]2,
см. Приложение). Для таких чисел заполнения отноше-
ние Δεmax/ε∞ при больших значениях NF max убывает

как (9/4)(3NF max/2)
−2/3 (сплошная кривая)

ферми-газа согласно выражениям (5) и (6) отноше-
ние PF /εF < 1/3 при любых конечных значениях
nF (см. штриховую кривую на рис. 1).

Следует подчеркнуть, что данные результаты
справедливы лишь в плоском пространстве, тогда
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как для ранней замкнутой Вселенной малого ради-
уса, вообще говоря, необходимо учитывать искрив-
ление 3D-пространства и связанное с этим квантова-
ние спектра фермионов. В Приложении приведены
результаты вычислений плотности энергии идеаль-
ного ферми-газа с учетом квантования спектра фер-
мионов в замкнутом криволинейном 3D-простран-
стве. Показано, что при достаточно больших значе-
ниях числа частиц, NF � 1, поправки на кривизну
пространства не превышают нескольких процентов
(рис. 2), а по мере расширения Вселенной и увеличе-
ния радиуса a(t) амплитуда осцилляций плотности
энергии фермионов убывает.

3. ЛАГРАНЖИАН НЕЛИНЕЙНОГО
СКАЛЯРНОГО ПОЛЯ И ФАЗОВЫЙ

ПЕРЕХОД ПЕРВОГО РОДА В
РАСШИРЯЮЩЕЙСЯ РАННЕЙ ВСЕЛЕННОЙ

С УЧЕТОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
СКАЛЯРНОГО И ГРАВИТАЦИОННОГО

ПОЛЕЙ

Предположим, что исходное состояние физичес-
кого вакуума определяется основным состоянием
некоторого фундаментального нелинейного веще-
ственного скалярного поля ϕ с «мнимой массой» μ
и с нелинейностью типа ϕ4.

Эффективный лагранжиан такого поля в криво-
линейном 4D-пространстве-времени при учете взаи-
модействия возмущений амплитуды скалярного по-
ля δϕ = (ϕ−ϕ0) с гравитационным полем вещества
(ϕ0 — вакуумное среднее значение амплитуды в ос-
новном состоянии) имеет вид [7]

Leff =
gik

2
∂iϕ∂kϕ+

μ2

2
ϕ2−g

2

4
ϕ4−ξR(ϕ−ϕ0)

2, (7)

где gik — метрический тензор, g — константа нели-
нейности (самодействия) скалярного поля, ξ — без-
размерная константа взаимодействия скалярного и
гравитационного полей, а R — скалярная кривизна
4D-пространства.

Путем линеаризации лагранжиана (7) по малым
возмущениям амплитуды ϕ можно найти завися-
щую от R массу скалярного бозона, аналогичного
бозону Хиггса [5, 6]:

MB(R) =
√
3g2ϕ2 − (μ2 − 2ξR) . (8)

Плотность потенциальной энергии нелинейного ска-
лярного поля, согласно (7), имеет вид

U(ϕ,R) =
1

4
g2ϕ4 − 1

2
(μ2 − 2ξR)ϕ2 −
− 2ξRϕ0ϕ+ ξRϕ2

0 + U0, (9)
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Рис. 3. Зависимость безразмерного потенциала скалярно-
го поля V (x, h) = U(ϕ,R)/μ2ϕ2

0 от безразмерной амплиту-
ды x = ϕ/ϕ0 для разных значений безразмерного парамет-
ра «внешнего поля» h = 2ξR/μ2 (а) и корни кубического

уравнения (11) в зависимости от h (б)

где U0 — константа, обеспечивающая нулевое мини-
мальное значение потенциала U(ϕ). Из выражения
(9) следует, что одному из минимумов потенциала
соответствует вакуумное среднее значение амплиту-
ды скалярного поля ϕ0 = μ/g.

Вводя безразмерный потенциал V = U/μ2ϕ2
0 и

безразмерную амплитуду x = ϕ/ϕ0, перепишем (9)
в следующем виде:

V (x, h) =
x4

3
− (1− h)

x2

2
− h

(
x− 1

2

)
+ V0, (10)

где h = 2ξR/μ2 — безразмерный параметр эффек-
тивного «внешнего поля» [7].

Условие существования экстремумов потенциала
(10) сводится к кубическому уравнению относитель-
но x:

∂V

∂x
= x3 − (1− h)x− h = 0. (11)

На рис. 3 представлены зависимости потенциала
(10) от x для разных значений параметра h и за-
висимости корней кубического уравнения (11) от h.

512



ЖЭТФ, том 151, вып. 3, 2017 Инфляция ранней холодной Вселенной. . .

Видно, что в области −2 < h < 0.25 потенциал (10)
является двухъямным, а кубическое уравнение (11)
в этой области имеет три вещественных корня, ко-
торые соответствуют двум минимумам потенциала,
разделенным максимумом (потенциальным барье-
ром). При условии h > 0.25 существует только один
минимум потенциала в точке x = 1. С уменьшением
величины h положение и глубина этого минимума
остаются постоянными, V (1)

min = 6.75, тогда как вто-
рой минимум, который появляется в области x < 0

при h < 0.25, постепенно понижается, сравниваясь
по глубине с первым минимумом при h = 0 и до-
стигая при h = hc ≡ −2 в точке x = −2 нулевого
значения при выборе константы V0 = 7. При этом
минимум потенциала в точке x = 1 вырождается
в плоскую точку перегиба, в которой выполняются
условия ∂V/∂x = ∂2V/∂x2 = 0. Для системы, нахо-
дящейся в точке x = 1, область −2 ≤ h < 0.25 явля-
ется метастабильной, а в точке h = −2 возможен фа-
зовый переход первого рода, который соответствует
«скатыванию» системы из точки перегиба потенци-
ала x = 1 в точку нулевого минимума x = −2 (см.
ниже).

Предположим, что начальный радиус флуктуа-
ции вакуума достаточно велик, a0 � lP , так что
можно пренебречь квантовыми эффектами, в част-
ности туннелированием зародыша Вселенной через
потенциальный барьер между минимумами потен-
циала. При этом с хорошей точностью можно ис-
пользовать классические уравнения ОТО в метрике
Фридмана –Робертсона –Уокера –Леметра для опи-
сания эволюции замкнутой, изотропной и однород-
ной ранней Вселенной с учетом космологической по-
стоянной Эйнштейна Λ, которая связана с плотно-
стью энергии вакуума λ соотношением Λ = κ̃λ:

ȧ2+1 =
κ̃

3
(ε+λ)a2, ä = − κ̃

6
(ε+3P−2λ)a, (12)

где a — зависящий от времени t масштабный фак-
тор (радиус) замкнутой Вселенной, ȧ и ä — его пер-
вая и вторая производные по времени, ε и P — пе-
ременные плотность энергии и давление вещества,
κ̃ = κ/(1 + ξ̃) — перенормированная за счет вза-
имодействия гравитационного и скалярного полей
гравитационная постоянная Эйнштейна [14], а ξ̃ =

= 2ξκϕ2
0 — перенормированная безразмерная конс-

танта этого взаимодействия.
Согласно уравнениям (12), должен выполняться

закон сохранения энергии, который с учетом воз-
можной зависимости λ от времени имеет вид

3
ȧ

a
+
ε̇+ λ̇

ε+ P
= 0. (13)

При этом скалярная кривизна 4D-пространства рав-
на

R = − 6

a2
(a · ä+ ȧ2) = κ̃(3P − ε− 4λ). (14)

В дальнейшем будем предполагать, что плот-
ность энергии вакуума λ определяется плотностью
потенциальной энергии скалярного поля. Если в на-
чальный момент рождения Вселенной при t = 0 вы-
полнялось условие

3P0 − ε0 > 4λ0, (15)

то начальное значение скалярной кривизны (14) бы-
ло положительным, R0 > 0. При этом энергетически
более выгодным является зарождение Вселенной в
более глубоком минимуме U (1)

min = V
(1)
minμ

2ϕ2
0 потен-

циала скалярного поля (9) при ϕ = ϕ0.
Как уже отмечалось выше (см. рис. 3а), поло-

жение и глубина этого минимума остаются посто-
янными в области изменения скалярной кривизны
R0 ≥ R ≥ Rc. В связи с этим в рамках данной моде-
ли удобно выбрать величину λ постоянной и равной
начальному значению:

λ = λ0 = U
(1)
min = 6.75μ2ϕ2

0 = const. (16)

Если использовать уравнение состояния неиде-
ального ферми-газа в пределе высокой плотности в
виде P = ε, то из (13) при λ̇ = 0 получаем

ε(t) = ε0a
6
0/a

6(t). (17)

В этом случае безразмерный параметр «внешнего
поля», пропорциональный скалярной кривизне, при-
нимает вид

h(t) = − ξ̃

1 + ξ̃

[
4λ̃0 − 2ε̃0

a60
a6(t)

]
, (18)

где введены безразмерные величины λ̃0 ≡
≡ λ0/μ

2ϕ2
0 = 6.75 и ε̃0 = ε0/μ

2ϕ2
0. В точке

фазового перехода первого рода величина h(t) до-
стигает критического значения hc = −2. При этом
критический радиус ранней холодной Вселенной,
согласно (18), равен (ср. с [7])

ac = a0

⎡
⎣ ξ̃(

2λ̃0 − 1
)
ξ̃ − 1

2ε̃0

λ̃0

⎤
⎦
1/6

. (19)

Отсюда следует, что условие расширения Вселенной
ac > a0 требует выполнения следующих неравенств:

ξ̃ ≥ ξ̃∗ ≡ 1

2λ̃0 − 1
= 0.08,

ε̃0 >
λ̃0

2ξ̃

[(
2λ̃0 − 1

)
ξ̃ − 1

]
.

(20)

6 ЖЭТФ, вып. 3
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Заметим, что первое из неравенств (20) представля-
ет собой условие разрешимости уравнения h = hc, а
второе заведомо выполняется при выполнении усло-
вия (15).

Согласно (19), в точке фазового перехода перво-
го рода радиус ac расходится при ξ̃ → ξ̃∗ = 0.08 по
закону (ξ̃ − ξ̃∗)−1/6, что соответствует рассмотрен-
ному в работе [7] режиму гиперинфляции.

Следует подчеркнуть, что в силу быстрого убы-
вания плотности энергии ε(t) вещества по степенно-
му закону (17) в соответствии с уравнениями ОТО
(12), начиная с некоторого момента времени tλ, ко-
гда становится справедливым сильное неравенство
λ0 � ε(tλ), эволюция Вселенной переходит на экс-
поненциальный (де ситтеровский) режим расшире-
ния:

a(t) = aλ exp [γ(t− tλ)] , γ = lP
√
Λ0/3, (21)

где aλ — радиус ранней Вселенной в момент време-
ни t = tλ, а Λ0 = κ̃λ0 — исходная космологическая
постоянная. В связи с этим время tc при ξ̃ → ξ̃∗ стре-
мится к бесконечности по логарифмическому зако-
ну, tc ∝ | ln(ξ̃ − ξ̃∗)|.

Заметим также, что при ξ̃ = ξ̃∗ = 0.08 и λ0 =

= 6.75μ2ϕ2
0 величина Rvac = −4κ̃λ0 равна крити-

ческому значению скалярной кривизны Rc в точке
фазового перехода первого рода:

Rvac = Rc(ξ
∗) = −μ2/ξ∗, ξ∗ = 0.04/κϕ2

0, (22)

так что масса (8) скалярного бозона, которая при
ϕ = ϕ0 ≡ μ/g и ξ = ξ∗ равна

MB(R) =
√
2(μ2 +Rξ∗), (23)

стремится к нулю, MB(R) → 0 при R → Rc(ξ
∗).

Таким образом, отсюда следует, что для любого
«жесткого» уравнения состояния вещества P = νε

при ν = const и ν > 1/3 в рамках рассматриваемой
модели взаимодействия скалярного и гравитацион-
ного полей при условии ξ → ξ∗ реализуется сцена-
рий гиперинфляции, при котором точка фазового
перехода первого рода не может быть достигнута за
конечный отрезок времени. В связи с этим представ-
ляет интерес рассмотрение сценария эволюции ран-
ней холодной Вселенной с более точным уравнением
состояния вещества.

4. ЭВОЛЮЦИЯ РАННЕЙ ВСЕЛЕННОЙ С
ТОЧНЫМ УРАВНЕНИЕМ СОСТОЯНИЯ

НЕИДЕАЛЬНОГО ФЕРМИ-ГАЗА С
КОРОТКОДЕЙСТВУЮЩИМ

ОТТАЛКИВАНИЕМ МЕЖДУ ЧАСТИЦАМИ

Рассмотрим процесс расширения ранней холод-
ной Вселенной с учетом точного уравнения состоя-
ния P (nF ) = ν(nF )ε(nF ) неидеального вырожден-
ного релятивистского ферми-газа с короткодейству-
ющим отталкиванием между частицами. Для этой
цели удобно перейти к безразмерным переменным
P̃ = P/μ2ϕ2

0 и ε̃ = ε/μ2ϕ2
0. Используя приведенную

в [8] форму записи давления и плотности энергии
релятивистского ферми-газа через переменную ζ =

= 4Arsh(pF /mF ), представим парциальные состав-
ляющие давления и плотности энергии в следующем
виде:

P̃int = ε̃int = βint sh
6 ζ

4
, (24)

P̃F = βF

(
1

3
sh ζ − 8

3
sh
ζ

2
+ ζ

)
, (25)

ε̃F = βF (sh ζ − ζ). (26)

Здесь

βF =
ε̃P
32π2

m̃4
F , βint =

2ε̃P
9π3

αm̃6
F ,

ζ = 4Arsh

(
p̃F
m̃F

)
,

(27)

где ε̃P = εP /μ
2ϕ2

0, p̃F = pF /MP и m̃F = mF /MP ,
εP = M4

P — планковская плотность энергии, а α =

= q2/χ2 — безразмерная константа короткодейству-
ющего отталкивания между фермионами.

Если в явном виде выразить ферми-импульс
pF = (3NF /χ

2)1/3a−1 через масштабный фактор a

и полное число фермионов NF = 2π2a3nF и ввести
безразмерные переменные ã = a/lP и τ = t/tP , где
lP и tP — планковские масштабы длины и времени
(lP = tP = 1/MP ), то первое уравнение (12) и вы-
ражение (18) для безразмерной скалярной кривиз-
ны, которая играет роль эффективного «внешнего
поля», с учетом соотношений (24)–(26) принимают
вид

(
dã

dτ

)2

=
ΩP

ε̃P (1 + ξ̃)

{
λ̃0 + βF [sh ζ(ã)− ζ(ã)] +

+ βint sh
6

(
ζ(ã)

4

)}
ã2 − 1, (28)
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h(ã) = − ξ̃

1+ξ̃

{
4λ̃0+βF

[
8 sh

(
ζ(ã)

2

)
−4ζ(ã)

]
−

− 2βint sh
6

(
ζ(ã)

4

)}
, (29)

где ΩP = κεP l
2
P /3— безразмерная константа, а зави-

сящая от ã величина ζ(ã) определена в (27) и может
быть записана как ζ(ã) = 4Arsh[(3NF /2)

1/3/m̃F ã].
Таким образом, поведение системы в рамках дан-

ного сценария эволюции ранней холодной Вселен-
ной определяется безразмерными параметрами ã0,
m̃F , NF , α, ε̃P и ξ̃ при заданном значении величины
λ̃0 = 6.75. При этом необходимо учитывать условие
ограничения полного числа фермионов,

NF ≤ NF max = 2ã30/3, (30)

которое следует из ограничения сверху величины
безразмерного ферми-импульса p̃F ≤ 1, а также
условие положительности правой части уравнения
(28) и условие h(ã0) > 0, следующее из неравен-
ства (15). Например, при начальном значении ã0 = 5

максимально допустимое четное число фермионов,
родившихся в результате квантовой флуктуации ва-
куума, равно NF max = 82. Это означает, что в этом
случае относительная начальная амплитуда осцил-
ляций плотности энергии ферми-газа, связанных с
квантованием спектра фермионов в криволинейном
3D-пространстве, порядка 5% (см. рис. 2). Разуме-
ется, по мере расширения Вселенной эффект кван-
тования спектра фермионов быстро уменьшается.

В то же время в точке фазового перехода пер-
вого рода выполняется равенство h(ãc) ≡ hc = −2,
которое определяет конечное максимальное значе-
ние критического радиуса ãc ранней Вселенной как
функцию перечисленных выше параметров данной
модели, в том числе, и константы ξ̃. Вместе с тем
требование разрешимости этого уравнения в дей-
ствительных переменных эффективно ограничивает
снизу возможные значения ξ̃ ≥ ξ̃min. Можно пока-
зать, что для зависящей от параметров величины
ξ̃min всегда выполняется условие ξ̃min < ξ̃∗ = 0.08.
Однако, как следует из численных расчетов, зависи-
мость ξ̃min от параметров является весьма слабой, а
ее величина близка к ξ̃∗.

С другой стороны, зависимость величины ãc от
ξ̃, как правило, имеет резкий максимум вблизи зна-
чения ξ̃min (рис. 4). В рамках данной модели это
соответствует обсуждавшемуся выше сценарию ги-
перинфляции в моделях с «жестким» уравнением
состояния вещества P = νε при ν = const и ν > 1/3,
когда реализуется неограниченный рост ãc → ∞ при
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Рис. 4. Зависимость критического радиуса ãc от ξ̃ и NF

при ã0 = 5, λ̃0 = 6.75. Для безразмерных параметров
m̃F = mF /MP и α = q2/χ2 выбраны значения m̃F = 0.01

и α = 105 (такая величина константы α короткодей-
ствующего отталкивания получается, если предположить,
что масса бозона, переносящего взаимодействие (1), так-
же равна m̃B = χ = 0.01, а константа взаимодействия
q2 = 10). Кроме того, принято значение ε̃P = 4 ·105 (отно-
сительно выбора величины этого параметра см. разд. 5)
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ограничений (15) и (30) в пространстве параметров m̃F ,

NF и α при ã0 = 5, ξ̃ = 0.08, λ̃0 = 6.75 и ε̃P = 4 · 105

515
6*



Э. А. Пашицкий, В. И. Пентегов ЖЭТФ, том 151, вып. 3, 2017

a~

� �[~( )]a

800

0.7

0.8

0.9

1.0

600

0.6

400

0.5

200

0.4

1000

0 100

200

200

300

300

400

400

�

�

NF = 82

NF = 82

54

54

26

26

а

б

Рис. 6. Зависимости от времени τ радиуса ã расширяю-
щейся Вселенной (а) и параметра ν = P/ε (б) для разных
значений NF и ξ̃ = 0.08. Для параметров m̃F = 0.01, α̃0 =

= 5, λ̃0 = 6.75, α = 105, ε̃P = 4 · 105 выбраны те же
значения, что и на рис. 4

ξ̃ → ξ̃∗. В связи с вышеизложенным при дальнейших
компьютерных расчетах для параметра ξ̃ использу-
ется постоянное значение ξ̃ = 0.08.

На рис. 5 показана область существования ин-
фляционных самосогласованных решений нелиней-
ных уравнений (28) с учетом ограничений (15) и (30)
в пространстве параметров m̃F , NF и α при ã0 = 5,
ξ̃ = 0.08, λ̃0 = 6.75 и ε̃P = 4 · 105 (относительно
выбора величины последнего параметра см. ниже).

На рис. 6 показаны временные зависимости ра-
диуса расширяющейся ранней Вселенной и соответ-
ствующие зависимости параметра ν = P/ε для раз-
ных значений полного числа фермионов NF . Как
видим, происходит достаточно быстрое нарастание
радиуса Вселенной, приближающееся к инфляцион-
ному (де ситтеровскому) режиму эволюции, вплоть
до конечного максимального радиуса ac в точке фа-
зового перехода первого рода.

5. ПРОЦЕСС «СКАТЫВАНИЯ» РАННЕЙ
ВСЕЛЕННОЙ В МИНИМУМ ПОТЕНЦИАЛА

СКАЛЯРНОГО ПОЛЯ ПОСЛЕ
ПРОХОЖДЕНИЯ ТОЧКИ ФАЗОВОГО

ПЕРЕХОДА ПЕРВОГО РОДА

Потенциал скалярного поля (11) в безразмерных
переменных при h = hc ≡ −2 принимает вид (см.
соответствующую кривую на рис. 1)

V (x) =
x4

4
− 3x2

2
+ 2x+ 6. (31)

Для дальнейшего рассмотрения удобно перейти к
новой переменной y = x+ 2:

Ṽ (y) = y2
(
9

2
− 2y+

y2

4

)
,

∂Ṽ

∂y
= y(3−y)2,

∂2Ṽ

∂y2
= 3(3− y)(1− y).

(32)

Как следует из (32), потенциал Ṽ (y) имеет нулевой
минимум в точке y = 0 и две точки перегиба при
y = 1 и при y = 3. При этом в точке y = 3 выполня-
ется условие(

∂Ṽ

∂y

)
y=3

=

(
∂2Ṽ

∂y2

)
y=3

= 0, (33)

которое соответствует «абсолютно плоскому» потен-
циалу с горизонтальной асимптотой, в отличие от
почти плоского потенциала в сценарии «гибридной»
инфляции [15] или в модели «экспоненциально плос-
кого» потенциала [16].

Динамические уравнения, описывающие самосо-
гласованную эволюцию ранней Вселенной и нели-
нейного скалярного поля в системе единиц � = c =

= 1, имеют вид [4]

ÿ + 3Hẏ = −∂Ṽ
∂y

,

H2 +
1

ã2
=

1

3

[
ε̃+

ẏ2

2
+ Ṽ (y)

]
,

(34)

где H = ˙̃a/ã — «постоянная» Хаббла, а точка озна-
чает дифференцирование по безразмерному време-
ни τ .

При условии достаточно медленного «скатыва-
ния», когда выполняются сильные неравенства

ÿ 
 3Hẏ, 1/ã2 
 H2, ẏ2/2 
 Ṽ (y),

система уравнений (34) существенно упрощается и
приводится к виду

3Hẏ = −y(3− y)2, H2 =
y2

12
(18− 8y + y2). (35)
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Отсюда следует нелинейное дифференциальное
уравнение первого порядка:

∂y

∂τ
+

2√
3

(3− y)2√
18− 8y + y2

= 0, (36)

решение которого сводится к вычислению следую-
щего интеграла для определения времени «скатыва-
ния» системы из точки перегиба при y = 3 в точку
минимума потенциала при y = 0:

τroll = −
√
3

2

3∫
0

dy

√
18− 8y + y2

(3 − y)2
. (37)

Как легко видеть, интеграл (37) расходится на верх-
нем пределе как (3 − y)−1, что обусловлено абсо-
лютно плоской формой потенциала в точке переги-
ба при y = 3. Это означает, что даже в том случае,
когда ранняя Вселенная за конечное время достига-
ет точки фазового перехода первого рода, R = Rc ≡
≡ −μ2/ξ, время ее нахождения в точке перегиба при
y = 3 с нулевым наклоном в классическом прибли-
жении оказывается бесконечно большим.

Однако следует учитывать, что между фермион-
ным и скалярным полями может существовать вза-
имодействие с некоторой константой gF по аналогии
с полем Хиггса [5,6] (см. также [17,18]). В результа-
те этого может возникнуть слабая неоднородность
амплитуды скалярного поля в области локализации
вещества (неидеального ферми-газа) с критическим
радиусом ãc.

Предположим для простоты, что такая неодно-
родность имеет вид гауссиана:

ỹ(ρ, τ) = y(τ)
[
1 + σ exp

{−ρ2/ã2c}] , (38)

где ρ = r/lP , а σ — безразмерный параметр, про-
порциональный константе gF . В этом случае в урав-
нении Клейна – Гордона для амплитуды скалярного
поля (34) следует учесть отличный от нуля за счет
радиальной неоднородности ỹ(ρ, τ) сферически-сим-
метричный оператор Лапласа:

3H
∂ỹ

∂τ
−
(
∂2ỹ

∂ρ2
+

2

ρ

∂ỹ

∂ρ

)
= −ỹ(3− ỹ)2. (39)

Подставляя выражение (38) в уравнение (39), при
условии σ 
 1 с точностью до главных членов по-
лучаем

dy

dτ
=

2

3

[
(3− y)2 + δ2

]
, δ =

√
6σ

ãc
. (40)

В результате интегрирования уравнения (40) вблизи
точки y = 3 получаем выражение для оценки конеч-
ного времени «выкатывания» системы из плоской
точки перегиба потенциала:

τroll = −
3∫

0

dy

(3 − y)2 + δ2
=

3

2δ
arctg

3

δ
. (41)

Безразмерное время τroll, которое при слабой
неоднородности, когда δ 
 1, характеризует наи-
более медленную фазу «выкатывания» Вселенной
из точки y = 3, фактически определяет по поряд-
ку величины полное время «скатывания» системы в
нулевой минимум потенциала, т. е. время фазового
перехода первого рода.

Действительно, безразмерное время «скатыва-
ния» системы на параболическом участке потенциа-
ла V (y) = 9y2/2 с безразмерной «эффективной мас-
сой» скалярного поляm = 3, которое сопровождает-
ся уменьшением плотности потенциальной энергии
скалярного поля от максимального значения Vmax ≈
≈ 6.75 при y0 ≈ 2 до нуля в точке y = 0, определя-
ется как τ0 = y0/

√
6 ≈ 0.5, так что за это время

Вселенная практически не успевает заметно расши-
риться, в отличие от рассмотренного в [4] случая
«хаотической» инфляции при y0 � 1 и m
 1.

Основной процесс расширения ранней Вселенной
в данном случае после прохождения точки фазового
перехода первого рода при R = Rc, т. е. при h = −2,
происходит за время τroll, когда потенциал остается
практически постоянным и равным V ≈ λ0 = 6.75.
Тем самым потенциал (37) вблизи точки y = 3 обес-
печивает режим медленного скатывания (slow roll),
необходимый для достаточно быстрого расширения
Вселенной. Это означает, что за время τroll безраз-
мерный радиус Вселенной, согласно (28), достигает
своего максимального значения

ãmax ≡ ã(τroll) = ãc exp (γ̃τroll) , γ̃ =
√
Λ0/3. (42)

Однако, следует подчеркнуть, что для полного
описания эволюции ранней Вселенной после фазово-
го перехода первого рода необходимо получить ре-
шение следующей системы нелинейных уравнений:

ÿ + [3H(τ) + Γ] ẏ +Δy = −∂V
∂y

,

H2(τ) +
1

ã2(τ)
=

1

3

[
ε(τ) +

ẏ2

2
+ V (y)

]
,

(43)

где Γ— декремент затухания амплитуды скалярного
поля за счет множественного рождения пар массив-
ных частиц и античастиц разного сорта [10]. Но по-
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скольку энергия, выделяющаяся в результате анни-
гиляции первичного вещества и антивещества, рас-
ходуется на быстрый нагрев Вселенной, уравнения
(43) должны быть дополнены уравнением, описыва-
ющим рост энтропии Вселенной.

Кроме того, следует учитывать температурную
зависимость параметра μ(T ) = μ(0)

√
1− T/Tc, где

Tc — критическая температура [19, 20], при кото-
рой происходит фазовый переход второго рода. В
результате этого скалярное поле может исчезнуть
еще до достижения нулевого минимума потенциа-
ла, однако при этом остается ненулевой среднеквад-
ратичный уровень тепловых флуктуаций амплиту-
ды
√〈(δϕT )2〉 и плотности потенциальной энергии√〈(δUT )2〉 скалярного поля ϕ.
Последняя величина может играть роль сред-

ней плотности так называемой темной энергии ρdark
в расширившейся современной холодной Вселен-
ной с аномально малой космологической постоян-
ной Λ = κ̃Tρdark ≈ 10−56 см−2, где κ̃T = κ/[1 +

+ 2ξκ〈(δϕT )
2〉]. Однако детальное описание эволю-

ции нашей Вселенной с учетом ее нагрева за счет
аннигиляции первичного вещества и антивещества
и последующего расширения и охлаждения выходит
за рамки данной работы.

В заключение этого раздела проведем количе-
ственные оценки параметров нелинейного скаляр-
ного поля μ, ϕ0, g и λ0 в рамках рассмотренной
выше модели эволюции ранней Вселенной. Преж-
де всего предположим, что масса скалярного бозона
(8), которая при R = 0 определяется соотношени-
ем MB = μ

√
2, не превышает массу Планка, т. е.

MB ≤ MP = 1/
√
GN . Отсюда следует ограниче-

ние сверху на величину параметра μ ≤ MP /
√
2 ≈

≈ 0.707MP . Такое ограничение предполагает, что
гравитационная постоянная Ньютона GN являет-
ся такой же фундаментальной мировой константой,
как � и c (по этому поводу см. разд. 6).

С другой стороны, если предположить, что без-
размерные константы самодействия скалярного по-
ля и его взаимодействия с гравитационным полем
равны g = ξ = 1, то из условия ξ̃ ≡ 2ξκϕ2

0 = 0.08,
где κ = 8π/M2

P , получаем следующую оценку для
вакуумного среднего: ϕ0 = μ ≈ 0.04MP . При этом
получаем оценки для плотности энергии вакуума,
λ0 = 6.75μ4 ≈ 1.72 · 10−5M4

P , и для безразмерной
плотности планковской энергии, ε̃P ≡ εP /μ

4 ≈ 4·105
(отсюда следует значение параметра ε̃P , выбранное
при численных расчетах).

Это позволяет оценить начальное значение кос-
мологической постоянной Λ0 = κ̃λ0 ≤ 4.32 · 10−4M2

P

в ранней Вселенной. Тот факт, что после фазового

перехода первого рода плотность энергии скалярно-
го поля и плотность энергии вакуума стремятся к
нулю, коррелирует с аномально малым значением
космологической постоянной Λ ≈ 10−56 см−2 в со-
временной Вселенной.

С другой стороны, с помощью современных аст-
рономических данных можно оценить максималь-
ную энергию, которая должна была выделиться в
результате фазового перехода первого рода за счет
полной потенциальной энергии скалярного поля в
расширившейся до некоторого максимального раз-
мера amax ранней холодной Вселенной.

Если принять в качестве грубой оценки, что пол-
ное число барионов в наблюдаемой Вселенной рав-
но по порядку величины NB ∼ 1080, то общая мас-
са барионного вещества составляет примерно MB ≈
≈ 2 · 1056 г. Поскольку полное число равновесных
реликтовых фотонов в 109 раз больше, с учетом
так называемой темной материи, масса которой в 5
раз больше барионной массы, получим следующую
оценку для суммарной массы первичного вещества
и антивещества: M0 ≈ 1071MP . Такое количество
материи и антиматерии должно было родиться за
счет полной потенциальной энергии скалярного по-
ля E0 = 2π2a3maxλ0 во всем объеме расширившейся
ранней замкнутой Вселенной. С учетом приведен-
ной выше оценки для λ0 получаем оценку amax ≈
≈ 1025lP ≈ 10−8 см для максимального радиуса ран-
ней Вселенной до начала аннигиляции вещества и
антивещества, т. е. до Большого взрыва.

Как отмечалось выше, современное значение Λ,
пропорциональное плотности так называемой тем-
ной энергии, может быть сопоставлено с остаточ-
ным (реликтовым) средним уровнем остывших теп-
ловых флуктуаций скалярного поля в расширив-
шейся холодной Вселенной, а хаотическая простран-
ственная неоднородность поля таких флуктуаций
могла задать первоначальную крупномасштабную
неоднородность нашей Вселенной, которая в насто-
ящее время наблюдается в виде сложной фракталь-
ной структуры скоплений галактик.

Таким образом, рассмотренная выше модель
рождения Вселенной в результате достаточно боль-
шой квантовой флуктуации вакуума, заполненной
нелинейным скалярным полем и неидеальным вы-
рожденным ферми-газом с короткодействующим от-
талкиванием между фермионами, позволяет каче-
ственно описать процесс эволюции Вселенной как
до, так и после фазового перехода первого рода, ко-
торый происходит благодаря уменьшению парамет-
ра «внешнего поля», пропорционального скалярной
кривизне. В рамках такой модели роль Большого
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взрыва играет быстрый нагрев Вселенной в резуль-
тате аннигиляции первичного вещества и антивеще-
ства, рождающегося за счет выделяющейся потен-
циальной энергии скалярного поля.

6. К ВОПРОСУ О ФУНДАМЕНТАЛЬНОСТИ
ГРАВИТАЦИОННОЙ ПОСТОЯННОЙ

НЬЮТОНА

Следует иметь в виду, что приведенные оцен-
ки параметров рассмотренной выше модели эволю-
ции ранней Вселенной были получены с учетом их
ограничения сверху соответствующими величинами
планковских масштабов, которые определяются гра-
витационной постоянной Ньютона GN в предполо-
жении, что она является одной из фундаменталь-
ных мировых констант наряду со скоростью света и
постоянной Планка �.

Между тем хорошо известно, что размерность
GN совпадает с размерностью феноменологической
константы Ферми GF , которая была введена в га-
мильтоновом приближении в рамках эффективной
теории слабого взаимодействия и, согласно Стан-
дартной модели элементарных частиц [12], характе-
ризует косвенный характер слабого взаимодействия,
обусловленного обменом тяжелыми промежуточны-
ми бозонами. Возникает вопрос: не может ли такое
совпадение размерностей констант GN и GF сви-
детельствовать о феноменологической природе кон-
станты GN и о существовании некоторого сходства
(своеобразного скейлинга) между слабым и грави-
тационным взаимодействиями?

Если пренебречь относительно малой разницей
масс промежуточных бозонов W± и Z0, которая
обусловлена взаимодействием заряженных W±-бо-
зонов с электромагнитным полем и определяется па-
раметром электрослабого смешивания (углом Вайн-
берга –Салама), то этот триплет частиц может рас-
сматриваться как компоненты единого массивного
векторного бозона со спином S = 1, функция Грина
(пропагатор) которого, как известно, в системе еди-
ниц � = c = 1 и в сигнатуре с мнимым временем
имеет вид [12]

Dμν(p) =
1

p2 +m2

(
gμν +

pμpν
m2

)
, (44)

где gμν — метрический тензор псевдоэвклидова
4D-пространства–времени, pμ — компоненты 4-век-
тора энергии–импульса, p2 ≡ gμνpμpν = (ω2 + k2),
ω — мнимая энергия бозона, k — его трехмерный
импульс, а m — масса векторного бозона, которая в

данном случае должна быть равна массе mZ нейт-
рального промежуточного Z0-бозона.

Такое предположение вполне естественно, по-
скольку конечная масса промежуточных бозонов в
рамках Стандартной модели возникает как резуль-
тат спонтанного нарушения калибровочной симмет-
рии безмассового векторного электромагнитного по-
ля [13].

Заметим, что неполюсная часть функции Грина
(44) определяется структурой приведенного в [12]
матричного элемента вакуум-вакуумного перехода
для массивных частиц со спином S = 1 и с вектор-
ными (токовыми) источниками Jμ(p):

〈0+|0−〉J =

= exp

{
i

2

∫
dωpJ

μ(p)∗
[
gμν +

pμpν
m2

]
Jν(p)

}
, (45)

где dωp — элемент фазового объема 4D-простран-
ства энергии–импульса.

Поскольку свертка пропагатора массивного век-
торного бозона (44) с метрическим тензором gμν

равна

DV ≡ gμνDμν = 1/m2, (46)

в соответствии с размерностью константы GF , вво-
дя некоторый эффективный заряд ew слабого взаи-
модействия, феноменологическую константу Ферми
можем представить в виде

GF = e2wDV ≡ e2w/m
2
Z. (47)

В стандартных обозначениях [12] величина e2w =

= g2m2
Z/4m

2
w

√
2, где g — одна из констант единого

электрослабого взаимодействия, имеющая размер-
ность электрического заряда.

С учетом эмпирического значения константы
Ферми GF ≈ 1.1664 · 10−5 ГэВ−2 и величины mZ ≈
≈ 92.5 ГэВ получаем оценку для безразмерной конс-
танты связи e2w ≈ 10−1, что более чем на поря-
док превышает безразмерную константу связи e2μ =

= 1/129 электромагнитного взаимодействия мюо-
нов. При этом отношение констант e2w/e2μ близко к
логарифму отношения масс промежуточного бозона
и мюона, ln(mZ/mμ), что согласуется с результата-
ми метода ренормгруппы на плавающем массовом
масштабе в квантовой теории поля [13].

По аналогии со слабым взаимодействием, кото-
рое переносится тяжелыми векторными бозонами,
можно предположить, что «сверхслабое» гравита-
ционное взаимодействие, которое в классическом
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приближении описывается тензорными нелинейны-
ми уравнениями ОТО, также переносится некоторы-
ми гипотетическими «сверхтяжелыми» тензорными
бозонами со спином S = 2 и с массой MT , которая
с учетом отношения констант GF /GN ≈ 1.67 · 1033
должна на 17 порядков превышать mZ (см. ниже).

В связи с этим будем исходить из приведенно-
го в [12] выражения для матричного элемента ваку-
ум-вакуумного перехода массивных тензорных бозо-
нов со спином S = 2, который определяется источ-
никами тензорного поля T μν(p):

〈0+|0−〉T =

= exp

{
i

2

∫
dωpT

∗μν
(p)gμκ(p)gνλ(p)T

κλ
(p)

}
, (48)

где

T
μν
(p) = T μν(p)− 1

3
gμν
[
gρσ(p)T

ρσ(p)
]
, (49)

gμν(p) = gμν +
pμpν
m2

. (50)

Отсюда по аналогии с (44) и (45) следует, что функ-
ция Грина тензорных бозонов с массойm =MT име-
ет вид

DT
μν,κλ(p) =

gμν(p)gκλ(p)

p2 +M2
T

. (51)

Двойная свертка функции Грина (51) с метрически-
ми тензорами gμν и gκλ с учетом соотношения (50)
равна

DT (p) ≡ gμνgκλDT
μν,κλ(p) =

1

M2
T

(
1 +

p2

M2
T

)
. (52)

В статическом длинноволновом пределе, когда
p → 0, гравитационную постоянную, по аналогии с
(47), можно представить в виде

GN = e2gDT (0) = e2g/M
2
T , (53)

где eg — эффективный «гравитационный заряд»
некоторого сильного взаимодействия на массовом
масштабеMT . Если предположить, что «заряды» eg
и ew связаны ренормализационным соотношением

e2g = e2w ln(MT /mZ), (54)

то для определения отношения масс тензорных MT

и промежуточных mZ бозонов получаем следующее
трансцендентное уравнение:(

MT

mZ

)2

=
GF

GN
ln
MT

mZ
. (55)

Уравнение (55) имеет два корня, меньший из кото-
рых с точностью порядка GN/GF ≈ 6 · 10−34 ра-
вен единице и соответствует области энергий Стан-
дартной модели, тогда как второй корень равен

MT /mZ ≈ 2.6·1017 и соответствует массе сверхтяже-
лых тензорных бозонов MT ≈ 2.4·1019 ГэВ, которая
вдвое превышает планковскую массу MP ≈ 1.2 ×
× 1019 ГэВ.

Исходя из аналогии с электрослабым взаимодей-
ствием, для которого масса бозона Хиггса почти
в 1.5 раза больше массы промежуточных бозонов,
можно ожидать, что соответствующую массу гипо-
тетических сверхтяжелых скалярных бозонов, кото-
рые генерируют массу MT , можно приблизительно
оценить как 3MP .

В рамках современной концепции теории су-
перструн в многомерных анти-де-ситтеровских про-
странствах с отрицательной плотностью энергии ва-
куума λ < 0 (см., например, [21–23]) можно предпо-
ложить, что такие «сверхмассивные» виртуальные
тензорные бозоны рождаются в результате спон-
танного нарушения целого ряда «калибровочных»
симметрий при взаимодействии многомерных супер-
струн с одним или несколькими фундаментальными
скалярными полями наряду с процессами быстрой
копактификации «лишних» измерений.

При этом так же, как и в случае электрослабо-
го взаимодействия, при котором вместе с массивны-
ми промежуточными бозонами существуют безмас-
совые калибровочные векторные бозоны со спином
S = 1 — фотоны, в случае «сверхслабого» гравита-
ционного взаимодействия также должны сохранять-
ся безмассовые тензорные бозоны со спином S =

= 2, т. е. гравитоны — кванты гравитационных волн,
предсказанных Эйнштейном [24] и недавно обнару-
женных в эксперименте LIGO [25].

Разумеется, вопрос о конкретной модели тако-
го «обменного» механизма гравитации требует бо-
лее детального рассмотрения. Тем не менее из при-
веденных выше соображений следует, что гравита-
ционная постоянная Ньютона GN на современном
уровне развития квантово-полевой теории гравита-
ции не может рассматриваться как фундаменталь-
ная мировая константа, аналогичная скорости све-
та и постоянной Планка. Это означает, что строгое
ограничение физических параметров планковскими
масштабами не является необходимым условием при
рассмотрении процессов рождения и эволюции ран-
ней Вселенной.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе на основе сравнительно про-
стой модели ранней Вселенной, которая заполнена
нелинейным скалярным полем ϕ с мнимой «массой»
и с нелинейностью типа ϕ4, а также неидеальным
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ферми-газом с короткодействующим отталкиванием
между массивными фермионами, рассмотрена эво-
люция холодной Вселенной, родившейся в результа-
те достаточно большой квантовой флуктуации ваку-
ума, плотность энергии которого определяется плот-
ностью потенциальной энергии скалярного поля. С
помощью компьютерных расчетов на основе реше-
ния системы нелинейных уравнений ОТО с космо-
логическим членом, равным минимальной плотнос-
ти потенциальной энергии скалярного поля, найде-
ны временные зависимости радиуса расширяющей-
ся ранней Вселенной и области существования таких
самосогласованных решений для уравнения состоя-
ния предельно сжатого вещества, P = ε, а также для
более точного уравнения состояния с зависящим от
плотности фермионов nF отношением P (nF )/ε(nF ).
Полученные результаты позволили оценить пара-
метры нелинейного скалярного поля ϕ и плотность
энергии вакуума λ0, а также космологической по-
стоянной Λ0 = κ̃λ0 в ранней Вселенной. Получены
оценки для полной выделившейся энергии скаляр-
ного поля и для максимального радиуса Вселенной
после фазового перехода первого рода, когда плот-
ность потенциальной энергии скалярного поля обра-
щается в нуль, что согласуется с аномально малой
величиной космологической постоянной, определя-
ющей плотность темной энергии в современной Все-
ленной.

Рассмотрен также вопрос о фундаментальности
гравитационной постоянной Ньютона GN и выска-
зывается предположение о том, что «сверхслабое»
гравитационное взаимодействие обусловлено обме-
ном «сверхтяжелыми» тензорными бозонами с мас-
сами порядка планковской массы MP .

Авторы выражают благодарность В. А. Рубако-
ву, дискуссия с которым стимулировала написание
данной работы, а также Г. М. Зиновьеву и В. П. Гу-
сынину за обсуждение ряда вопросов, возникавших
в процессе ее выполнения.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Энергия нерелятивистского вырожденного
ферми-газа в криволинейном замкнутом

трехмерном пространстве

Рассмотрим влияние кривизны 3D-пространства
на свойства идеального вырожденного ферми-газа
в ранней холодной Вселенной. Изотропная и одно-
родная модель замкнутой Вселенной с простран-
ственно-временной метрикой Фридмана –Робертсо-
на –Уокера –Леметра, как известно, соответствует

3D-пространству с положительной гауссовой кри-
визной, т. е. гиперсфере радиуса a в эвклидовом 4D-
пространстве с координатами r, θ1 = ϕ, θ2 = θ и θ3.

В нерелятивистском случае гамильтониан сво-
бодных частиц (фермионов) на такой гиперсфере
выражается через оператор квадрата углового мо-
мента в 4D-пространстве L̂3 (здесь индекс «3» озна-
чает число угловых переменных):

Ĥ =
�
2

2mF

L̂2
3

a2
. (A.1)

Собственные значения l оператора L̂2
3, которые в

данном случае определяют дискретные уровни энер-
гии частиц, и кратность dl вырождения уровней да-
ются выражениями [26]

L̂2
3ψ = l(l+ 2)ψ, dl = (l + 1)2. (A.2)

Кроме того, необходимо учесть двукратное вырож-
дение уровней по спину.

В результате получаем следующее выражение
для полного числа частиц:

N = 2

lF−1∑
l=0

(l + 1)2 + n =

=
1

3
lF (lF + 1)(2lF + 1) + n, (A.3)

где lF соответствует наивысшему, в общем случае
частично заполненному, уровню («уровню Ферми»),
а n — число частиц на этом уровне, 0 ≤ n ≤
≤ 2(lF + 1)2. Если l0 — вещественный положитель-
ный корень кубического уравнения

1

3
l0(l0 + 1)(2l0 + 1) = N, (A.4)

то значение lF , зависящее от N , равно наибольшему
целому числу, которое меньше чем l0, а зависимость
числа n от N определяется уравнением (A.3).

В результате для плотности энергии нереляти-
вистского вырожденного идеального ферми-газа в
замкнутом объеме v = 2π2a3 криволинейного про-
странства получаем

ε(N, a) =
�
2

4π2mFa5
×

×
⎧⎨
⎩2

lF (N)∑
l=0

l(l+2)(l+1)2+lF (N) [lF (N)+1]n(N)

⎫⎬
⎭ =

=
�
2

20π2mFa5

{
lF (N)

[
l2F (N)− 1

]2
[lF (N) + 2] ×

× [2lF (N) + 1] + 5lF (N) [lF (N) + 2]n(N)
}
. (A.5)
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При достаточно больших значениях N и a с хоро-
шей точностью пространство может считаться плос-
ким, так что выражения (A.3) и (A.5) переходят в
известные формулы для нерелятивистского ферми-
газа с числом состояний 1/(2π�)3 на единицу фазо-
вого объема при N → ∞:

N =
v

π2�3

pF∫
0

p2dp =
2

3

(pFa
�

)3
. (A.6)

ε∞ =
1

2π2�3mF

pF∫
0

p4dp =

=
�
2

10π2mFa5

(
2

3
N

)5/3

. (A.7)

Зависимость относительной разности [ε∞ −
− ε(N, a)]/ε∞ от N показана выше на рис. 2.
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