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Проведено теоретическое исследование нелинейного распространения предельно коротких электромаг-
нитных импульсов в среде из симметричных и несимметричных молекул, помещенных в статические
магнитное и электрическое поля. Несимметричные молекулы отличаются тем, что в стационарных кван-
товых состояниях обладают ненулевыми постоянными дипольными моментами. Выведена система вол-
новых уравнений для обыкновенной и необыкновенной компонент импульсов. Показано, что эта система
сводится в определенных случаях к системе связанных уравнений Островского и к уравнениям, интегри-
руемым с помощью метода обратной задачи рассеяния, включая векторную версию уравнения Остров-
ского –Вахненко. Рассмотрены различные типы решений этой версии. Однозначными являются только
решения, представляющие собой суперпозицию периодических решений, тогда как солитонные и бризер-
ные решения неоднозначны.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Нелинейная оптика предельно коротких импуль-
сов (ПКИ) сформировалась к настоящему времени
в отдельную бурно развивающуюся ветвь физичес-
кой науки [1,2]. К ПКИ относят импульсы длитель-
ностью порядка одного периода колебаний. Для та-
ких импульсов теряет смысл понятие огибающей,
как и соответствующее ему приближение медленно
меняющихся амплитуд и фаз, хорошо зарекомендо-
вавшее себя в оптике квазимонохроматических сиг-
налов [3]. Характерный временной масштаб ПКИ,
генерируемых в лабораторных условиях, лежит в
пределах от пико- [4] до фемто- [5] и даже сотен
аттосекунд [6]. В последнем случае спектр импуль-
са практически целиком перекрывает все квантовые
переходы между связанными электронными состоя-
ниями, выходя в область инфинитных движений. В
таких условиях уже необходимо учитывать процес-
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сы ионизации. Эта область исследований подробно
освещена в работе [6] и не является предметом на-
стоящей статьи.

В последнее десятилетие набирают силу экспери-
ментальные и теоретические исследования, связан-
ные с генерацией электромагнитного излучения те-
рагерцевого диапазона [7–9]. На сегодняшний день
этот частотный диапазон является наименее изу-
ченным в плане взаимодействия с веществом. Од-
нако уже сейчас можно говорить о многочислен-
ных приложениях терагерцевого излучения в раз-
личных областях техники, включая системы без-
опасности, восстановления изображений, медицину,
связь и т. д. [10].

Интенсивность генерируемых терагерцевых сиг-
налов достигла таких величин, что в пору говорить
о развитии «нелинейной терагерцевой оптики» [11].
Часто обсуждаемые терагерцевые сигналы в спект-
ральном смысле являются широкополосными и об-
ладают свойствами ПКИ. Поэтому приобретают ак-
туальность теоретические исследования по нелиней-
ному взаимодействию таких сигналов (назовем их
терагерцевыми ПКИ) с различными средами.
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Одной из наиболее важных здесь задач явля-
ется построение адекватной теоретической модели
среды, взаимодействующей с терагерцевыми ПКИ.
Из-за их широкополосного характера во взаимодей-
ствии должно участвовать большое число кванто-
вых переходов, захватываемых импульсными спект-
рами. В таких условиях следует применять модель
среды, являющуюся по своему составу многокомпо-
нентной, в простейшем случае — двухкомпонентную
модель со значительно разнесенными друг от друга
величинами частот квантовых переходов [12–14].

Для генерации терагерцевого излучения оптиче-
ским методом используются, в частности, одноос-
ные кристаллы. Квадратичная нелинейность, при-
сущая таким кристаллам, должна проявлять себя в
терагерцевом диапазоне при значительно меньших
интенсивностях, нежели в видимой области частот.
Это связано с тем, что инерционность отклика сре-
ды выражена значительно слабее при воздействии
на нее терагерцевого импульса, чем в оптическом
случае. Может возникнуть даже такая ситуация, ко-
гда квадратичная нелинейность наблюдается в тера-
герцевом диапазоне, но практически полностью от-
сутствует в видимой области спектра. Иными сло-
вами, анизотропия кристалла должна быть значи-
тельно сильнее выражена именно на терагерцевых
частотах. При этом любопытно рассмотреть случаи
как естественной анизотропии, так и анизотропии,
наведенной статическими электрическими или маг-
нитными полями. Поскольку анизотропия приводит
к эффектам двулучепреломления, необходимо учи-
тывать векторный характер электромагнитного по-
ля терагерцевых ПКИ.

Квадратичная нелинейность среды может быть
обусловлена, помимо прочего, наличием у молекул
ненулевых дипольных моментов в стационарных со-
стояниях. В этом случае молекулы не обладают
сферической симметрией: гамильтониан взаимодей-
ствия оптических электронов с атомным остовом
неинвариантен относительно полной группы враще-
ний. Поэтому стационарные состояния таких моле-
кул не имеют определенной четности, в результа-
те чего становятся отличными от нуля диагональ-
ные элементы оператора дипольного момента. Ес-
ли разность двух из них, называемая постоянным
дипольным моментом (ПДМ) квантового перехода,
не равна нулю, то при распространении импульса
происходит динамический штарковский сдвиг час-
тоты перехода, который пропорционален напряжен-
ности электрического поля импульса. Влияние ПДМ
на распространение импульсов достаточно полно ис-
следовано в случае (эффективно) двухуровневых

сред [15–27]. Большое внимание в этих исследова-
ниях было уделено вопросу интегрируемости систем
волновых и материальных уравнений в рамках ме-
тода обратной задачи рассеяния (МОЗР) [28–32].

Импульсы терагерцевого диапазона, как было
отмечено выше, весьма чувствительны к нелиней-
ным свойствам отклика среды, поэтому здесь сле-
дует ожидать новых механизмов распространения,
не имеющих места в видимой области частот. По-
этому цель настоящей работы состоит в исследова-
нии особенностей нелинейной динамики векторных
терагерцевых ПКИ. В качестве модели среды, в ко-
торой распространяются импульсы, взята двухком-
понентная среда с наведенной анизотропией, причем
молекулы одной из компонент обладают ненулевы-
ми ПДМ.

Статья построена следующим образом. В разд. 2
предложена модель среды, состоящей из двух сор-
тов четырехуровневых атомов с сильно различаю-
щимися частотами разрешенных квантовых перехо-
дов. Молекулы сорта 1 являются несимметричными,
обладающими ПДМ. В свою очередь, у молекул сор-
та 2 ПДМ отсутствует. В разд. 3 на основе ряда при-
ближений проведены процедуры исключения мате-
риальных переменных и вывода систем связанных
нелинейных волновых уравнений для обыкновенной
и необыкновенной компонент импульса. Здесь же
проведен анализ этих систем в различных предель-
ных случаях. В разд. 4 найдены и проанализирова-
ны некоторые точные решения. В разд. 5 подведены
основные итоги работы.

2. ФИЗИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И ОСНОВНЫЕ
УРАВНЕНИЯ

Пусть несимметричные молекулы, обладающие
ПДМ, помещены в изотропную матрицу с показате-
лем преломления nm. Электромагнитный импульс
распространяется вдоль оси y, перпендикулярной
оптической оси z, формируемой постоянными внеш-
ними электрическим E0 и магнитным B0 полями.
При этом векторы дипольных моментов несиммет-
ричных молекул выстраиваются вдоль E0.

Квантовые уровни несимметричных молекул ис-
пытывают в наложенных внешних полях одновре-
менно зеемановское и штарковское расщепления.
Первое снимает вырождение по магнитному кван-
товому числу, а второе — по его модулю.

Будем считать, что у несимметричных моле-
кул взаимодействуют с полем подаваемого в сре-
ду импульса квантовые переходы, изображенные на
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Рис. 1. Схема квантовых переходов в условиях зееманов-
ско-штарковского расщепления, при распространении им-
пульса перпендикулярно магнитному полю для несиммет-
ричных (верхний индекс «(1)») и симметричных (верхний
индекс «(2)») молекул. Нумерация квантовых уровней ве-
дется снизу вверх по энергетической шкале. Обыкновен-
ная Eo компонента импульса возбуждает переходы 1 ↔ 2

и 1 ↔ 4, необыкновенная Ee — переход 1 ↔ 3. Жирная
двойная стрелка соответствует тому, что у несимметрич-
ных молекул необыкновенная компонента вызывает еще и
динамический штарковский сдвиг квантовых уровней, из-

меняя частоты переходов

рис. 1. При этом частоты ω
(1)
21 , ω

(1)
31 и ω(1)

41 являются
величинами одного порядка с частотой ω(1)

0 нерас-
щепленного перехода и лежат в видимом диапазоне.

Пусть τp — характерный временной масштаб
ПКИ. Примем, что τp ∼ 10−14 с. Тогда с очевид-
ностью справедливо неравенство, вводящее малый
параметр ε(1):

ε(1) ≡
(
ω
(1)
0 τp

)−1

� 1. (1)

Считаем, что вторую компоненту среды образу-
ют частицы, не обладающие дипольными момента-
ми (симметричные молекулы). Примем, что во вза-
имодействии с импульсом участвуют переходы, по-
добные изображенным на рис. 1 и отличающиеся
от них масштабом собственных частот. Пусть при
этом у нерасщепленного перехода характерная час-
тота ω(2)

0 ∼ 1013 с−1. Тогда справедливо условие

ε(2) ≡ ω
(2)
0 τp � 1, (2)

вводящее малый параметр ε(2).
Здесь и ниже величины, относящиеся к несим-

метричным и симметричным молекулам, снабже-
ны верхними индексами в скобках: соответственно
«(1)» и «(2)».

Отметим, что четырехуровневая модель, исполь-
зованная здесь, является простейшей в том смысле,

что она соответствует триплету Зеемана при нало-
жении на среду внешнего магнитного поля.

В работе [33] также была рассмотрена двухком-
понентная модель среды, состоящей из квантовых
переходов, представленных на рис. 1. Однако там
условию (1) удовлетворяют переходы симметрич-
ных (не обладающих ПДМ) молекул, а условию
(2) — переходы несимметричных (с отличными от
нуля ПДМ) молекул. Здесь же ситуация в этом
смысле прямо противоположна той, что рассмотре-
на в [33]. Заметим также, что в работе [34], где иссле-
довался случай естественного двулучепреломления,
ПДМ молекул не принимался во внимание.

Условия (1) и (2) было впервые предложено ис-
пользовать для исключения материальных перемен-
ных в работах [35, 36]. Смысл условия (1) состоит
в относительно слабом взаимодействии импульса с
веществом, из-за чего его можно назвать условием
оптической прозрачности [13]. Условие (2) означа-
ет в приложении к ПКИ то, что спектральная ши-
рина импульса значительно превышает частоты за-
действованных квантовых переходов. Поэтому это
условие можно назвать условием спектрального пе-
рекрытия [13].

В рассматриваемой геометрии обыкновенная
компонента Eo электрического поля импульса
параллельна оси x, а необыкновенная Ee — оси z.
Тогда волновые уравнения примут вид

∂2Eo,e

∂y2
− n2

m

c2
∂2Eo,e

∂t2
=

4π

c2
∂2

∂t2

2∑
j=1

P (j)
o,e , (3)

где c — скорость света в вакууме, P (1)
o,e и P

(2)
o,e —

вклады в поляризационные отклики соответствен-
но несимметричных и симметричных молекул; ниж-
ние индексы указывают на обыкновенную и необык-
новенную составляющие поляризационного отклика
среды.

Перейдем к выводу материальных уравнений.
Операторы Гамильтона несимметричных (j = 1) и
симметричных (j = 2) молекул запишем в виде

Ĥ(j) = Ĥ
(j)
0 + V̂ (j), (4)

где Ĥ(j)
0 — операторы энергии молекул в отсутствие

ПКИ, V̂ (j) — операторы энергии взаимодействия мо-
лекул с ПКИ. В электро-дипольном приближении
имеем

V̂ (j) = −d̂ (j)
x Eo − d̂ (j)

z Ee, (5)

где d̂ (j)
x и d̂ (j)

z (j = 1, 2) — декартовы проекции опе-
ратора дипольного момента молекул.
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Собственные функции оператора энергии Ĥ
(1)
0 ,

учитывая аксиальную симметрию молекул с ПДМ
относительно оси z, запишем в виде Φ

(1)
l,m =

= fl,m(z, r) exp(imϕ). Здесь fl,m(z, r) — веществен-
ные функции координат z и r цилиндрической
системы, определяемые конкретной зависимостью
Ĥ

(1)
0 от этих координат, ϕ — азимутальный угол,

l и m — соответственно орбитальное и магнитное
квантовые числа. Поскольку x = r cosϕ, отличными
от нуля в представлении собственных функций Ĥ(1)

0

являются следующие матричные элементы операто-
ра дипольного момента несимметричных молекул:

d
(1)
21 =

(
d̂ (1)
x

)
21

= −πe
∞∫
0

r2dr

∞∫
−∞

f1,−1f0,0 dz,

d
(1)
31 =

(
d̂ (1)
z

)
31

= −2πe

∞∫
0

r dr

∞∫
−∞

zf1,0f0,0 dz,

d
(1)
41 =

(
d̂ (1)
x

)
41

= −πe
∞∫
0

r2dr

∞∫
−∞

f1,+1f0,0 dz,

D
(1)
11 =

(
d̂ (1)
z

)
11

= −2πe

∞∫
0

r dr

∞∫
−∞

zf2
0,0 dz,

D
(1)
22 =

(
d̂ (1)
z

)
22

= −2πe

∞∫
0

r dr

∞∫
−∞

zf2
1,−1 dz,

D
(1)
33 =

(
d̂ (1)
z

)
33

= −2πe

∞∫
0

r dr

∞∫
−∞

zf2
1,0 dz,

D
(1)
44 =

(
d̂ (1)
z

)
44

= −2πe

∞∫
0

r dr

∞∫
−∞

zf2
1,+1 dz,

где e — элементарный заряд, а нумерация кванто-
вых уровней проводится снизу вверх по энергети-
ческой шкале (см. рис. 1). Диагональные элементы
оператора дипольного момента обозначены заглав-
ными буквами, чтобы отличить их от недиагональ-
ных элементов, ответственных за квантовые перехо-
ды между стационарными состояниями.

Собственные функции оператора энергии Ĥ
(2)
0

обладают сферической симметрией. Поэтому отлич-
ными от нуля будут следующие матричные элемен-
ты оператора дипольного момента симметричных
молекул:

d
(2)
21 =

(
d̂ (2)
x

)
21
, d

(2)
31 =

(
d̂ (2)
z

)
31
,

d
(2)
41 =

(
d̂ (2)
x

)
41
.

Таким образом, в рассматриваемой геометрии
обыкновенная компонента поля вызывает сигма-
переходы 1 ↔ 2 и 1 ↔ 4, для которых Δm = ±1,
а необыкновенная компонента — пи-переход 1 ↔ 3,
для которого Δm = 0. Она же сдвигает за счет эф-
фекта Штарка частоты этих переходов у несиммет-
ричных молекул.

Примем во внимание то, что в зеемановском три-
плете интенсивность спектральной линии, соответ-
ствующей пи-переходу, в два раза превышает интен-
сивности линий обоих сигма-переходов [37]. Поэтому
d
(j)
31 = d (j), d (j)

21 = d
(j)
41 = d (j)/

√
2 (j = 1, 2).

С учетом сказанного выразим квантовые сред-
ние обыкновенных и необыкновенных компонент по-
ляризационного отклика среды через плотности n1

несимметричных и n2 симметричных молекул, а
также через матричные элементы ρ

(j)
μν их операто-

ров плотности ρ̂(j):

P (j)
o = nj Sp(ρ̂

(j)d̂ (j)
x ) =

=
njd

(j)

√
2

(
ρ
(j)
21 + ρ

(j)
21

∗
+ ρ

(j)
41 + ρ

(j)
41

∗)
, (6)

P (j)
e = nj Sp(ρ̂

(j)d̂ (j)
z ) =

= nj

[
d (j)

(
ρ
(j)
31 + ρ

(j)
31

∗)
+

4∑
μ=1

D(j)
μμρ

(j)
μμ

]
(7)

(j = 1, 2). Здесь и далее полагаем

D(2)
μμ = 0

(μ = 1, 2, 3, 4).
Из уравнений (4), (5) и вида операторов диполь-

ного момента следует, что гамильтонианы несиммет-
ричных и симметричных молекул можно предста-
вить как

Ĥ(j) = Ĥ
(j)
1 − �Ω̂(j), (8)

где � — постоянная Планка,

Ĥ
(j)
1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ε
(j)
4 −D

(j)
44 Ee 0 0 0

0 ε
(j)
3 −D

(j)
33 Ee 0 0

0 0 ε
(j)
2 −D

(j)
22 Ee 0

0 0 0 ε
(j)
1 −D

(j)
11 Ee

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (9)
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Ω̂(j) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 Ω(j)
o

0 0 0 Ω(j)
e

0 0 0 Ω(j)
o

Ω
(j)
o Ω

(j)
e Ω(j)

o 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (10)

ε
(j)
μ — энергия μ-го стационарного состояния, Ω(j)

o =

= d (j)Eo/
√
2�, Ω(j)

e = d (j)Ee/� (j = 1, 2).
Эволюция состояния несимметричных (j = 1) и

симметричных (j = 2) молекул описывается кван-
товомеханическими уравнениями для операторов
плотности. С учетом выражений (8) они примут вид

∂ρ̂(j)

∂t
= − i

�

[
Ĥ

(j)
1 , ρ(j)

]
+ i

[
Ω̂(j), ρ(j)

]
. (11)

3. ИСКЛЮЧЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНЫХ
ПЕРЕМЕННЫХ. НЕЛИНЕЙНЫЕ

ВОЛНОВЫЕ УРАВНЕНИЯ

Из уравнений (9)–(11) следует система уравне-
ний для элементов матрицы плотности ρ(1) несим-
метричных молекул:

∂ρ
(1)
41

∂t
= −i

(
ω
(1)
41 − D41Ee

�

)
ρ
(1)
41 +

+ iΩ(1)
o

(
ρ
(1)
11 − ρ

(1)
44

)
− iΩ(1)

e ρ
(1)
43 − iΩ(1)

o ρ
(1)
42 , (12)

∂ρ
(1)
31

∂t
= −i

(
ω
(1)
31 − D31Ee

�

)
ρ
(1)
31 +

+ iΩ(1)
e

(
ρ
(1)
11 − ρ

(1)
33

)
− iΩ(1)

o ρ
(1)
43

∗ − iΩ(1)
o ρ

(1)
32 , (13)

∂ρ
(1)
21

∂t
= −i

(
ω
(1)
21 − D21Ee

�

)
ρ
(1)
21 +

+ iΩ(1)
o

(
ρ
(1)
11 − ρ

(1)
22

)
− iΩ(1)

o ρ
(1)
42

∗ − iΩ(1)
e ρ

(1)
32

∗
, (14)

∂ρ
(1)
43

∂t
= −i

(
ω
(1)
43 − D43Ee

�

)
ρ
(1)
43 −

− iΩ(1)
e ρ

(1)
41 + iΩ(1)

o ρ
(1)
31

∗
, (15)

∂ρ
(1)
42

∂t
= −i

(
ω
(1)
42 − D42Ee

�

)
ρ
(1)
42 +

+ iΩ(1)
o ρ

(1)
21

∗ − iΩ(1)
o ρ

(1)
41 , (16)

∂ρ
(1)
32

∂t
= −i

(
ω
(1)
32 − D32Ee

�

)
ρ
(1)
32 +

+ iΩ(1)
e ρ

(1)
21

∗ − iΩ(1)
o ρ

(1)
31 , (17)

∂ρ
(1)
44

∂t
= iΩ(1)

o

(
ρ
(1)
41

∗ − ρ
(1)
41

)
,

∂ρ
(1)
33

∂t
= iΩ(1)

e

(
ρ
(1)
31

∗ − ρ
(1)
31

)
,

∂ρ
(1)
22

∂t
= iΩ(1)

o

(
ρ
(1)
21

∗ − ρ
(1)
21

)
,

(18)

где Dμν = D
(1)
μμ − D

(1)
νν — ПДМ перехода μ ↔ ν, а

диагональные элементы матрицы плотности удовле-
творяют условию нормировки

∑4
μ=1 ρ

(1)
μμ = 1.

Частоты ω
(1)
41 , ω

(1)
31 и ω

(1)
21 ∼ ω

(1)
0 разрешенных

переходов удовлетворяют условию (1). Поэтому ле-
вые части уравнений (12)–(14) малы по сравнению с
каждым слагаемым в их правых частях. Кроме то-
го, Dμ1Ee/� � ω

(1)
0 . Учитывая это неравенство, а

также условие (1), перепишем уравнение (12) при-
ближенно в виде

ρ
(1)
41 =

Ω
(1)
o

ω
(1)
41

(
1+

D41Ee

�ω
(1)
41

+
D2

41E
2
e

�2ω
(1)
41

2

) (
ρ
(1)
11 −ρ(1)44

)
−

− Ω
(1)
e ρ

(1)
43 +Ω

(1)
o ρ

(1)
42

ω
(1)
41

+
i

ω
(1)
41

∂ρ
(1)
41

∂t
. (19)

Здесь оставлены только те слагаемые, которые соот-
ветствуют нелинейности не выше третьего порядка
по компонентам напряженности электрического по-
ля импульса.

Будем решать уравнение (19) методом после-
довательных приближений. В нулевом порядке от-
бросим последнее слагаемое в правой части это-
го уравнения, учитывающее временную дисперсию
рассматриваемого квантового перехода. Кроме того,
нелинейные слагаемые при условии (1) в нулевом по-
рядке также следует отбросить. Ниже примем, что в
отсутствие импульса заселен только основной кван-
товый уровень: ρ(1)11 = 1, а ρ(1)22 = ρ

(1)
33 = ρ

(1)
44 = 0 при

Eo = Ee = 0. Тогда в нулевом порядке по малому па-
раметру ε(1) имеем ρ(1)41 = Ω

(1)
o /ω

(1)
41 . Последователь-

но подставив это выражение в последнее слагаемое
в правой части уравнения (19), во втором порядке
получим
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ρ
(1)
41 =

Ω
(1)
o

ω
(1)
41

(
1+

D41Ee

�ω
(1)
41

+
D2

41E
2
e

�2ω
(1)
41

2

) (
ρ
(1)
11 −ρ(1)44

)
−

− Ω
(1)
e ρ

(1)
43 +Ω

(1)
o ρ

(1)
42

ω
(1)
41

+
i

ω
(1)
41

2

∂Ω
(1)
o

∂t
−

− 1

ω
(1)
41

3

∂2Ω
(1)
o

∂t2
. (20)

Совершенно аналогично из уравнений (13) и (14)
находим

ρ
(1)
31 =

Ω
(1)
e

ω
(1)
31

(
1+

D31Ee

�ω
(1)
31

+
D2

31E
2
e

�2ω
(1)
31

2

) (
ρ
(1)
11 −ρ(1)33

)
−

− Ω
(1)
o ρ

(1)
43

∗
+Ω

(1)
o ρ

(1)
32

ω
(1)
31

+
i

ω
(1)
31

2

∂Ω
(1)
e

∂t
−

− 1

ω
(1)
31

3

∂2Ω
(1)
e

∂t2
, (21)

ρ
(1)
21 =

Ω
(1)
o

ω
(1)
21

(
1+

D21Ee

�ω
(1)
21

+
D2

21E
2
e

�2ω
(1)
21

2

) (
ρ
(1)
11 −ρ(1)22

)
−

− Ω
(1)
o ρ

(1)
42

∗
+Ω

(1)
e ρ

(1)
32

∗

ω
(1)
21

+
i

ω
(1)
21

2

∂Ω
(1)
o

∂t
−

− 1

ω
(1)
21

3

∂2Ω
(1)
o

∂t2
. (22)

В правых частях равенств (20)–(22), помимо про-
чего, содержатся элементы матрицы плотности ρ(1)43 ,
ρ
(1)
42 и ρ

(1)
32 , соответствующие запрещенным перехо-

дам. Легко видеть, что эти элементы квадратичны
по напряженности поля импульса. Поэтому при под-
становке выражений (20)–(22) в уравнения (15)–(17)
ограничимся линейными слагаемыми при учете про-
изводных по времени от поля лишь первого порядка:

ρ
(1)
41 ≈ Ω

(1)
o

ω
(1)
41

+
i

ω
(1)
41

2

∂Ω
(1)
o

∂t
,

ρ
(1)
31 ≈ Ω

(1)
e

ω
(1)
31

+
i

ω
(1)
31

2

∂Ω
(1)
e

∂t
,

ρ
(1)
21 ≈ Ω

(1)
o

ω
(1)
21

+
i

ω
(1)
21

2

∂Ω
(1)
o

∂t
.

(23)

Тогда, например, уравнение (15) запишется как

∂ρ
(1)
43

∂t
= −i

(
ω
(1)
43 − D43Ee

�

)
ρ
(1)
43 +

+ i
ω
(1)
43

ω
(1)
31 ω

(1)
41

Ω(1)
e Ω(1)

o +
Ω

(1)
e

ω
(1)
41

2

∂Ω
(1)
o

∂t
+

+
Ω

(1)
o

ω
(1)
31

2

∂Ω
(1)
e

∂t
. (24)

Здесь учтено, что ω(1)
41 − ω

(1)
31 = ω

(1)
43 . Имея в виду

также, что ω(1)
43 � ω

(1)
41 , ω

(1)
31 , пренебрежем в двух по-

следних малых слагаемых правой части уравнения
(24) различием между ω(1)

41 и ω(1)
31 , положив ω

(1)
41

2 ≈
≈ ω

(1)
31

2 ≈ ω
(1)
41 ω

(1)
31 . В этих условиях уравнение (24)

примет вид

∂

∂t

(
ρ
(1)
43 −

Ω
(1)
e Ω

(1)
o

ω
(1)
31 ω

(1)
41

)
= −i

[(
ω
(1)
43 −

D43Ee

�

)
ρ
(1)
43 −

− ω
(1)
43

ω
(1)
31 ω

(1)
41

Ω(1)
e Ω(1)

o

]
. (25)

Пусть ω(1)
43 ∼ D43Ee/� ∼ 1012 c−1. Тогда при при-

веденных выше оценках для длительности импульса
приходим к условию ω

(1)
43 τp � 1, справедливом, оче-

видно, и для двух других запрещенных переходов.
Пренебрегая в такой ситуации правой частью урав-
нения (25), имеем

ρ
(1)
43 =

Ω
(1)
e Ω

(1)
o

ω
(1)
41 ω

(1)
31

.

Совершенно аналогично из уравнений (16) и (17)
найдем

ρ
(1)
42 =

Ω
(1)
o

2

ω
(1)
41 ω

(1)
21

, ρ
(1)
32 =

Ω
(1)
e Ω

(1)
o

ω
(1)
31 ω

(1)
21

.

Подставив теперь выражения (23) в уравнения (18),
после интегрирования получим

ρ
(1)
44 =

Ω
(1)
o

2

ω
(1)
41

2 , ρ
(1)
33 =

Ω
(1)
e

2

ω
(1)
31

2 , ρ
(1)
22 =

Ω
(1)
o

2

ω
(1)
21

2 . (26)

При этом соотношения (20)–(22) в случае пренебре-
жения нелинейностью выше третьей степени пере-
пишутся в виде
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ρ
(1)
41 =

Ω
(1)
o

ω
(1)
41

+
D41

�ω
(1)
0

2EeΩ
(1)
o +

D2
41

�2ω
(1)
0

3E
2
eΩ

(1)
o −

− 2
Ω

(1)
e

2
+ 2Ω

(1)
o

2

ω
(1)
0

3 Ω(1)
o +

i

ω
(1)
0

2

∂Ω
(1)
o

∂t
−

− 1

ω
(1)
0

3

∂2Ω
(1)
o

∂t2
, (27)

ρ
(1)
31 =

Ω
(1)
e

ω
(1)
31

+
D31

�ω
(1)
0

2EeΩ
(1)
e +

D2
31

�2ω
(1)
0

3E
2
eΩ

(1)
e −

− 2
Ω

(1)
e

2
+ 2Ω

(1)
o

2

ω
(1)
0

3 Ω(1)
e +

i

ω
(1)
0

2

∂Ω
(1)
e

∂t
−

− 1

ω
(1)
0

3

∂2Ω
(1)
e

∂t2
, (28)

ρ
(1)
21 =

Ω
(1)
o

ω
(1)
21

+
D21

�ω
(1)
0

2EeΩ
(1)
o +

D2
21

�2ω
(1)
0

3E
2
eΩ

(1)
o −

− 2
Ω

(1)
e

2
+ 2Ω

(1)
o

2

ω
(1)
0

3 Ω(1)
o +

i

ω
(1)
0

2

∂Ω
(1)
o

∂t
−

− 1

ω
(1)
0

3

∂2Ω
(1)
o

∂t2
. (29)

Здесь в нелинейных и дисперсионных слагаемых
мы пренебрегли различиями частот разрешенных
переходов, положив в них ω(1)

41 ≈ ω
(1)
21 ≈ ω

(1)
31 ≡ ω

(1)
0 .

Поступая ниже так же и используя явный вид Ω
(1)
o

и Ω
(1)
e , из уравнений (6), (7), (26)–(29) получим

следующие выражения для компонент поляризации
несимметричных молекул:

P (1)
o =

d (1)2n(1)

�

[(
1

ω
(1)
21

+
1

ω
(1)
41

)
Eo +

+
D21 +D41

�ω
(1)
0

2 EeEo − 4d (1)2

�2ω
(1)
0

3

(
E2

o + E2
e

)
Eo +

+
D2

21 +D2
41

�2ω
(1)
0

3 E2
eEo − 2

ω
(1)
0

3

∂2Eo

∂t2

]
, (30)

P (1)
e = D

(1)
11 n

(1) +
d (1)2n(1)

�

[
2Ee

ω
(1)
31

+
3D31E

2
e

�ω
(1)
0

2 +

+
D21 +D41

�ω
(1)
0

2 E2
o − 4d (1)2

�2ω
(1)
0

3

(
E2

o + E2
e

)
Ee +

+
2D2

31

�2ω
(1)
0

3E
3
e − 2

ω
(1)
0

3

∂2Ee

∂t2

]
. (31)

Первое слагаемое в правой части равенства (31)
есть статическая поляризация, обусловленная нену-
левыми дипольными моментами молекул в основном
состоянии. Понятно, что оно не даст вклада при под-
становке в уравнения (3) и поэтому не представляет
интереса.

Теперь займемся исключением материальных пе-
ременных, соответствующих симметричным моле-
кулам. Учитывая, что здесь выполняется условие
(2), и что все диагональные элементы оператора ди-
польного момента равны нулю, пренебрежем в нуле-
вом приближении первым слагаемым в правой ча-
сти уравнения (11). Тогда решение этого уравнения
представимо в виде

ρ̂(2) = Û ρ̂(2)∞ Û+, (32)

где ρ̂(2)∞ — оператор плотности симметричных мо-
лекул до импульсного воздействия (при t → −∞),
а оператор эволюции Û в общем случае имеет вид
хронологической экспоненты от i

∫ t

−∞ Ω̂(2)dt′ [38].

Будем считать в дальнейшем, что взаимодей-
ствие симметричных молекул с импульсом происхо-
дит в линейном режиме. Это предположение спра-

ведливо, если имеет место неравенство
(
Ω

(2)
o,eτp

)2
�

� 1. Очевидно, что оно выполняется при τp ∼
∼ 10−14 c и Ω

(2)
o,e ∼ 1012 c−1. Тогда оператор эволю-

ции примет приближенный вид

Û = Î + i

t∫
−∞

Ω̂(2) dt′, (33)

где Î — единичный оператор.

При ω(2)
0 ∼ 1013 c−1 (см. разд. 1) и комнатных

температурах T имеем �ω
(2)
0 /kBT ∼ 1, где kB —

постоянная Больцмана. Поэтому согласно статисти-
ке Больцмана следует учесть, что до импульсного
воздействия заселены все четыре квантовых уровня
симметричных молекул. В то же время очевидно,
что �ω

(2)
E,B/kBT � 1. Поэтому пренебрежем разно-

стями населенностей штарковско-зеемановских под-
уровней, считая, что ρ

(2)
11 (t = −∞) = w1 и

ρ
(2)
μμ(t = −∞) = w2; μ = 2, 3, 4. Тогда, используя
соотношения (10), (32) и (33) и отбрасывая вторые
степени электрического поля импульса, получим
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ρ
(2)
41 = i(w1 − w2)

t∫
−∞

Ω(2)
o dt′,

ρ
(2)
31 = i(w1 − w2)

t∫
−∞

Ω(2)
e dt′,

ρ
(2)
21 = i(w1 − w2)

t∫
−∞

Ω(2)
o dt′.

(34)

Из равенств (6), (7) и (34) следует, что обе компо-
ненты поляризации P (2)

o,e обращаются в нуль. Поэто-
му необходимо перейти от нулевого к первому по-
рядку по параметру ε(2). При этом, подставив выра-
жения (34) в уравнение (11), находим

∂ρ
(2)
41

∂t
=
∂ρ

(2)
41

∗

∂t
= ω

(2)
41 (w1 − w2)

t∫
−∞

Ω(2)
o dt′,

∂ρ
(2)
31

∂t
=
∂ρ

(2)
31

∗

∂t
= ω

(2)
31 (w1 − w2)

t∫
−∞

Ω(2)
e dt′,

∂ρ
(2)
21

∂t
=
∂ρ

(2)
21

∗

∂t
= ω

(2)
21 (w1 − w2)

t∫
−∞

Ω(2)
o dt′.

Отсюда и из уравнений (6) и (7) получим, учитывая
определения для Ω

(2)
o,e, следующие выражения для

производных компонент поляризационного отклика
симметричных молекул:

∂P
(2)
o

∂t
=
d (2)2n2

�

(
ω
(2)
41 +ω

(2)
21

)
(w1−w2)

t∫
−∞

Eodt
′, (35)

∂P
(2)
e

∂t
= 2

d (2)2n2

�
ω
(2)
31 (w1 − w2)

t∫
−∞

Ee dt
′. (36)

Теперь, подставив соотношения (30), (31), (35) и (36)
в уравнения (3), получим

∂2Eo

∂y2
− n2

o

c2
∂2Eo

∂t2
=

4πd (1)2n(1)

�c2
∂2

∂t2
×

×
[
D21 +D41

�ω
(1)
0

2 EeEo − 4d (1)2

�2ω
(1)
0

3

(
E2

o + E2
e

)
Eo +

+
D2

21 +D2
41

�2ω
(1)
0

3 E2
eEo − 2

ω
(1)
0

3

∂2Eo

∂t2

]
+

+
8πd (2)2n(2)ω

(2)
0

�c2
(w1 − w2)Eo, (37)

∂2Ee

∂y2
− n2

e

c2
∂2Ee

∂t2
=

4πd (1)2n(1)

�c2
∂2

∂t2
×

×
[
3D31E

2
e

�ω
(1)
0

2 +
D21+D41

�ω
(1)
0

2 E2
o − 4d (1)2

�2ω
(1)
0

3

(
E2

o+E
2
e

)
Ee+

+
2D2

31

�2ω
(1)
0

3E
3
e−

2

ω
(1)
0

3

∂2Ee

∂t2

]
+

+
8πd (2)2n(2)ω

(2)
0

�c2
(w1 − w2)Ee, (38)

где обыкновенный и необыкновенный показатели
преломления определены соответственно выраже-
ниями

no =

√√√√n2
m +

4πd(1)
2
n(1)

�

(
1

ω
(1)
21

+
1

ω
(1)
41

)
,

ne =

√√√√n2
m +

4πd(1)
2
n(1)

�ω
(1)
31

.

Понятно, что взаимодействие между обеими
компонентами поля импульса будет наиболее силь-
ным при no = ne. Это соотношение равносильно,
очевидно, условию

1

ω
(1)
21

+
1

ω
(1)
41

=
2

ω
(1)
31

.

Полагая здесь ω(1)
41 = ω

(1)
0 + ω

(1)
E +ω

(1)
B , ω(1)

21 = ω
(1)
0 +

+ω
(1)
E −ω(1)

B и ω(1)
31 = ω

(1)
0 , придем к равенству ω(1)

B

2
=

= ω
(1)
0 ω

(1)
E + ω

(1)
E

2
. Учитывая, что ω(1)

E � ω
(1)
0 , полу-

чим

ω
(1)
B =

√
ω
(1)
0 ω

(1)
E . (39)

Таким образом, зеемановское расщепление должно
быть значительно сильнее штарковского. Взяв, на-
пример, ω(1)

0 ∼ 1015 c−1, ω(1)
E ∼ 109 c−1, имеем ω(1)

B ∼
∼ 1012 c−1.

Пусть условие (39) выполнено и no = ne = n.
Заметим далее, что правые части уравнений (37) и
(38) содержат только малые (в смысле малости ε(1) и
ε(2)) нелинейные и дисперсионные слагаемые. Тогда,
введя «локальное время» τ = t− ny/c, применим к
этим уравнениям приближение однонаправленного
распространения [39,40]. В результате из уравнений
(37) и (38) получим следующую систему:
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∂2Eo

∂y∂τ
= −2α

∂2

∂τ2
(EeEo) +

+
∂2

∂τ2
[(
aE2

o + bE2
e )
)
Eo

]
+ g

∂4Eo

∂τ4
− σEo, (40)

∂2Ee

∂y∂τ
= −α ∂2

∂τ2
E2

o − β
∂2

∂τ2
E2

e +

+
∂2

∂τ2
[(
aE2

o + qE2
e

)
Ee

]
+ g

∂4Ee

∂τ4
− σEe, (41)

где использованы обозначения

α =
πd (1)2n(1)

�2cn

D21+D41

ω
(1)
0

2 , β =
6πd (1)2n(1)D31

�2cnω
(1)
0

2 ,

a =
8πd (1)4n(1)

�3cnω
(1)
0

3 , b = a−2πd (1)2n(1)
(
D2

21+D
2
41

)
�3cnω

(1)
0

3 ,

q = a− 4πd (1)2n(1)D2
31

�3cnω
(1)
0

3 , g =
4πd (1)2n(1)

�cnω
(1)
0

3 ,

σ =
4πd (2)2n(2)ω

(2)
0

�cn
(w1 − w2).

Линеаризация системы (40), (41) приводит к дис-
персионному уравнению

k =
ω

c
+ g

(
ω3 − 3

ω4
c

ω

)
, (42)

где ω — несущая частота импульса, k — его волновое
число, ωc = (σ/3g)1/4 — критическая частота, вве-
денная в [12] и отделяющая спектральные области
нормальной (∂2k/∂ω2 > 0, ω > ωc) и аномальной
(∂2k/∂ω2 < 0, ω < ωc) дисперсий групповой скорос-
ти.

Из системы (40), (41) следует, что если на вхо-
де в рассматриваемую среду отсутствует обыкно-
венная компонента импульса (Eo = 0), то она будет
отсутствовать и в самой среде. В то же время по-
дача на среду импульса, поляризованного в плоско-
сти обыкновенной волны, способна породить в сре-
де необыкновенную компоненту (см. первое слагае-
мое в правой части уравнения (41)). Это обстоятель-
ство является следствием симметрии рассматривае-
мой одноосной среды по отношению к отражению в
плоскостях, параллельных оптической оси, и отсут-
ствию таковой симметрии при отражении в перпен-
дикулярных плоскостях. В частности, налицо инва-
риантность при инверсии Eo → −Eo и отсутствие
таковой при Ee → −Ee.

В отношении ПКИ неприменимо понятие несу-
щей частоты. Поэтому для них следует использо-
вать понятие не частоты, а всего спектра импульса.

В дальнейшем будем считать, что в качестве харак-
терной частоты ω у ПКИ выступает обратная вели-
чина введенного выше их временного масштаба τp,
т. е. ω ∼ 1/τp.

Рассмотрим некоторые частные случаи выведен-
ной системы уравнений. Пусть все молекулы сим-
метричны и, следовательно, все ПДМ равны нулю.
Тогда α = β = 0, b = q = a, а система (40), (41)
примет вид

∂2Eo

∂y∂τ
= a

∂2

∂τ2
[(
E2

o+E
2
e )
)
Eo

]
+g

∂4Eo

∂τ4
−σEo, (43)

∂2Ee

∂y∂τ
= a

∂2

∂τ2
[(
E2

o+E
2
e )
)
Ee

]
+g

∂4Ee

∂τ4
−σEe. (44)

Введем комплексную напряженность E = Ee +

+ iEo и запишем систему (43), (44) как одно уравне-
ние:

∂2E

∂y∂τ
= a

∂2

∂τ2
(|E|2E)+ g

∂4E

∂τ4
− σE. (45)

Если фаза поля E в этом уравнении постоянна,
что соответствует фиксированной плоскости поля-
ризации импульса, то поле можно считать без поте-
ри общности вещественным. В этом случае, проин-
тегрировав уравнение (45) по τ , придем к уравне-
нию, полученному в работе [12].

Пусть основная часть спектра ПКИ лежит зна-
чительно выше ωc, так что

(ωcτp)
4 � 1. (46)

Это позволяет пренебречь последним слагаемым в
правой части уравнения (45). Последующее интег-
рирование по τ дает комплексное модифицирован-
ное уравнение Кортевега – де Вриза (КдВ):

∂E

∂y
= a

∂

∂τ

(|E|2E)+ g
∂3E

∂τ3
. (47)

В противоположном случае имеем

(ωcτp)
4 � 1. (48)

При этом спектр импульса лежит в области ано-
мальной дисперсии групповой скорости, и в правой
части уравнения (45) следует отбросить предпослед-
нее слагаемое. В результате приходим к следующе-
му уравнению:

∂2E

∂y∂τ
= a

∂2

∂τ2
(|E|2E)− σE. (49)

Вещественный вариант уравнения (49) был выве-
ден в работах [41,42] при исследовании распростра-
нения скалярных электромагнитных ПКИ в нели-
нейной изотропной среде. В дальнейшем на него

3 ЖЭТФ, вып. 2
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будем ссылаться как на уравнение Шэфера –Вейна
(ШВ). Как и комплексное модифицированное урав-
нение КдВ, уравнение ШВ интегрируемо в рамках
МОЗР [43–45]. В работе [46] к многокомпонентно-
му обобщению уравнения ШВ был применен ме-
тод Хироты, что определенно указывает на инте-
грируемость МОЗР этого обобщения. Заметим, что
уравнение (49) представляет собой двухкомпонент-
ное (комплекснозначное) обобщение уравнения ШВ.

Важно, чтобы условия (46) и (48) согласовыва-
лись с неравенствами (1) и (2). В каждом случае
соответствующий анализ следует проводить отдель-
но, выписав выражение для ω4

c в явном виде через
частоты ω

(1,2)
0 :

ω4
c =

d (2)2n(2)(w1 − w2)

3d (1)2n(1)
ω
(1)
0

3
ω
(2)
0 . (50)

Пусть, например, d(2) ∼ d(1), n(2) ∼ n(1),
(w1 − w2)/3 ∼ 0.1. Тогда при приведенных вы-
ше оценках собственных частот переходов можно
заключить, что условие (46) будет выполнено, если
спектр ПКИ лежит на границе видимого и ближне-
го инфракрасного диапазонов. Неравенство же (48)
соответствует переходной области между дальним
инфракрасным и терагерцевым диапазонами.

Пусть теперь ПДМ отличны от нуля. Тогда при
Dμ1 ∼ d

(1)
μ1 и d(1)μ1 |E|/�ω(1)

0 � 1 в уравнениях (40),
(41) можно пренебречь кубической нелинейностью.
В результате придем к системе уравнений

∂2Eo

∂y∂τ
= −2α

∂2

∂τ2
(EeEo) + g

∂4Eo

∂τ4
− σEo, (51)

∂2Ee

∂y∂τ
= −α ∂2

∂τ2
E2

o − β
∂2

∂τ2
E2

e + g
∂4Ee

∂τ4
− σEe. (52)

Пусть на входе в среду Eo = 0. Тогда система
(51), (52) сводится к одному уравнению для необык-
новенной составляющей:

∂2Ee

∂y∂τ
= −β ∂2

∂τ2
E2

e + g
∂4Ee

∂τ4
− σEe. (53)

Уравнение (53) известно как уравнение Остров-
ского и впервые было получено для длинных волн
малой амплитуды во вращающейся жидкости конеч-
ной глубины [47]. Позднее оно было выведено в рабо-
те [34] для распространения ПКИ в одноосном крис-
талле с естественным двулучепреломлением.

Заметим, что система (51), (52) допускает ПКИ
с линейной поляризацией, у которых

Eo = ±
√
2− β

α
Ee. (54)

Их динамика тоже описывается уравнением Остров-
ского. Таким образом, система (51), (52) является
двухкомпонентным обобщением уравнения Остров-
ского.

Пусть выполнено условие (46). Тогда, пренебре-
гая последним слагаемым в правой части (53), после
интегрирования по τ придем к уравнению КдВ для
необыкновенной компоненты импульса. При усло-
вии же (48) имеем уравнение

∂2Ee

∂y∂τ
= −β ∂2

∂τ2
E2

e − σEe. (55)

Уравнение (55) имеет в литературе множество
названий. Оно известно как редуцированное урав-
нение Островского, уравнение Островского –Ханте-
ра, уравнение короткой волны, уравнение Вахненко,
уравнение Островского –Вахненко (ОВ) (см. обсуж-
дение названий и соответствующие ссылки в работе
[48]). Ниже будем ссылаться на уравнение (55) как
на уравнение ОВ.

Ряд физических задач, не имеющих прямого от-
ношения к нелинейной оптике, приводил к уравне-
нию ОВ [49–51]. Что касается нелинейной оптики,
то это уравнение было получено в работе [52] при
исследовании динамики ПКИ в двуосном кристал-
ле в условиях конической рефракции, когда не име-
ют смысла понятия обыкновенной и необыкновен-
ной волн. Подчеркнем, что здесь уравнение ОВ по-
лучено при исследовании распространения ПКИ в
условиях двулучепреломления, наведенного парал-
лельными электрическим и магнитным полями (см.
условие (39)).

Возвращаясь к системе (51), (52), заметим, что
при выполнении условия (46) она переходит в сис-
тему типа связанных уравнений КдВ:

∂Eo

∂y
− g

∂3Eo

∂τ3
= −2α

∂

∂τ
(EeEo) , (56)

∂Ee

∂y
+ 2βEe

∂Ee

∂τ
− g

∂3Ee

∂τ3
= −α ∂

∂τ
E2

o . (57)

Если же выполняется условие (48), то, отбрасывая
предпоследние слагаемые в правых частях уравне-
ний (51) и (52), придем к системе типа связанных
уравнений ОВ:

∂2Eo

∂y∂τ
= −2α

∂2

∂τ2
(EeEo)− σEo, (58)

∂2Ee

∂y∂τ
= −α ∂2

∂τ2
E2

o − β
∂2

∂τ2
E2

e − σEe. (59)

Естественно, что функции, выполняемые необыкно-
венной и обыкновенной составляющими ПКИ в этих
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системах, в точности такие же, как в исходной сис-
теме уравнений (51), (52).

При β = α система (51), (52) может быть пред-
ставлена в виде двух независимых уравнений Ост-
ровского:

∂2E±
∂y∂τ

= −α ∂2

∂τ2
(
E2

±
)
+ g

∂4E±
∂τ4

− σE±, (60)

где введены обозначения E± = Ee ± Eo. Эти урав-
нения переходят в двух предельных случаях (46) и
(48) в уравнения КдВ и ОВ соответственно:

∂E±
∂y

= −2αE±
∂E±
∂τ

+ g
∂3E±
∂τ3

, (61)

∂2E±
∂y∂τ

= −α ∂2

∂τ2
(
E2

±
)− σE±. (62)

Очевидно, что обыкновенная и необыкновенная
полевые компоненты выражаются через решения
уравнений (60), (61) и (62) с помощью соотношений

Eo =
E+ − E−

2
, Ee =

E+ + E−
2

. (63)

Равенство β = α равносильно следующему усло-
вию для ПДМ квантовых переходов несимметрич-
ных молекул:

D21 +D41 = 6D31. (64)

Как и двухкомпонентное обобщение (51), (52)
уравнения Островского, система (58), (59) допуска-
ет ПКИ с линейной поляризацией, если выполняет-
ся условие (54). При этом она сводится к уравнению
ОВ вида (62).

4. НЕКОТОРЫЕ ТИПЫ РЕШЕНИЙ
ВЕКТОРНОЙ СИСТЕМЫ

ОСТРОВСКОГО – ВАХНЕНКО И ИХ
ФИЗИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

В предыдущем разделе было показано, что раз-
ные предельные случаи системы (40), (41) дают
уравнения, интегрируемые в рамках МОЗР. Соли-
тонные решения большинства из этих уравнений хо-
рошо изучены. Однако это не в полной мере от-
носится к уравнению ОВ, которое (см. ниже) тоже
интегрируемо МОЗР. Поэтому основное внимание в
этом разделе будет обращено на уравнение ОВ. Нач-
нем с обзора полученных для него результатов.

Стационарные решения уравнения ОВ, включая
периодические и так называемые однопетлевые ре-
шения, были построены в работе [50]. Также в ней

были найдены двухпетлевые решения. Их важной
особенностью явилось то, что они обладают свой-
ством структурной устойчивости, как и солитон-
ные решения нелинейных уравнений, интегрируе-
мых МОЗР. Как известно, ключевое свойство таких
нелинейных уравнений заключается в возможности
их представления в виде условия совместности пере-
определенной системы линейных уравнений (пары
Лакса).

С помощью метода Хироты, тесно связанного
с МОЗР, и замены переменных в [53, 54] удалось
построить двухпетлевые и многопетлевые решения
уравнения ОВ, которые тоже обладали свойствами
солитонов. Это обстоятельство определенно указы-
вало на интегрируемость уравнения ОВ в рамках
МОЗР. Наконец, интегрируемость уравнения ОВ
была установлена в работе [55], где было показа-
но, что оно связано с одним из нелинейных урав-
нений, интегрируемых МОЗР, посредством замены
переменных. Таким уравнением оказалось уравне-
ние Цицейки [56–59], иногда называемое уравнением
Додда –Буллофа (см., например, [32]). Преобразова-
ние Бэклунда и скалярная пара Лакса для так на-
зываемого уравнения Вахненко –Паркеса (ВП), свя-
занного обратимой заменой переменных с уравне-
нием ОВ, были найдены в работе [60]. Матричная
и скалярная пары Лакса в терминах исходных пе-
ременных продифференцированного уравнения ОВ
были получены в [61]. Матричная пара Лакса для
продифференцированного уравнения ОВ, которая
связана посредством замены переменных с парой
Лакса уравнения Цицейки, приведена в работе [52].

Оказалось [61], что уравнение ОВ связано с
еще одним нелинейным уравнением, интегрируемым
МОЗР, а именно, является коротковолновым преде-
лом уравнения Дегаспериса –Прочези [62, 63]. Это
обстоятельство было использовано в работе [64] для
построения многопетлевых решений уравнения ОВ.
Вопросам корректной разрешимости задачи Коши
уравнения ОВ, глобального и локального существо-
вания решений, условий для начальных данных,
достаточных для разрушения решений за конеч-
ное время, посвящены работы [49,65–69] (см. также
ссылки в [69]).

Разные типы решений уравнений ОВ и ВП также
обсуждались в работах [70–75]. Так, решения урав-
нения ВП, рассмотренные в [74], содержат две про-
извольные функции. Дело в том, что это уравнение
связано преобразованием Миуры не только с урав-
нением Цицейки, но также с уравнением Лиувил-
ля. Однако с помощью этих решений не удается по-
строить решения уравнения ОВ, определенные при
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любом τ . Отметим, что при этом так называемые
бризерные решения уравнения ОВ остались не ис-
следованными. Ниже мы восполним этот пробел.

Как было отмечено в начале этого раздела, урав-
нение ОВ связано заменой переменных с уравнением
Цицейки

∂2θ

∂X∂T
+ exp(−θ)− exp(2θ) = 0. (65)

Это уравнение является условием совместности па-
ры Лакса [59]

∂ψ

∂X
= L̂(λ)ψ,

∂ψ

∂T
= Â(λ)ψ,

(66)

где λ — спектральный параметр, ψ = ψ(X,T, λ) =

= (ψ1, ψ2, ψ3)
T — векторное решение,

L̂(λ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂θ

∂X
λ 0

0 0 λ

λ 0
∂θ

∂X

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , (67)

Â(λ) =
1

λ

⎛
⎜⎝

0 0 exp(2θ)

exp(−θ) 0 0

0 exp(−θ) 0

⎞
⎟⎠ . (68)

Замена переменных (T,X, θ) → (τ, y, E±), сводя-
щая уравнение Цицейки (65) к уравнению ОВ (62),
имеет вид

τ = −
T∫
exp(−θ) dT ′,

y =
3

σ
X,

E± =
σ

6α

∂τ

∂X
.

(69)

При этом функция τ = τ(X,T ) должна быть реше-
нием уравнения ВП

∂3τ

∂X2∂T
+ 3

∂τ

∂X

∂τ

∂T
= 0. (70)

Это условие устраняет функциональный произвол в
определении переменной τ .

Для нахождения решений уравнения Цицейки
будем использовать технику преобразования Дар-
бу (ПД) [76]. Эта техника позволяет получать бес-
конечные последовательности решений уравнений,
интегрируемых в рамках МОЗР, вместе с соответ-
ствующими решениями их пар Лакса.

Пусть ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3)
T — решение пары Лакса

(66) с λ = μ. Пара Лакса (66) ковариантна относи-
тельно ПД {ψ, θ} → {ψ̃, θ̃}, где ψ̃ = (ψ̃1, ψ̃2, ψ̃3)

T ,

ψ̃1 = ψ1 − 2μϕ1

2ϕ1ϕ3 − ϕ2
2

×

× μ2ϕ3ψ1 − λμϕ2ψ2 + λ2ϕ1ψ3

λ3 + μ3
, (71)

ψ̃2 = ψ2 − 2μ

ϕ2

λ2ϕ3ψ1 + μ2ϕ2ψ2 − λμϕ1ψ3

λ3 + μ3
, (72)

ψ̃3 = ψ3 − 2μϕ3

ϕ2
2

×

× −λμϕ3ψ1 + λ2ϕ2ψ2 + μ2ϕ1ψ3

λ3 + μ3
, (73)

θ̃ = θ − 1

2
ln

(
2
ϕ1ϕ3

ϕ2
2

− 1

)2

. (74)

Следствием кавариантности пары Лакса относи-
тельно этого ПД является то, что соотношение
(74) определяет новое решение θ̃ уравнения Цицей-
ки (65).

Пусть θ = 0 (нулевой фон). Тогда для компонент
векторного решения ϕ пары Лакса (66) при λ = μ,
с которым проводится ПД (71)–(74), имеем следую-
щие выражения:

ϕ1 = c1 exp γ1 + c2 exp(γ2 + 4πi/3)+

+ c3 exp(γ3 + 2πi/3),

ϕ2 = c1 exp γ1 + c2 exp γ2 + c3 exp γ3,

ϕ3 = c1 exp γ1 + c2 exp(γ2 + 2πi/3)+

+ c3 exp(γ3 + 4πi/3),

(75)

где

γ1 = μX +
T

μ
,

γ2 = exp

(
2πi

3

)
μX +

exp(4πi/3)T

μ
,

γ3 = exp

(
4πi

3

)
μX +

exp(2πi/3)T

μ
,

c1, c2 и c3 — произвольные постоянные. Подставив
эти выражения в равенство (74) и положив

c1 = 0, μ = iκ,

κ ∈ R, c3/c2 > 0,

получим вещественное односолитонное решение
уравнения Цицейки (65)

θ = −1

2
ln

(
3

2
th2 γ − 1

2

)2

, (76)
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где

γ =

√
3

2

(
κX +

T

κ

)
+

ln(c3/c2)

2
. (77)

Замена переменных (69) переводит решение (76)
в стационарное однопетлевое решение уравнения ОВ
(62). Обсудим его подробнее. Из (76) и первого вы-
ражения (69) имеем

τ + T =
√
3κ th γ.

Положив второе слагаемое в правой части равенства
(77) равным нулю с помощью соответствующего вы-
бора начала отсчета координаты, перепишем левую
часть этого выражения в виде τ + T = τ − σκ2y/3+

+ 2κγ/
√
3. Затем, перейдя к лабораторным коорди-

нате и времени, получим

t− y/v

2τp
=

3

2
th γ − γ. (78)

Здесь мы использовали обозначения τp = κ/
√
3,

v =
c/n

1 + cστ2p /n
. (79)

Используя третье выражение (69), найдем

E± =
9σ

4α
τ2p sch2γ. (80)

Таким образом, стационарное решение уравне-
ния ОВ (62) в виде уединенной бегущей волны зада-
ется параметрически выражениями (78)–(80). Оче-
видно, параметр v имеет смысл скорости распро-
странения этой волны, а параметр τp задает ее ха-
рактерную длительность с учетом того, что на «хво-
стах» импульса поле уменьшается по закону E± ∼
∼ exp(−|t− y/v|/τp). Полученное решение является
однопараметрическим. В нашем случае в качестве
свободного параметра выбрана длительность τp им-
пульса.

Снабдив параметр τp дополнительными нижни-
ми индексами «+» и «−», получим с помощью соот-
ношений (63) решение векторной системы ОВ (58),
(59) при β = α. Это решение имеет два свободных
параметра: τp±.

Как видно из (78), производная от γ меняет знак.
Поэтому решение (78)–(80) не является однознач-
ным. Его график представляет собой петлю (см.
рис. 2). С физической точки зрения возможным
путем устранения такой неоднозначности является
рассмотрение уравнения Островского (60), отличаю-
щегося от уравнения ОВ (62) наличием дисперсион-
ного слагаемого g∂4E±/∂τ4. Очевидно, влияние это-
го слагаемого становится существенным в областях

0 2

1

12c E� ±

c���

Рис. 2. Профили полей E± при значениях параметров од-
нопетлевого решения τp = 1/

√
3cσ, y =

√
c/σ

сильного укручения профиля волны. О роли дис-
персионных слагаемых можно судить по свойствам
решений уравнения Островского (см., например, ра-
боты [77, 78]). Исследование этого вопроса выходит
за рамки настоящей статьи.

Рассмотрим теперь 1-бризерное решение уравне-
ния Цицейки (65). Для его получения необходимо
выполнить последовательно два ПД (71)–(74) на ну-
левом фоне. Первое ПД этой последовательности со-
вершается с решением ϕ пары Лакса (66) при λ = μ

(см. формулы (75)), а второе — с образом решения
ϕ∗ пары Лакса (66) при λ = μ∗, который был полу-
чен в результате предыдущего ПД. Такая последо-
вательность преобразований дает следующее выра-
жение для 1-бризерного решения уравнения Цицей-
ки:

θ = −1

2
ln

(
δ21 − 6μRk1k2δ2

δ21

)2

. (81)

Определения величин δ1 и δ2 громоздки и приведе-
ны в Приложении. Здесь и в дальнейшем мы исполь-
зуем обозначения μR = Reμ, μI = Imμ.

Если δ1 = 0 при некоторых значениях перемен-
ных X и T , то решение (81) переходит при замене
(69) в неограниченное решение уравнения ОВ. Мож-
но показать,что условие c1c2c3 = 0 является необхо-
димым для того, чтобы δ1 
= 0 при любых значениях
X и T . При этом должны также выполняться неко-
торые ограничения на параметры μR и μI . Так, ес-
ли c1 = 0, то эти параметры должны удовлетворять
ограничениям

1√
3
<

∣∣∣∣ μI

μR

∣∣∣∣ < 1. (82)

Однако эти условия не обеспечивают того, чтобы
числитель дроби в правой части равенства (81) был
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отличен от нуля, т. е. 1-бризерные решения уравне-
ния Цицейки оказываются сингулярными при лю-
бых значениях своих параметров. Этим уравнение
Цицейки отличается от уравнения синус-Гордона,
имеющего ограниченные бризерные решения.

Обсудим подробнее ограниченные 1-бризерные
решения уравнения ОВ (62). Положим без потери
общности c1 = 0. Тогда из равенства (81) и выраже-
ний для δ1 и δ2, приведенных в Приложении, полу-
чим следующее выражение для 1-бризерного реше-
ния уравнения Цицейки:

θ = −1

2
ln

(
Δ2

1 − 12τbωb(τ
2
b ω

2
b − 3)Δ2

Δ2
1

)2

, (83)

где
Δ1 = τbωbΔ3 + 2(τ2b ω

2
b − 2) cos γI ,

Δ2 = Δ3 cos γI − 4τbωb,

Δ3 = 8τbωb ch γR + 2
√
3(τ2b ω

2
b + 1) sh γR,

γR =
T

τb
+

3τbX

τ2b ω
2
b + 1

, γI = ωbT − 3τ2b ωbX

τ2b ω
2
b + 1

,

τb =
|μ|2√
3μI

, ωb =

√
3μR

|μ|2 .

В качестве свободных параметров решения (83)
взяты параметры τb и ωb. Абсолютные величины
этих параметров определяют характерные длитель-
ность и центральную частоту 1-бризерного решения.

Из уравнений (83) и (69) находим

τ = −T + 12τbωb(τ
2
b ω

2
b − 3)

∫
Δ2

Δ2
1

dT, (84)

E± =
2σ

α
τbωb(τ

2
b ω

2
b − 3)

∫
∂

∂X

Δ2

Δ2
1

dT. (85)

Используя выражения для γR и γI , из соотношения
(84) после перехода к лабораторным координате и
времени получим

t− y/vg
τb

= −γR + ωb(τ
2
b ω

2
b − 3)

∫
Δ2

Δ2
1

dT, (86)

ωb

(
t− y

vph

)
= −γI+τbω2

b (τ
2
b ω

2
b−3)

∫
Δ2

Δ2
1

dT, (87)

где групповая vg и фазовая vph скорости определя-
ются из выражений

1

vg
=
n

c
+

στ2b
ω2
bτ

2
b + 1

,
1

vph
=
n

c
− στ2b
ω2
bτ

2
b + 1

. (88)

Формулами (85)–(88), (63), а также выражения-
ми для Δ1, Δ2 и Δ3 параметрически задается 1-бри-
зерное решение векторной системы ОВ (58), (59) в

0

0

5

5

10

10

1

1

–1

12c E� ±

12c E� ±

c� �

c� �

а

б

Рис. 3. Профили полей E± при значениях параметров
бризерного решения τb = 1.08/

√
σc, ωb = 1.27

√
σc (а) и

τb = 1.18/
√
σc, ωb = 1.06

√
σc (б)

случае β = α. При этом свободные параметры τb и
ωb снабжаются дополнительными нижними индек-
сами «+» и «−». Таким образом, имеем четыре сво-
бодных параметра: τb± и ωb±.

Из условия (82) следует, что 1 < |τbωb| <
√
3.

В этом случае решение (83) уравнения Цицейки и
соответствующее ему ограниченное решение урав-
нения ОВ (62), полученное с помощью замены (69),
содержат всего несколько колебаний поля. Так как
числитель дроби в правой части уравнения (83) об-
ращается в нуль при некоторых значениях перемен-
ных X и T , то ограниченное 1-бризерное решение
уравнения ОВ имеет петлю. Графики 1-бризерного
решения при разных значениях параметров пред-
ставлены на рис. 3.

Таким образом, ограниченное 1-бризерное реше-
ние уравнения ОВ является неоднозначным при лю-
бых значениях своих параметров. В случае урав-
нения ШВ имеется область значений параметров
1-бризерного решения, при которых это решение бу-
дет ограниченным и однозначным [79].
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Итерации ПД (71)–(74) на нулевом фоне позво-
ляют получить вещественные многосолитонные ре-
шения уравнения Цицейки. Эти решения описыва-
ют взаимодействие солитонных решений вида (76)
и бризерных решений вида (81). Выражения для
многосолитонных решений уравнения Цицейки бы-
ли получены в работе [80], однако свойства этих ре-
шений, в том числе свойства бризерных решений,
подробно исследованы не были. Известные многосо-
литонные решения уравнения ОВ описывают взаи-
модействие солитонных решений вида (80).

Однозначные ограниченные решения уравнения
ОВ можно получить с помощью замены переменных
(69) из вещественных многозонных решений уравне-
ний Цицейки. Рассмотрим простейший случай одно-
зонного решения. С точностью до сдвигов по коор-
динатам оно имеет вид

θ = −1

2
ln
[
q1/3

{
1− δK sn2

(
s,
√
K
)}]2

, (89)

где

s =
δ

ω
X − q1/3ω

2
T, (90)

δ =
4q − 1 +

√
8q + 1

4q
, K =

q − 1

qδ2
, (91)

ω и q — вещественные постоянные параметры, фи-
зический смысл которых будет выяснен ниже.

В дальнейшем нас будут интересовать только ве-
щественные однозонные решения, поэтому параметр
q должен удовлятворять условию q ≥ 1 или −1/8 ≤
≤ q < 0. Вещественное однозонное решение (89)
уравнения Цицейки не имеет сингулярностей только
при q ≥ 1. В этом случае при увеличении параметра
q коэффициент K монотонно возрастает, принимая
значения в промежутке [0, 1). Если −1/8 ≤ q < 0, то
K ≥ 1, и при увеличении q коэффициентK монотон-
но и неограниченно возрастает. В пределе q → −1/8

(δ → 3, K → 1) однозонное решение переходит в
односолитонное решение (76).

Подставив (89) в первую формулу (69) и приняв
во внимание равенство∫

sn2(x̃, k̃)dx̃ =
1

k̃2

(
x̃− E( am(x̃, k̃), k̃)

)
,

где E(ϕ̃, k̃) — неполный эллиптический интеграл
второго рода:

E(ϕ̃, k̃) =

ϕ̃∫
0

√
1− k̃2 sin2 ζ̃ dζ̃,

am(x̃, k̃) = ϕ̃(x̃, k̃) — обращение эллиптического ин-
теграла первого рода F (ϕ̃, k̃):

x̃ = F (ϕ̃, k̃) =

ϕ̃∫
0

dζ̃√
1− k̃2 sin2 ζ̃

,

получим

τ =
2δ

ω

[
E
(
am

(
s,
√
K
)
,
√
K
)
− s

]
−

− q1/3T + f(X). (92)

Подстановка этого выражения в (70) дает

f(X) =
2δ

3ω2

q − 1

q
X. (93)

Тогда из третьей формулы (69) следует

E± =
σ

9αω2

q − 1

q

[
δ − 3 sn2

(
s,
√
K
)]
. (94)

Равенства (90), (92) и (93) после перехода к ла-
бораторным координатам дают

ω

2

(
t− y

vph

)
=

= s+ δ
[
E
(
am

(
s,
√
K
)
,
√
K
)
− s

]
, (95)

где скорость vph определяется выражением

1

vph
=
n

c
− 2δσ

9ω2

2q + 1

q
. (96)

Выражения (94)–(96) определяют периодическое
стационарное решение уравнения (62). Это решение
однозначно при q ≥ 1 (рис. 4а). Если −1/8 ≤ q < 0,
то решение становится неоднозначным, приобретая
многопетлевой периодический вид (рис. 4б). При
q → −1/8 периодическое решение (94)–(96) перехо-
дит в уединенное однопетлевое решение (78)–(80).
Как следует из (96), скорости периодического и
уединенного неоднозначных петлевых решений
меньше линейной фазовой скорости в среде.

Зависимость динамического параметра s от «бе-
гущего времени» t − y/vph задается параметриче-
ским образом выражением (95). Однако в двух пре-
дельных случаях, соответствующих слабонелиней-
ному и сильнонелинейному режимам, эту зависи-
мость удается задать явно. Рассмотрим эти случаи.

Слабонелинейный режим. Степень влияния
нелинейности характеризуется параметром q. В рас-
сматриваемом слабонелинейном случае его значение
близко к единице. Тогда из (91) и (94)–(96) находим
приближенные выражения

E± =
σ

6αω2
(q − 1) cos[ω(t− y/vph)],

1

vph
=
n

c
− σ

ω2
.

(97)
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Рис. 4. Профили полей E± при значениях параметров ста-
ционарного периодического решения ω = 4

√
σc, y = 0,

q = 216 (а), −0.1 (б)

Из полученных соотношений следует, что вве-
денный выше свободный параметр ω имеет смысл
частоты слабонелинейного синусоидального сигна-
ла. При этом параметр vph является его фазовой
скоростью. Это также легко увидеть, написав дис-
персионное соотношение, соответствующее линеари-
зованному уравнению (62): k = nω/c− σ/ω, где k —
волновое число.

Для изучения векторной динамики поля вос-
пользуемся выражениями (63), снабдив свободные
параметры ω и q, а также волновое число k нижни-
ми индексами «+» и «−» соответственно для ком-
понент E+ и E−. Пусть значения ω+ и ω− близки
друг к другу настолько, что выполняется условие
|ω+−ω−| � ω+, ω−. Кроме того, пусть выполняется
равенство (q+ − 1)/ω2

+ = (q− − 1)/ω2−. Тогда из (97)
и (63) для обыкновенной и необыкновенной компо-
нент приходим к решениям в виде биений:

Eo = −Em sin

[
Δω

(
t− y

vg

)]
×

× sin

[
ω

(
t− y

vph

)]
,

Ee = Em cos

[
Δω

(
t− y

vg

)]
×

× cos

[
ω

(
t− y

vph

)]
,

(98)

где

Em =
σ

6α

q − 1

ω2
.

Здесь мы также приняли, что ω± = ω±Δω/2, а для
групповой скорости vg справедливо выражение

1

vg
=
k+ − k−
ω+ − ω−

≈ dk

dω
=
n

c
+

σ

ω2
.

Отсюда следует, что vg < c/n.
Слабонелинейное решение (98) можно рассмат-

ривать как генерацию периодической последова-
тельности следующих друг за другом импульсов
необыкновенной волны с помощью последователь-
ности обыкновенной составляющей с длительностью
π/Δω и тактовой частотой повторения 2Δω. Осо-
бо подчеркнем, что такое решение в виде перио-
дической последовательности бегущих друг за дру-
гом квазимонохроматических импульсов можно по-
лучить только из векторного обобщения уравнения
ОВ. В скалярном случае таких однозначных реше-
ний не существует.

Сильнонелинейный режим. В этом случае
q � 1. Рассмотрим предел q → ∞. Тогда δ → 1,
K → 1. Поскольку sn(s, 1) = th(s), из уравнений
(94) и (95) следует, что

ω

2

(
t− y

ṽph

)
= th(s),

E± = Ẽm

[
1− 3 th2(s)

]
,

где
Ẽm =

σ

9αω2
,

1

ṽph
=
n

c
− 4σ

9ω2
. (99)

Отсюда имеем

E± = Ẽm

[
1− 3ζ2

]
,

где

ζ =
ω

2

(
t− y

ṽph

)
.

Графиком E± является парабола, определенная на
интервале −1 < ζ < 1.
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Продолжим периодически полученное решение.
В результате приходим к формуле

E± = Ẽm

∞∑
j=−∞

[
1− 3(ζ − 2j)2

] ×
× [η(2j + 1− ζ) − η(2j − 1− ζ)] , (100)

где η(x) — функция единичного скачка Хевисай-
да. Профиль этого решения качественно совпадает
с представленным на рис. 4а, имея, правда, разрыв
производной в точках ζ = 2j − 1.

Решение (100) также удобно представить в виде
ряда Фурье:

E± =
12

π2
Ẽm

∞∑
j=1

(−1)j+1

j2
cos(jπζ). (101)

Поскольку рассматриваемое решение периодично по
времени с периодом 4/ω, основная частота ряда Фу-
рье равна Ω = πω/2. Эта частота примерно в полто-
ра раза больше частоты слабонелинейного решения.
Видно, что соотношение (99) переходит во второе
выражение (97) при замене ω → 2Ω/3, что хорошо
согласуется с данным выводом.

Важно отметить, что в спектре периодической
волны (100) (или (101)) отсутствует нулевая часто-
та, т. е. эффект оптического детектирования, как и
в слабонелинейном режиме, отсутствует. По-види-
мому, это замечание относится и к общему перио-
дическому решению (94)–(96) при любых значениях
параметра q. Такой вывод нетривиален, поскольку
наличие квадратичной нелинейности обычно приво-
дит к эффекту детектирования. Этот эффект про-
являет себя, например, в ситуации, рассмотренной
в работе [33], где для несимметричных молекул вы-
полняется условие (2), а не (1).

По аналогии со слабонелинейным режимом мож-
но использовать суперпозиции (63), где решения E+

и E− обладают близкими значениями параметров
ω+, ω− и q+, q−. Соответствующие профили по-
лей Ee и Eo представлены на рис. 5. Эти решения,
как и в слабонелинейном случае, можно рассматри-
вать как генерацию периодической последователь-
ности квазимонохроматических импульсов необык-
новенной компоненты при помощи аналогичной по-
следовательности импульсов обыкновенной волны.
Из равенств (101) и (63) следует, что групповая
скорость распространения огибающих определяется
выражением

1

ṽg
=
n

c
+

4σ

9ω2
.

Также легко видеть, что в спектрах обыкновенной
и необыкновенной компонент отсутствуют нулевые
гармоники.
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Рис. 5. Профили полей Ee (а) и Eo (б) при ω+ = 2
√
σc,

ω− = 2.2
√
σc, q+ = q− = 81, y = 0

Заметим, что предельное периодическое решение
типа (100), составленное из кусков парабол, кратко
упоминалось в работе [50]. В настоящей работе ре-
шение (100) получено как частный случай общего
периодического решения (94)–(96). Кроме того, век-
торная версия уравнения ОВ позволяет получить
решения в виде периодических последовательностей
импульсов, что невозможно сделать в случае ска-
лярной версии.

В общем случае (при произвольных значениях
ω± и q±) отношение периодов

T± =
2

ω±
F
(π
2
,
√
K±

)

колебаний компонент E+ и E− иррационально. По-
этому представленные здесь решения для Eo и Ee

не являются периодическими. Исключения состав-
ляют ситуации, когда отношения периодов колеба-
ний компонент E+ и E− являются рациональными
числами. Это обстоятельство принципиально отли-
чает векторный случай от скалярного.
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Как видно из равенства (96), скорости компо-
нент E+ и E−, вообще говоря, различаются между
собой. Поэтому, согласно соотношениям (63), двух-
периодные решения для обыкновенной и необыкно-
венной составляющих не являются стационарными.
При ω+ = ω− и q+ = q− отлична от нуля только
необыкновенная компонента. Лишь в этом (скаляр-
ном) случае волна является строго периодической и
стационарной.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в настоящей работе проведе-
но исследование особенностей нелинейной динамики
электромагнитных ПКИ в двухкомпонентной сре-
де, состоящей из примесей симметричных и несим-
метричных молекул в условиях искусственного дву-
лучепреломления, наведенного статическими элек-
трическим и магнитным полями. Для уравнивания
обыкновенного и необыкновенного показателей пре-
ломления при распространении перпендикулярно к
статическим полям необходимо выполнение условия
(39). В этом случае основной вклад в расщепление
квантовых состояний несимметричных молекул вно-
сит магнитное поле. При этом среда остается двулу-
чепреломляющей, поскольку показатели преломле-
ния для обыкновенной и необыкновенной компонент
будут различаться между собой при распростране-
нии ПКИ под произвольными углами к внешним по-
лям.

Полученная здесь система (40), (41) является об-
щей в том смысле, что из нее с помощью предель-
ных процедур следуют уравнения и системы, пред-
ставляющие интерес с разных точек зрения, в том
числе интегрируемые в рамках МОЗР. Среди тако-
вых упомянем двухкомпонентное (комплекснознач-
ное) обобщение (49) уравнения ШВ при отсутствии
ПДМ у всех молекул. В случае наличия ПДМ име-
ем двухкомпонентное обобщение (51), (52) уравне-
ния Островского. Если спектр ПКИ лежит в об-
ласти нормальной дисперсии групповой скорости,
то это обобщение переходит в систему связанных
уравнений (56), (57) типа КдВ. В случае же ано-
мальной дисперсии групповой скорости приходим к
двухкомпонентному обобщению (58), (59) уравнения
ОВ. При выполнении условия (64) двухкомпонент-
ная система Островского (51), (52) в двух упомя-
нутых выше предельных случаях сводится соответ-
ственно к двум независимым уравнениям КдВ (61)
и ОВ (62) для суммы и разности компонент поля
ПКИ. Наконец, динамика линейно поляризованных

ПКИ в случае Eo = 0 или при выполнении условия
(54) описывается уравнением Островского (53) или
уравнением ОВ вида (55) или (62).

Как известно, многокомпонентное обобщение
уравненияШВ интегрируемо с помощьюМОЗР [46].
Двухкомпонентное обобщение (49) этого уравнения
описывает распространение векторных электромаг-
нитных ПКИ в изотропной среде. Поскольку двух-
компонентное обобщение (58), (59) уравнения ОВ
было получено при исследовании нелинейной дина-
мики ПКИ в анизотропной среде, возникает вопрос
об интегрируемости многокомпонентных обобщений
этого уравнения. Также следует обратить внима-
ние на выяснение интегрируемости уравнения Ост-
ровского, предельными случаями которого являют-
ся уравнения КдФ и ОВ, и его многокомпонентных
обобщений, некоторые из которых тоже имеют фи-
зические приложения. Одно из обобщений уравне-
ния Островского было получено здесь (см. систему
(51), (52)). Кроме того, такие обобщения описывают
внутренние волны в сдвиговом потоке [81] и волны
в слоистых упругих волноводах [82, 83].

Как показало исследование, проведенное в на-
стоящей работе, условию однозначности удовлетво-
ряют только конечнозонные решения, соответству-
ющие периодическим стационарным решениям ска-
лярной версии ОВ. Однозонному решению соответ-
ствуют, вообще говоря, непериодические и нестаци-
онарные волны двухкомпонентной (векторной) сис-
темы ОВ. Это позволяет, в частности, получить ре-
шение, описывающее генерацию периодической по-
следовательности квазимонохроматических импуль-
сов, поляризованных в плоскости необыкновенной
волны, с помощью аналогичной последовательности
обыкновенных импульсов. Важно отметить также,
что решение векторной системы ОВ, описывающее
генерацию высших четных и нечетных гармоник, не
содержит в спектре постоянной составляющей.

Солитонные решения уравнения ОВ, описываю-
щие взаимодействие однопетлевых солитонов вида
(80), и 1-бризерное решение являются многозначны-
ми, что не позволяет дать им физическую интерпре-
тацию. По-видимому, это относится ко всем много-
солитонным решениям уравнения ОВ, соответству-
ющим только дискретной части данных рассеяния.
Если это предположение верно, то эволюция локали-
зованного начального профиля приводит либо к его
дисперсионному расплыванию, либо к возникнове-
нию за конечное время сингулярностей (см. обсуж-
дение разрушения решений уравнения ОВ в рабо-
тах [49,65,67,68]). Локализованные и ограниченные
решения в условиях, приводящих в рассмотренной
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задаче к уравнению ОВ, образовываться не будут.
Однако в других условиях, соответствующих урав-
нениям КдФ, ШВ или модифицированному уравне-
нию КдФ, выделение таких решений из начального
профиля возможно.

Отметим, что система уравнений (40), (41) адек-
ватно описывает распространение электромагнит-
ных ПКИ, спектр которых принадлежит терагер-
цевому и дальнему инфракрасному диапазонам.
Действительно, если бы частота ω(2)

0 соответство-
вала видимому диапазону, то выполнение условия
(2) привело бы к необходимости учета процессов
ионизации (переходов в непрерывный спектр) и,
как следствие, к радикальному изменению соот-
ветствующих физических процессов. Поэтому есть
основания утверждать, что некоторые рассмотрен-
ные здесь особенности нелинейной динамики ПКИ
не могут проявить себя в видимой частотной обла-
сти, а относятся к терагерцевому диапазону.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ (проект №16-02-00453а).

ПРИЛОЖЕНИЕ

В формуле (81) для 1-бризерного решения урав-
нения Цицейки имеем

δ1 = c21μIk1k2 exp(2μRγR) + c22μRk2l1 exp(2k1γR)+

+ c23μRk1l2 exp(2k2γR) + 2c1c2μRk1l2 cos η1 ×
×exp[(μR+k1)γR]+2c1c3μRk2l1 cos η2 exp[(μR+k2)γR] +

+ 2c2c3μIk1k2 cos(η1 − η2) exp[(k2 + k1)γR],

δ2 = 2
{
c31c2μIk1l2 cos η1 exp[(3μR + k1)γR] +

+ c31c3μIk2l1 cos η2 exp[(3μR + k2)γR] +

+ c32c1μRl1l2 cos(η1) exp[(3k1 + μR)γR] +

+ c32c3μIk2l1 cos(η1 − η2) exp[(3k1 + k2)γR] +

+ c33c1μRl1l2 cos η2 exp[(3k2 + μR)γR] +

+ c33c2μIk1l2 cos(η1 − η2) exp[(3k2 + k1)γR]
}
−

− c21c
2
2(μIk1 + μRl1)l2 exp[2(k1 + μR)γR]−

− c21c
2
3(μIk2 + μRl2)l1 exp[2(μR + k2)γR]−

− 2c22c
2
3μRμ

2
I exp[2(k1 + k2)γR] + 2c1c2c3×

×
{
c1μR[l1l2 cos(η1 + η2)− 2μ2

I cos(η1 − η2)]×
× exp[(2μR+k2+k1)γR]+c2[(3μRk2+μI l2)k1 cos η2 +

+ μIk1l2 cos(2η1 − η2)] exp[(μR + 2k1 + k2)γR] +

+ c3[μIk2l1 cos(2η2 − η1)− (μRl1 + μIk1)l2 cos η1]×
× exp[(k1 + 2k2 + μR)γR]

}
.

Здесь

η1 = (l1 − μI)γI + ν1, η2 = (l2 − μI)γI + ν2,

k1 = −μR +
√
3μI

2
, k2 = −μR −√

3μI

2
,

l1 = −μI −
√
3μR

2
, l2 = −μI +

√
3μR

2
,

γR = X +
T

|μ|2 , γI = X − T

|μ|2 ,
c1, c2, c3, ν1, ν2 — вещественные постоянные.
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41. T. Schäfer and C. E. Wayne, Physica D 196, 90
(2004).

42. Y. Chung, C. K. R. T. Jones, T. Schäfer, and
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