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ВЛИЯНИЕ ЗАРЯДА ЯДРА БЫСТРОГО СТРУКТУРНОГО ИОНА
НА ЕГО ВНУТРЕННЕЕ ЭФФЕКТИВНОЕ ТОРМОЖЕНИЕ

ПРИ СТОЛКНОВЕНИЯХ С АТОМАМИ
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На основе приближения эйконала рассмотрены потери энергии быстрых структурных ионов при столкно-
вениях с атомами. Под структурными ионами понимаются ионы, состоящие из ядра и некоторого коли-
чества связанных с ним электронов. Исследовано влияние заряда Z ядра иона на величину его внутрен-
него эффективного торможения κ(p) — потерь энергии, обусловленных возбуждением лишь собственных
электронных оболочек иона. Показано, что учет взаимодействия атома с ядром иона при ZaZ/v > 1, где
Za — заряд ядра атома, v — скорость столкновения (в атомных единицах), оказывает заметное влияние
на величину κ(p), что приводит, в общем случае, к необходимости непертурбативного учета влияния на
κ(p) обоих зарядов Za и Z.
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1. ВВЕДЕНИЕ

При изучении взаимодействия заряженных час-
тиц с веществом особое место занимает исследова-
ние потерь энергии этих частиц при прохождении
различных сред. Этому вопросу с давних пор уделя-
ется много внимания и посвящено большое число ра-
бот (см., например, [1–6] и ссылки в них), в том чис-
ле, ввиду его практической важности. В роли таких
заряженных частиц часто выступают структурные
ионы [6–9] — ионы, состоящие из ядра и некоторого
количества связанных с ним электронов. Это свя-
зано с тем, что при прохождении через вещество, в
результате установления равновесия между процес-
сами ионизации и захвата электронов, даже изна-
чально голое ядро может приобрести некоторое чис-
ло электронов, которые впоследствии будут опреде-
лять равновесный заряд иона, отличающийся от за-
ряда голого ядра [6, 9–11]. Таким образом, столкно-
вение подобных структурных ионов (снаряд) с ато-
мами или молекулами среды (мишень) следует рас-
сматривать [7, 11–13] как столкновение двух слож-
ных систем, при котором происходит одновремен-
ное возбуждение электронных оболочек как мише-
ни, так и снаряда.

* E-mail: gusarevich@gmail.com

Учет таких одновременных процессов, происхо-
дящих в оболочках снаряда и мишени, был выпол-
нен, например, в работах [11, 14] в рамках первого
борновского приближения, где рассмотрено обобще-
ние теории Бете на случай потерь энергии структур-
ными ионами при столкновении с атомными мише-
нями. В работе [11] показано, что учет электронной
структуры снаряда может давать заметный вклад
(до 10–20%) в общие потери энергии таких ионов.
Обобщение теории Бете на случай потерь энергии
структурных ионов при столкновениях с молеку-
лярными мишенями приведено в работе [15]. Непер-
турбативное рассмотрение потерь энергии быстрых
структурных ионов при столкновениях с атомами с
учетом всевозможных, в том числе многократных,
возбуждений и ионизации как снаряда, так и ми-
шени, представлено в работе [12]. В ней на осно-
ве метода сшивки и приближения внезапных воз-
мущений показано, что потери энергии на возбуж-
дение и ионизацию электронов структурного иона
могут вносить заметный вклад в общие потери энер-
гии, особенно, для многоэлектронных ионов. Обоб-
щение развитой в [12] теории на случай столкнове-
ния структурных ионов с молекулами и наночасти-
цами приведено в работах [16, 17].

Таким образом, согласно [11, 12, 14–17], потери
энергии структурных ионов в среде можно охарак-
теризовать величиной эффективного торможения,
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состоящего из двух слагаемых:

κ = κ(t) + κ(p), (1)

где κ(t) — внешнее эффективное торможение иона за
счет возбуждения частиц среды, а κ(p) — внутреннее
эффективное торможение иона за счет возбуждения
своих собственных электронных оболочек, причем
эти слагаемые можно рассматривать и рассчиты-
вать отдельно друг от друга.

Отметим одну общую особенность борновского
приближения и приближения внезапных возмуще-
ний, использованных в работах [11, 12, 14–17] для
расчета эффективного торможения (1). В рамках
этих двух приближений величина внутреннего эф-
фективного торможения κ(p) определяется взаимо-
действием мишени лишь с электронной «шубой»
иона. Взаимодействие же мишени с ядром иона ока-
зывается не зависящим от координат электронов
снаряда и поэтому в рамках вышеуказанных при-
ближений оно не дает никакого вклада в κ(p). Сле-
довательно, при расчете слагаемого κ(p) с использо-
ванием первого борновского приближения и прибли-
жения внезапных возмущений последнее взаимодей-
ствие может быть просто опущено.

В данной работе, на основе приближения эйкона-
ла, развит непертурбативный метод расчета внут-
реннего эффективного торможения κ(p) быстрых
нерелятивистских структурных ионов при столкно-
вениях с атомами. В рамках данного метода про-
веден учет взаимодействия атома-мишени с ядром
иона и показано, что в определенных ситуациях это
взаимодействие может вносить заметный вклад в ве-
личину κ(p). Проведено исследование зависимости
величины κ(p) от скорости водородоподобного иона
при разных значениях заряда ядра снаряда и мише-
ни. При этом никаких ограничений связанных, на-
пример, с применением теории возмущений, на ве-
личину зарядов ядер атома-мишени в данной рабо-
те не налагается. Везде далее в статье используется
атомная система единиц � = e = me = 1.

2. ВНУТРЕННИЕ ПОТЕРИ ЭНЕРГИИ
МНОГОЭЛЕКТРОННОГО ИОНА НА АТОМЕ

Рассмотрим столкновение быстрого нереляти-
вистского иона с нейтральным атомом. Пусть Z и
Za — заряды соответственно ядер иона и атома,N —
число электронов в ионе, v — скорость столкнове-
ния, причем

v � v0, (2)

где v0 — характерная скорость электронов на обо-
лочках иона. Взаимодействие иона с полем распре-
деленного заряда атомных электронов будем опи-
сывать моделью Дирака –Хартри –Фока –Слейтера
[18], согласно которой пространственная плотность
электронов атома равна

ne(ρ) =
Za

4πρ

3∑
i=1

Aiα
2
i exp (−αiρ) , (3)

где Ai и αi — постоянные, табулированные [18] для
всех атомов с Za = 1, . . . , 92. Тогда энергия взаимо-
действия иона с атомом примет вид

U (R, r) =
ZaZ

R
φ (R)−

N∑
p=1

Za

|R+rp|φ (|R+rp|) , (4)

где r ≡ {r1, r2, . . . , rN} — совокупность коорди-
нат электронов иона относительно его ядра, R ≡
≡ {X,b} — радиус-вектор ядра иона относитель-
но ядра атома, φ — так называемая экранирующая
функция, имеющая вид

φ (ρ) =

3∑
i=1

Ai exp (−αiρ) . (5)

При выполнении условия (2) эффективное тор-
можение может быть рассчитано в системе покоя
атома в рамках приближения эйконала и прибли-
жения Глаубера [19–22], а именно

κ(p) =
2π

k2

∑
n

(εn − ε0)

qmax∫
qmin

|fn0|2 q dq, (6)

где ε0 и εn — энергии начального |0〉 и конечного
|n〉 состояний электронов иона, q = kn − k0 — из-
менение импульса иона при рассеянии (для быст-
рых ионов k0 ≈ kn ≈ k), qmin и qmax — преде-
лы изменения величины q, определяемые из законов
сохранения энергии и импульса при столкновении,
fn0 = 〈n|f (q) |0〉 — амплитуда неупругого перехода
|0〉 → |n〉,

f(q) =
ik

2π

∫
exp (−iqb) {1− exp (iχ)} d2b. (7)

Здесь эйкональная фаза в (7), согласно (4), равна

χ (b, s) =

N∑
p=1

ϕ (|b+ sp|)− Zϕ (b) , (8)

где s ≡ {s1, s2, . . . , sN} — проекции координат элек-
тронов иона на плоскость, перпендикулярную ско-
рости v иона,

ϕ (b) =
2Za

v

3∑
i=1

AiK0 (αib) , (9)

K0 — функция Макдональда нулевого порядка.
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Прямое использование формулы (6) затрудне-
но тем, что в ней нижний предел интегрирования
qmin ≡ qn = (εn − ε0) /v зависит от состояния иона
n [21], что не дает возможности поменять местами
операции интегрирования и суммирования в (6) и,
тем самым, вычислить сумму по n, как это дела-
лось, например, в работе [12]. Для упрощения рас-
четов воспользуемся приближением, используемым
ранее в теории торможения Бете [21] точечных за-
ряженных частиц на атомах, суть которого заклю-
чается в замене нижнего предела интегрирования в
(6) qn на «средний» эффективный импульс qeff , ко-
торый уже не зависит от n. Именно такая замена,
обусловленная выполнением условия, аналогичного
(2), позволяет получить в рамках теории возмуще-
ний для эффективного торможения известную фор-
мулу Бете [21] с qeff , выражающимся через «сред-
нюю» энергию атома Ieff :

qeff = Ieff /v,

Ieff = exp

(
1

N

∑
n

Nn ln (εn − ε0)

)
,

(10)

где Nn — силы осцилляторов [21].
Рассмотренное выше приближение можно обоб-

щить и на наш случай, с той лишь разницей, что
применяемый нами подход является непертурбатив-
ным, а источником возмущения, вызывающего пере-
ходы в электронных оболочках иона, в нашей зада-
че является не точечная заряженная частица, а ней-
тральный атом конечных размеров, обладающий по-
тенциалом некулоновского типа (4). Эти факторы, в
итоге, приводят к следующему выражению для qeff ,
обобщающему результат (10) теории Бете:

qeff = G−1

(
1

N

∑
n

NnG (qn)

)
, (11)

где G−1 — функция, обратная к функции G, опре-
деляемой равенством

G (q) =

q∫
0

|I (t)|2 t3 dt. (12)

Здесь

I(q) =

∞∫
0

J0 (qb) exp (−iQϕ (b))ϕ (b) b db, (13)

J0 — функция Бесселя первого рода нулевого по-
рядка, Q = Z −N — заряд иона. Следует заметить,

что при рассмотрении потерь энергии точечной за-
ряженной частицы на атоме формула (11) автомати-
чески воспроизводит результат (10) как предельный
частный случай.

Таким образом, введя вместо qmin в (6) эффек-
тивный импульс (11), мы можем поменять местами
порядок операций суммирования и интегрирования
в (6) и вычислить сумму по индексу n, используя
теорему суммирования [12, 21]. В результате полу-
чим

κ(p) = N
π

k2

qmax∫
qeff

(∇f · ∇f+
)
00
q dq, (14)

где qmax = 2v [23], матричный элемент (∇f · ∇f+)00
вычисляется по основному состоянию |0〉 иона,
описываемому симметризованной по перестановкам
электронов волновой функцией, а дифференцирова-
ние посредством ∇ проводится по координатам лю-
бого из N электронов иона, например, с номером p

(1 ≤ p ≤ N), причем тогда, согласно (7)–(9), имеем

∇f =
k

2π

∫
exp (−iqb) exp (iχ)∇χd2b, (15)

∇χ = −2Za

v

3∑
i=1

AiαiK1 (αi |b+ sp|) b+ sp
|b+ sp| , (16)

где K1 — функция Макдональда первого порядка.
Таким образом, формулы (14)–(16) позволяют рас-
считать внутреннее эффективное торможение быст-
рого нерелятивистского иона при столкновении с
атомом.

Следует заметить, что число электроновN в (14)
можно рассматривать как заданную величину толь-
ко при фиксированном зарядовом составе ионов. Ес-
ли же, например, при постановке эксперимента за-
рядовый состав ионов не отслеживается, то величи-
ну N уже нельзя рассматривать как фиксирован-
ную. В этом случае она будет носить флуктуацион-
ный характер и может быть определена из условия
равновесия между процессами ионизации и захвата
электронов, происходящими в оболочках структур-
ного иона. При этом равновесное значение N оказы-
вается зависящим от Z и v [6, 9–11].

3. ВНУТРЕННИЕ ПОТЕРИ ЭНЕРГИИ
ВОДОРОДОПОДОБНОГО ИОНА НА АТОМЕ

В качестве примера использования развитой тео-
рии для расчета внутренних потерь энергии ионов
рассмотрим простейшую ситуацию — столкновение
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с атомом быстрого нерелятивистского водородопо-
добного иона. При этом зарядовый состав иона бу-
дем считать фиксированным. В этом случае N = 1 и
состояния |n〉 единственного электрона иона описы-
ваются водородоподобными волновыми функциями
с эффективным зарядом Z. Таким образом, v0 ∼
∼ Z, поэтому условие (2) применимости приближе-
ния Глаубера сводится к выполнению неравенства
Z/v � 1. При этом заметим, что никаких ограни-
чений на значения Za, как и ранее, мы не налагаем.
Результаты, полученные в этом разделе, могут быть
легко обобщены на случай N > 1 даже с учетом
флуктуационного характера этой величины.

В случае столкновения атома с водородоподоб-
ным ионом эйкональная фаза χ, согласно (8), состо-
ит теперь только из двух слагаемых:

χ (b, s) = ϕ (|b+ s|)− Zϕ (b) , (17)

где, в отличие от (8), под s понимается координа-
та единственного электрона иона. Первое слагаемое
в (17) обусловлено взаимодействием атома с элек-
троном иона, а второе связано с взаимодействием
атома с ядром иона. После подстановки (17) в (15),
выражение (14) для эффективного торможения κ(p)

водородоподобного иона примет вид

κ(p) =

qmax∫
qeff

{I1 (q) + I2 (q) + I3 (q)} q dq, (18)

где
I1 (q) = π |a1(q)|2 q2,

I2 (q) =

= −16Z4Re

⎡
⎢⎣a∗1(q)

∫
a1 (q

′) a∗Z (|q′ − q|)q′q d2q′(
4Z2 + (q′ − q)

2
)2

⎤
⎥⎦ ,

I3 (q) =
4Z4

π
×

×
∫∫

a1(q
′) a∗1(q

′′) a∗Z(|q′ − q|) aZ(|q′′ − q|)(
4Z2 + (q′ − q′′)2

)2 ×

× q′q′′ d2q′d2q′′,

а импульс qeff рассчитывается по формуле (11).
Здесь мы ввели функцию

aZ(q) =

∞∫
0

J0 (qb) {1− exp (iZϕ (b))} b db, (19)

причем под a1 (q) понимается значение aZ (q) при
Z = 1.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

Используя формулы (18) и (11) в качестве
примера, мы исследовали зависимость внутреннего
эффективного торможения κ(p) водородоподоб-
ных ионов He+, B4+, O7+ и Ne9+ на атомах Ne,
Ar и Kr от скорости столкновения. Результаты
расчетов представлены на рис. 1–3. Так, в случае
столкновения указанных выше ионов с атомом
Ne (Za = 10), на рис. 1 видно, что при малых
скоростях внутреннее эффективное торможение
κ(p) ионов существенно зависит от заряда Z яд-
ра иона. При увеличении же скорости различие
между ними уменьшается, и все наши расчетные
кривые 1–4 (см. рис. 1) стремятся (особенно это
заметно по кривой 1) к некоторой асимптотической
линии — аналитическому решению, полученному
в работе [12] в рамках приближения внезапных
возмущений и метода сшивки. В нерелятивистском
случае это решение имеет вид [12]

κ(p)asym = κ
(p)
pert +Δκ

(p)
Bloch, (20)

где

κ
(p)
pert =

4πZ2
a

v2
N

⎡
⎢⎢⎣ ln 2v −

3∑
i=1

A2
i ln

(
αi

√
e
)
+

+

3∑
i,j=1
i�=j

AiAj

α2
j lnαj − α2

i lnαi

α2
i − α2

j

⎤
⎥⎥⎦ , (21)

Δκ
(p)
Bloch =

4πZ2
a

v2
N

[
−Reψ

(
1+i

Za

v

)
+ψ (1)

]
. (22)

Здесь κ(p)pert фактически представляет собой эффек-
тивное торможение, рассчитанное в рамках теории
возмущений, Δκ(p)Bloch — непертурбативная поправка
Блоха [24], дающая заметный вклад лишь при до-
статочно больших Za/v, ψ — логарифмическая про-
изводная Γ-функции. Особенность выражения (20)
заключается в том, что оно не зависит от заряда
ядра иона, именно поэтому мы называем его асимп-
тотическим.

Причина, по которой эффективное торможение
κ(p), рассчитанное по формуле (18), переходит с рос-
том скорости в результаты выражения (20), заклю-
чается в следующем. Проведенный нами анализ вы-
ражения (18) показал, что увеличение скорости при-
водит к уменьшению влияния на результат расче-
та κ(p) слагаемого −Zϕ (b) в (17), ответственного за
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Рис. 1. Зависимость внутреннего эффективного торможе-
ния κ(p) водородоподобных ионов He+, B4+, O7+ и Ne9+

от скорости столкновения v с атомом Ne. Сплошная жир-
ная линия — расчет по формуле (18) с qeff из (11), сплош-
ная тонкая линия — расчет по формуле (18) с qeff = 0,
штриховая линия — расчет по асимптотической форму-
ле (20), штрихпунктир — расчет по формуле (21) теории
возмущений. Кривые 1 — ион He+, 2 — B4+, 3 — O7+,

4 — Ne9+
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Рис. 2. Зависимость внутреннего эффективного торможе-
ния κ(p) водородоподобных ионов He+, B4+, O7+ и Ne9+

от скорости столкновения v с атомом Ar. Смысл обозна-
чений такой же, как на рис. 1
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Рис. 3. Зависимость внутреннего эффективного торможе-
ния κ(p) водородоподобных ионов He+, B4+, O7+ и Ne9+

от скорости столкновения v с атомом Kr. Смысл обозна-
чений такой же, как на рис. 1

взаимодействие атома с ядром иона, по сравнению с
ϕ (|b+ s|). В том числе это происходит за счет рас-
ширения диапазона интегрирования по импульсу q

в (18), так как qeff ∝ 1/v — уменьшается, стремясь
к нулю, а qmax ∝ v — увеличивается. Именно такая
же ситуация, связанная с нечувствительностью ве-
личины κ(p) к взаимодействию атома с ядром иона,
имела место в работе [12] при выводе формулы (20)
в рамках приближения внезапных возмущений, где
при описании столкновения иона с атомом учиты-
вается взаимодействие атома только с электроном
иона, а роль ядра иона при этом сводится лишь к
пространственной локализации электрона.

Выполненные нами численные оценки показали,
что выражения (18) и (20) будут давать близкие ре-
зультаты при выполнении условия ZaZ/v � 1. Если
же в добавок к этому условию выполняется нера-
венство Za/v � 1, то результаты расчетов по фор-
мулам (18) и (20) будут мало отличаться от резуль-
татов расчета по формуле (21) теории возмущений
(см. рис. 1). В противном же случае, при ZaZ/v � 1

расчеты по формуле (18) будут давать результаты
сильно отличающиеся как от (20), так и от (21).

В случае столкновения ионов He+, B4+, O7+ и
Ne9+ с атомами Ar (Za = 18) и Kr (Za = 36) (см.
соответственно рис. 2 и 3), в целом, картина изме-
нения внутреннего эффективного торможения κ(p)

с ростом скорости оказывается аналогичной поведе-
нию, представленному на рис. 1. Однако можно за-
метить, что при увеличении параметров Z и Za об-
ласть, соответствующая переходу выражения (18) в
(20), смещается в сторону бо́льших v, что согласует-
ся с условием ZaZ/v � 1, причем при столкновении
с атомом Kr ионов B4+, O7+ и Ne9+ величины Z и
Za оказываются настолько большими, что даже при
максимальной скорости v = 60 из рассматриваемо-
го диапазона параметр ZaZ/v для них принимает
значения соответственно 3, 4.8 и 6. Таким образом,
все три формулы, (18), (20) и (21), дают разный ре-
зультат во всем рассматриваемом диапазоне скоро-
стей, при этом переход кривых 2–4 в результат (20)
(и, возможно, в (21)), видимо, следует ожидать при
существенно больших скоростях, однако в этом слу-
чае нужно будет учитывать еще и релятивистские
эффекты.

Таким образом, из рис. 1–3 следует, что при до-
статочно большом значении параметра ZaZ/v кор-
ректный расчет внутреннего эффективного тормо-
жения κ(p) возможен только с использованием вы-
ражения (18), которое непертурбативным образом
учитывает влияние на κ(p) обоих зарядов Za и Z.
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Мы также дополнительно исследовали влияние
на торможение κ(p) величины эффективного им-
пульса qeff . Наши оценки показали, что так как
qeff ∝ 1/v, при больших v величина qeff долж-
на давать относительно малый вклад в κ(p). Для
проверки этого предположения мы дополнительно
исследовали зависимость эффективного торможе-
ния κ(p) от скорости v для тех же сталкивающихся
партнеров, что и ранее, положив в формуле (18)
qeff = 0. Результаты расчетов представлены на
рис. 1–3 в виде сплошных тонких линий. Как вид-
но на рис. 1–3, учет влияния qeff на величину κ(p)

оказывается необходимым лишь при v/v0 ≈ 2–4.
При v/v0 > 4, для рассматриваемых нами сталки-
вающихся партнеров вкладом qeff в величину κ(p)

можно пренебрегать, заменяя в (18) qeff на нуль.

Представленные в работе расчеты проводились
с использованием библиотек GSL и Cuba на вы-
числительном кластере САФУ. Работа выполнена в
рамках КГЗ Министерства образования и науки РФ
(№ 3.1726.2014/K). Автор благодарит В. И. Матве-
ева за обсуждение результатов работы и сделанные
полезные замечания.
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